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1 Εισαγωγή

Οι παρακάτω σηµειώσεις παρουσιάζουν την ανάλυση του άπληστου αλγορίθµου στο δίκτυο
πεταλούδας και στο διδιάστατο πλέγµα για προβλήµατα τυχαίων προορισµών καθώς και το
σχεδιασµό και ανάλυση ενός πιθανοτικού αλγορίθµου δροµολόγησης µεταθέσεων για το
δίκτυο πεταλούδας. Τα αποτελέσµατα ισχύουν µε µεγάλη πιθανότητα, δηλαδή, πιθανότητα
τουλάχιστον 1−1/nc όπου n δείχνει το µέγεθος του δικτύου και c είναι µια ϑετική σταθερά.
Ξεκινάµε µε την ανάλυση ενός γνωστού πειράµατος.

2 ΄Ενα ενδιαϕέρον πείραµα

΄Εχουµε n µπάλες και n κουτιά. Για κάθε µπάλα, επιλέγουµε οµοιόµορϕα τυχαία και
ανεξάρτητα από τις υπόλοιπες ένα από τα n κουτιά και την τοποθετούµε µέσα σε αυτό.
Προϕανώς, η διαδικασία είναι τέτοια ώστε µετά το τέλος του πειράµατος κάθε κουτί πε-
ϱιέχει κατά µέσο όρο 1 µπάλα. Τι µπορεί να παρατηρήσουµε µετά από µια εκτέλεση του
πειράµατος ; Για παράδειγµα, υπάρχει µια περίπτωσή όλες οι µπάλες να περιέχονται στο
ίδιο κουτί. Επίσης, είναι ‘πιθανό’ κάθε κουτί να περιέχει ακριβώς µια µπάλα. Τι µπορούµε
να ισχυριστούµε όµως σχετικά µε το τι συµβαίνει συνήθως ; Θα αποδείξουµε το παρακάτω
λήµµα.

Λήµµα 1 Σε µια εκτέλεση του πειράµατος, µε µεγάλη πιθανότητα, κανένα κουτί δεν περιέχει

περισσότερες από O
(

logn
log logn

)
µπάλες.

Απόδειξη: Ας ϑεωρήσουµε ένα συγκεκριµένο κουτί. Για να έχει τουλάχιστον r µπάλες,

ϑα πρέπει να περιέχει κάποια r-άδα από τις
(

n
r

)
δυνατές r-άδες n µπαλών. Η πιθανότητα

µια συγκεκριµένη r-άδα µπαλών να περιέχεται στο κουτί είναι (1/n)r (δηλ., η πιθανότητα
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κάθε µπάλα της r-άδας να περιέχεται στο κουτί). Οπότε, η πιθανότητα ότι το κουτί περιέχει

κάποια από τις
(

n
r

)
δυνατές r-άδες είναι το πολύ

(
n
r

)(
1

n

)r

.

Χρησιµοποιώντας την γνωστή ανισότητα
(

n
r

)
≤
(
ne
r

)r
, έχουµε ότι η πιθανότητα είναι το

πολύ
(
e
r

)r
.

Επιλέγοντας r = 2αe logn
log logn

για κάποια σταθερά α ≥ 1 έχουµε ότι η παράσταση γίνεται

(
e

r

)r

= 2r(log e−log r)

= 22αe
logn

log logn
(log e−1−logα−log e−log logn+log log logn)

≤ 22αe
logn

log logn
(−1−log logn+log log logn)

≤ 2−2αe logn
log logn

log logn
2

= 2−αe logn

= n−αe.

Σηµειώνουµε ότι η πρώτη ανισότητα ισχύει επειδή α ≥ 1 ενώ η δεύτερη ανισότητα προκύπτει
διότι x ≥ 2 log x− 2 για κάθε x > 0.

Μέχρι στιγµής, έχουµε αποδείξει ότι η πιθανότητα ένα συγκεκριµένο κουτί να έχει
τουλάχιστον 2αe logn

log logn
µπάλες είναι το πολύ 1/nαe. Οπότε, η πιθανότητα κάποιο κουτί

να έχει τουλάχιστον 2αe logn
log logn

µπάλες είναι το πολύ 1/nαe−1 και το λήµµα προκύπτει
επιλέγοντας οποιαδήποτε σταθερά α ≥ 1.

3 Ανάλυση της συµπεριϕοράς του άπληστου αλγορίθµου
δροµολόγησης στο δίκτυο πεταλούδας

Μελετάµε τη συµπεριϕορά του άπληστου αλγορίθµου στο δίκτυο πεταλούδας µε n κόµβους
ανά επίπεδο (και διάστασης log n) για τη δροµολόγηση προβληµάτων τυχαίων προορισµών.
Σε ένα πρόβληµα δροµολόγησης τυχαίων προορισµών, κάθε κόµβος του πρώτου επιπέδου
είναι αποστολέας ενός πακέτου. Ο προορισµός κάθε πακέτου επιλέγεται οµοιόµορϕα τυ-
χαία µεταξύ των n κόµβων του τελευταίου επιπέδου ανεξάρτητα από τις επιλογές των άλλων
πακέτων. Θα δείξουµε ότι ο αριθµός των πακέτων που ϑα περάσουν από οποιοδήποτε κόµ-
ϐο είναι το πολύ O

(
logn

log logn

)
, µε µεγάλη πιθανότητα. Εποµένως, µε µεγάλη πιθανότητα,
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κανένα πακέτο δεν ϑα καθυστερήσει παραπάνω από O
(

logn
log logn

)
ϐήµατα σε κάθε κόµβο

της διαδροµής από τον αποστολέα στον προορισµό του και, εποµένως, η δροµολόγηση ϑα
ολοκληρωθεί σε το πολύ O

(
log2 n

log logn

)
ϐήµατα.

Σκεϕτόµαστε ως εξής. ΄Εστω ένας κόµβος v του δικτύου πεταλούδας στο επίπεδο
i = 1, ..., log n. Τα πακέτα που είναι υποψήϕια να περάσουν από τον κόµβο v είναι αυτά
που έχουν αποστολέα κάποιον κόµβο του επιπέδου 0 από τον οποίο υπάρχει µονοπάτι που
χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος που να περνά από τον v. Από τον ορισµό του δικτύου πεταλού-
δας και τον ορισµό των µονοπατιών που χρησιµοποιεί ο άπληστος αλγόριθµος, γνωρίζουµε
ότι υπάρχουν 2i τέτοιοι κόµβοι και εποµένως 2i πακέτα που είναι υποψήϕια να περάσουν
από τον κόµβο v. Από αυτά τα υποψήϕια πακέτα για να περάσουν από τον κόµβο v, ϑα
περάσουν πραγµατικά αυτά που ϑα επιλέξουν σαν προορισµούς κόµβους του τελευταίου
επιπέδου τους οποίους µπορούµε να φτάσουµε από τον κόµβο v ακολουθώντας µονοπάτια
που χρησιµοποιεί ο άπληστος αλγόριθµος. Από τον ορισµό του δικτύου πεταλούδας και τον
ορισµό των µονοπατιών που χρησιµοποιεί ο αλγόριθµος, γνωρίζουµε ότι υπάρχουν 2logn−i

τέτοιοι κόµβοι. Αϕού κάθε υποψήϕιο πακέτο επιλέγει ισοπίθανα τον προορισµό του µεταξύ
των n κόµβων του τελευταίου επιπέδου, η πιθανότητα να περάσει από τον κόµβο v είναι η
πιθανότητα να διαλέξει κάποιον από αυτούς τους 2logn−i κόµβους του τελευταίου επιπέδου
σαν προορισµό, δηλ., 2−i.

΄Εχουµε δηλαδή 2i υποψήϕια πακέτα να περάσουν από τον κόµβο i, καθένα από τα
οποία έχει πιθανότητα 2−i να περάσει όντως από τον κόµβο v. ΄Οπως στην ανάλυση του
πειράµατος της προηγούµενης ενότητας, ϑα υπολογίσουµε ένα άνω φράγµα για την πιθα-
νότητα να περάσουν τουλάχιστον r υποψήϕια πακέτα από τον κόµβο v. Παρατηρούµε ότι
για να περάσουν τουλάχιστον r υποψήϕια πακέτα από τον κόµβο v, ϑα πρέπει να περάσει

τουλάχιστον µια από τις
(

2i

r

)
r-άδες από τα 2i υποψήϕια πακέτα από τον κόµβο v. Υπο-

λογίζοντας αυτή την πιθανότητα και χρησιµοποιώντας την ίδια ανισότητα που χρησιµοποιή-
σαµε στην προηγούµενη παράγραϕο, έχουµε ότι είναι το πολύ

(
e
r

)r
. Χρησιµοποιώντας την

ίδια ακριβώς λογική µε αυτή που χρησιµοποιήσαµε στο τέλος της απόδειξης του Λήµµατος
1, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η πιθανότητα να περάσουν τουλάχιστον r = 2αe logn

log logn

πακέτα από τον κόµβο v είναι το πολύ 1/nαe (για α ≥ 1). Αϕού έχουµε n log n κόµβους
στα επίπεδα 1, ..., log n, η πιθανότητα να περάσουν τουλάχιστον r = 2αe logn

log logn
πακέτα από

κάποιον από αυτούς είναι το πολύ n log n · 1/nαe ≤ 1/nαe−2 το οποίο είναι µικρότερο από
1/n3 αν επιλέξουµε α = 2.
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4 Ανάλυση της συµπεριϕοράς του άπληστου αλγορίθµου
δροµολόγησης στο διδιάστατο πλέγµα

Σε ένα πρόβληµα δροµολόγησης τυχαίων προορισµών στο διδιάστατο πλέγµα, κάθε κόµ-
ϐος είναι αποστολέας ενός πακέτου. Ο προορισµός κάθε πακέτου επιλέγεται οµοιόµορϕα
τυχαία µεταξύ όλων των κόµβων του πλέγµατος ανεξάρτητα από τις επιλογές των άλλων
πακέτων. Για τον άπληστο αλγόριθµο στο διδιάστατο πλέγµα n × n, δεν αναµένουµε να
δείξουµε ότι δροµολογεί προβλήµατα τυχαίων προορισµών σε χρόνο αρκετά µικρότερο από
2n− o(n) ϐήµατα. Αυτό αποδεικνύεται στο παρακάτω λήµµα.

Λήµµα 2 ΄Εστω ένα στιγµιότυπο δροµολόγησης τυχαίων προορισµών. Η πιθανότητα ότι ο

αποστολέας κάθε πακέτου απέχει το πολύ 2n− 2
√
2n ln1/4 n από τον προορισµό του είναι το

πολύ 1/n2.

Απόδειξη: Θεωρούµε δυο τρίγωνα στην πάνω αριστερή και κάτω δεξιά γωνία του πλέγµα-
τος πλευράς ϕ =

√
2n ln1/4 n. Για να απέχει ο αποστολέας κάθε πακέτου το πολύ 2n − 2ϕ

από τον προορισµό του, ϑα πρέπει να συµβαίνουν τουλάχιστον τα εξής : ο τυχαίος προορι-
σµός κάθε πακέτου το οποίο ξεκινά από κόµβους στο πάνω αριστερά τρίγωνο να µην έχει
προορισµό στο κάτω δεξιά τρίγωνο και αντιστρόϕως. Η πιθανότητα να µη συµβεί αυτό για
κάποιο συγκεκριµένο κόµβο µέσα στα τρίγωνα είναι 1 − ϕ2

2n2 εϕόσον ο προορισµός κάθε
πακέτου επιλέγεται ισοπίθανα µεταξύ των n2 κόµβων και υπάρχουν ϕ2/2 κόµβοι σε κάθε
τρίγωνο. Οπότε, η πιθανότητα κανένα πακέτο µε αποστολέα κόµβο σε κάποιο τρίγωνο να
µην έχει προορισµό κόµβο του τριγώνου που ϐρίσκεται απέναντι είναι

(
1− ϕ2

2n2

)ϕ2

=

(
1− 2

√
lnn

2n

)2n
√
lnn

=

(
1−

√
lnn

n

) n√
lnn

2 lnn

≤ e−2 lnn

=
1

n2
.

Μπορούµε να δείξουµε όµως ότι το µέγεθος της ουράς κάθε κόµβου είναι το πολύ
O
(

logn
log logn

)
, µε µεγάλη πιθανότητα. Παρατηρούµε ότι το µέγεθος κάθε ουράς ενός κόµβου

φράσσεται από πάνω από τον αριθµό των πακέτων που στρίβουν στον κόµβο. Οπότε, για να
αποδείξουµε το επιθυµητό άνω φράγµα για το µέγεθος της ουράς, αρκεί να δείξουµε ότι η
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πιθανότητα ότι ο αριθµός των πακέτων που ϑα στρίψουν σε κάποιο κόµβο του πλέγµατος
είναι τουλάχιστον r = 2αe logn

log logn
είναι µικρή για κατάλληλη επιλογή της σταθεράς α.

Η ανάλυση είναι παρόµοια µε την ανάλυση των προηγούµενων παραγράϕων. Θεωρούµε
έναν κόµβο v του πλέγµατος. Υπάρχουν n πακέτα στην ίδια γραµµή µε τον κόµβο v

που είναι υποψήϕια να στρίβουν σε αυτόν και από αυτά ϑα στρίψουν πράγµατι µόνο όσα
επιλέξουν σαν προορισµό κάποιον από τους κόµβους στην ίδια στήλη µε τον v. Αϕού
οι προορισµού επιλέγονται ισοπίθανα µεταξύ των κόµβων, η πιθανότητα ένα υποψήϕιο
πακέτο να στρίβει στον κόµβο v είναι 1/n. Πάλι, µπορούµε να δούµε το πρόβληµα σαν
µπάλες (τα υποψήϕια πακέτα) που ϱίχνονται οµοιόµορϕα τυχαία σε κουτιά (οι στήλες)
και, ακολουθώντας την ίδια ακριβώς λογική, µπορούµε να αποδείξουµε ότι η πιθανότητα
τουλάχιστον r πακέτα να στρίβουν στον κόµβο v είναι το πολύ 1/nαe. Οπότε, αϕού έχουµε
n2 κόµβους, η πιθανότητα σε κάποιον από αυτούς να στρίβουν τουλάχιστον r πακέτα είναι
το πολύ 1/nαe−2 το οποίο είναι µικρότερο του 1/n3 για α = 2.

5 ΄Ενας πιθανοτικός αλγόριθµος δροµολόγησης στο δί-
κτυο πεταλούδας

Μέχρι στιγµής, γνωρίζουµε ότι :

• Ο άπληστος αλγόριθµος δροµολόγησης στο δίκτυο πεταλούδας συµπεριϕέρεται ά-
σχηµα στη χειρότερη περίπτωση για τη δροµολόγηση µεταθέσεων.

• Κανένας αλγόριθµος προκαθορισµένων µονοπατιών δεν µπορεί να πετύχει χρόνο δρο-
µολόγησης µεταθέσεων καλύτερο από Ω(

√
n) στη χειρότερη περίπτωση.

• Ο άπληστος αλγόριθµος συµπεριϕέρεται πολύ καλά στη µέση περίπτωση (δηλαδή, σε
προβλήµατα τυχαίων προορισµών).

Μπορούµε να εκµεταλλευτούµε τη συµπεριϕορά του άπληστου αλγορίθµου σε προ-
ϐλήµατα δροµολόγησης τυχαίων προορισµών και να σχεδιάσουµε τον παρακάτω γρήγορο
αλγόριθµο δροµολόγησης µεταθέσεων:

Αρχικά κάθε κόµβος του επιπέδου 0, υπολογίζει έναν ενδιάµεσο τυχαίο προορισµό του
επιπέδου log n. Η δροµολόγηση των πακέτων ακολουθεί τρεις φάσεις :

Φάση 1. ∆ροµολόγησε τα πακέτα στους ενδιάµεσους προορισµούς χρησιµοποιώντας τον
άπληστο αλγόριθµο.

Φάση 2. Τα πακέτα γυρίζουν πίσω στο επίπεδο 0 ακολουθώντας τις ευθείες συνδέσεις του
δικτύου πεταλούδας.
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Φάση 3. ∆ροµολόγησε τα πακέτα στους (πραγµατικούς) προορισµούς χρησιµοποιώντας
τον άπληστο αλγόριθµο.

Αναλύουµε την κάθε φάση ξεχωριστά.

Φάση 1. ΄Εχουµε ένα πρόβληµα τυχαίων προορισµών. Ακολουθώντας την ανάλυση της
ενότητας 3, έχουµε ότι η πιθανότητα να περάσουν από κάποιο κόµβο τουλάχιστον 2αe logn

log logn

πακέτα είναι το πολύ 1/nαe−2.

Φάση 2. Από τη στιγµή που ένα πακέτο ξεκινήσει να κινείται, δεν καθυστερείται από
άλλα πακέτα µέχρι να φτάσει στο επίπεδο 0. ΄Ενα πακέτο µπορεί να καθυστερήσει το πολύ
2αe logn
log logn

− 1 ϐήµατα στο επίπεδο log n (αϕού έχουµε υποθέσει ότι το πολύ τόσα πακέτα
µπορεί να περάσουν από κάποιον κόµβο του τελευταίου επιπέδου στη φάση 1) και στη
συνέχεια ακολουθεί log n συνδέσεις µέχρι να φτάσει στον αντίστοιχο κόµβο του επιπέδου 0.

Φάση 3. Η ανάλυση είναι αντίστοιχη µε την ανάλυση της Φάσης 1 εξετάζοντας αντίθετα τα
µονοπάτια των πακέτων από τους προορισµούς προς τους κόµβους του επιπέδου 0 από όπου
ξεκινούν στην αρχή της Φάσης 3. Θεωρούµε έναν κόµβο v του επιπέδου i = 1, ..., log n. Τα
πακέτα που είναι υποψήϕια να περάσουν από τον κόµβο v είναι αυτά που έχουν σαν τελικό
προορισµό κάποιον από τους 2logn−i κόµβους του επιπέδου log n τους οποίους µπορούµε να
φτάσουµε από τον v ακολουθώντας µονοπάτια που χρησιµοποιεί ο άπληστος αλγόριθµος.
Από αυτά τα πακέτα, στη φάση 3, ϑα περάσουν πράγµατι από τον κόµβο v όσα έχουν
ϐρεθεί στην αρχή της φάσης 3 σε κόµβους του επιπέδου 0 από τους οποίους µπορούµε να
φτάσουµε στον κόµβο v ακολουθώντας µονοπάτια του άπληστου αλγορίθµου. Η ανάλυση
συνεχίζεται όπως στις προηγούµενες ενότητες. Υποθέτοντας ότι στην αρχή της Φάσης 3,
κανένας κόµβος του επιπέδου 0 δεν περιέχει περισσότερα από 2αe logn

log logn
πακέτα, µπορούµε

να δείξουµε ότι η πιθανότητα να περάσουν από κάποιο κόµβο τουλάχιστον 2αe logn
log logn

πακέτα
είναι το πολύ 1/nαe−2.

Οπότε, µε πιθανότητα τουλάχιστον 1 − 2/nαe−2 ≥ 1 − 1/nαe−3, κανένα πακέτο δεν
καθυστερεί σε κάποιο κόµβο περισσότερα από 2αe logn

log logn
ϐήµατα κατά τις Φάσεις 1 και 3, ενώ

η Φάση 2 χρειάζεται το πολύ log n + 2αe logn
log logn

ϐήµατα. Η συνολική διαδροµή που έχουν να
διανύσουν τα πακέτα στις Φάσεις 1 και 3 είναι 2 log n. Επιλέγοντας α = 2, καταλήγουµε
στο συµπέρασµα ότι ο αλγόριθµος δροµολογεί οποιαδήποτε µετάθεση σε χρόνο το πολύ
O
(

log2 n
log logn

)
, µε πιθανότητα τουλάχιστον 1− 1/n2.
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