
MHUP 512 - Algìrijmoi Epikoinwni¸n

Probl mata katanom c eÔrouc z¸nhc
se optik� dÐktua teqnologÐac WDM

Eisagwg 
Parousi�zoume algìrijmouc kai k�tw fr�gmata se montèla optik¸n diktÔwn
teqnologÐac WDM (Wavelength Division Multiplexing). Aut� ta dÐktua qrh-
simopoioÔn optikèc Ðnec gia tic sundèseic metaxÔ kìmbwn kai èqoun th duna-
tìthta na metafèroun roèc dedomènwn me meg�lec taqÔthtec metaxÔ apoma-
krusmènwn kìmbwn tou diktÔou qwrÐc na qrei�zetai endi�mesh metatrop  tou
optikoÔ s matoc se hlektrikì kai antÐstrofa. 'Etsi epitugq�noun meg�lec
taqÔthtec met�doshc. H teqnologÐa WDM mporeÐ na metafèrei tautìqrona
diaforetikèc roèc dedomènwn mèsa apì thn Ðdia optik  Ðna upì ton periorismì
ìti k�je ro  dedomènwn metadÐdetai se diaforetik  suqnìthta. O arijmìc twn
diajèsimwn suqnot twn onom�zetai eÔroc z¸nhc kai eÐnai sqetik� mikrìc me
b�sh thn up�rqousa teqnologÐa.

Epomènwc, èna shmantikì prìblhma pou prèpei na epilujeÐ se aut� ta dÐ-
ktua eÐnai to prìblhma thc katanom c eÔrouc z¸nhc. Me dedomènec ait seic
epikoinwnÐac pou antistoiqoÔn se zeug�ria apostolèa-paral pth pou jèloun
na metafèroun roèc dedomènwn se èna dÐktuo, to prìblhma zht� na broÔme
èna monop�ti pou na sundèei ton apostolèa me ton paral pth gia k�je aÐ-
thsh epikoinwnÐac kai na anajèsoume mia suqnìthta se k�je monop�ti ètsi
¸ste monop�tia pou qrhsimopoioÔn thn Ðdia sÔndesh tou diktÔou na qrhsi-
mopoioÔn diaforetikèc suqnìthtec kai o sunolikìc arijmìc suqnot twn pou
qrhsimopoioÔntai na elaqistopoieÐtai. Diaisjhtik�, sun jwc antimetwpÐzoume
tic suqnìthtec san qr¸mata kai ta antÐstoiqa sunduastik� probl mata san
probl mata qrwmatismoÔ.

MontelopoioÔme ta dÐktua san graf mata. K�je sÔndesh metaxÔ duo kìm-
bwn tou diktÔou antistoiqeÐ eÐte se mia optik  Ðna me dunatìthta amfÐdromhc
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epikoinwnÐac eÐte se duo optikèc Ðnec pou uposthrÐzoun thn epikoinwnÐa metaxÔ
twn kìmbwn pou sundèoun se k�je mia apì tic duo kateujÔnseic. Melet�me
topologÐec grammik¸n diktÔwn, daktulÐwn kai dèntrwn pou eÐnai autèc pou su-
nant¸ntai suqnìtera sthn pr�xh. Sthn perÐptwsh twn grammik¸n kai dentri-
k¸n diktÔwn, ta monop�tia pou antistoiqoÔn se k�je aÐthsh epikoinwnÐac eÐnai
monadik�. Se aut  thn perÐptwsh èqoume èna prìblhma qrwmatismoÔ monopa-
ti¸n. Me dedomèno èna sÔnolo monopati¸n se èna dÐktuo, orÐzoume wc fortÐo
miac sÔndeshc ton arijmì twn monopati¸n pou th qrhsimopoioÔn. Wc fortÐo
tou sunìlou monopati¸n orÐzetai to mègisto fortÐo metaxÔ ìlwn twn sundè-
sewn. Lème ìti ènac qrwmatismìc monopati¸n eÐnai swstìc an opoiad pote
duo monop�tia pou qrhsimopoioÔn thn Ðdia sÔndesh èqoun diaforetikì qr¸ma.
Prosèxte ìti to fortÐo enìc sunìlou monopati¸n apoteleÐ k�tw fr�gma gia
ton el�qisto arijmì qrwm�twn pou qrei�zontai gia ènan swstì qrwmatismì.

1 Grammik� dÐktua
To aploÔstero eÐdoc diktÔou eÐnai to grammikì dÐktuo. Parajètoume ènan
aplì algìrijmo qrwmatismoÔ pou qrwmatÐzei k�je sÔnolo monopati¸n for-
tÐou L me to polÔ L qr¸mata. Efìson to fortÐo enìc sunìlou monopati¸n
apoteleÐ k�tw fr�gma gia ton el�qisto arijmì qrwm�twn, sumperaÐnoume ìti
o algìrijmìc mac epitugq�nei ènan bèltisto qrwmatismì.

Arqik�, upologÐzoume to fortÐo L tou sunìlou monopati¸n. Se k�je
sÔndesh e me fortÐo `e < L, prosjètoume L− `e nèa monop�tia pou perièqoun
mìno th sÔndesh e. Me ton trìpo autì paÐrnoume èna nèo sÔnolo monopati¸n
pou perièqei to arqikì sÔnolo monopati¸n kai èqei fortÐo L se k�je sÔndesh
tou diktÔou. Ja deÐxoume p¸c mporoÔme na qrwmatÐsoume ta monop�tia tou
nèou sunìlou me akrib¸c L qr¸mata. Gia na p�roume to qrwmatismì gia to
arqikì sÔnolo monopati¸n agnooÔme ta nèa monop�tia pou prosjèsame.

QrwmatÐzoume to nèo sÔnolo monopati¸n wc ex c. Xekin�me apì ta mo-
nop�tia pou perièqoun thn sÔndesh e1 kai ta qrwmatÐzoume me L diaforetik�
qr¸mata. Sth sunèqeia, gia i = 2, ..., n, brÐskoume ta monop�tia pou xekinoÔn
me th sÔndesh ei kai touc anajètoume ta qr¸mata twn monopati¸n pou ter-
matÐzoun me th sÔndesh ei−1 ètsi ¸ste ìla ta monop�tia pou xekinoÔn me th
sÔndesh ei na paÐrnoun diaforetik� qr¸mata.

'Ena par�deigma ektèleshc tou algorÐjmou faÐnetai sto epìmeno sq ma.
EÔkola mporoÔme na apodeÐxoume ìti o algìrijmìc mac eÐnai swstìc.

Je¸rhma 1 O algìrijmoc eÐnai swstìc, dhl. qrwmatÐzei swst� opoiod pote
sÔnolo monopati¸n me fortÐo L se k�je sÔndesh enìc grammikoÔ diktÔou me
akrib¸c L qr¸mata.
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Sq ma 1: 'Ena par�deigma ektèleshc tou algorÐjmou se grammik� dÐktua. Oi
diakekommènec grammèc antistoiqoÔn se monop�tia pou prosjètei o algìrijmoc
kai oi arijmoÐ antistoiqoÔn sta qr¸mata pou qrhsimopoioÔntai.

Apìdeixh: Profan¸c, o algìrijmoc qrwmatÐzei swst� ta monop�tia pou
perièqoun th sÔndesh e1 qrhsimopoi¸ntac akrib¸c L qr¸mata. Ja deÐxoume
qrhsimopoi¸ntac epagwg  sto i, ìti gia i = 1, ..., n, o algìrijmoc qrwma-
tÐzei swst� ta monop�tia pou perièqoun th sÔndesh ei qrhsimopoi¸ntac ta
Ðdia akrib¸c qr¸mata pou qrhsimopoioÔntai sta monop�tia pou perièqoun th
sÔndesh e1.

Profan¸c, h prìtash isqÔei gia i = 1. Upojètoume ìti o algìrijmoc qrw-
matÐzei swst� ta monop�tia pou perièqoun th sÔndesh ei−1 qrhsimopoi¸ntac
ta L qr¸mata pou qrhsimopoioÔntai sta monop�tia pou perièqoun th sÔndesh
e1; ja deÐxoume ìti qrwmatÐzei swst� ta monop�tia pou perièqoun th sÔnde-
sh ei qrhsimopoi¸ntac ta Ðdia qr¸mata. Efìson to nèo sÔnolo monopati¸n
èqei fortÐo L se k�je sÔndesh tou diktÔou, o arijmìc twn monopati¸n pou
xekinoÔn me th sÔndesh ei eÐnai Ðsoc me ton arijmì twn monopati¸n pou terma-
tÐzoun me th sÔndesh ei−1. Epomènwc, ta qr¸mata pou qrhsimopoioÔntai apì
ta monop�tia pou termatÐzoun me th sÔndesh ei−1 arkoÔn gia na qrwmatistoÔn
me diaforetik� qr¸mata ta monop�tia pou xekinoÔn me th sÔndesh ei. EpÐshc,
efìson ta monop�tia pou termatÐzoun me th sÔndesh ei−1 qrhsimopoioÔn dia-
foretik� qr¸mata apì ta monop�tia pou perièqoun kai tic duo sundèseic ei−1

kai ei (lìgw thc epagwgik c upìjeshc), ta monop�tia pou xekinoÔn me th sÔn-
desh ei ja p�roun diaforetik� qr¸mata apì ta monop�tia pou perièqoun kai
tic duo sundèseic ei−1 kai ei. 'Ara ìla ta monop�tia pou perièqoun th sÔndesh
ei qrhsimopoioÔn diaforetik� qr¸mata kai epomènwc o qrwmatismìc touc eÐnai
swstìc. Efìson ta qr¸mata pou paÐrnoun ta monop�tia pou xekinoÔn me th
sÔndesh ei eÐnai ta Ðdia akrib¸c qr¸mata pou qrhsimopoioÔn ta monop�tia pou
termatÐzoun me th sÔndesh ei−1, lìgw thc epagwgik c upìjeshc, ta monop�tia
pou perièqoun th sÔndesh ei qrhsimopoioÔn ta Ðdia L qr¸mata me ta monop�tia
pou qrhsimopoioÔn th sÔndesh e1.
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2 Dentrik� dÐktua
Se dÐktua me dentrik  topologÐa, den eÐnai dunatìn na qrwmatÐsoume opoiod -
pote sÔnolo monopati¸n qrhsimopoi¸ntac arijmì qrwm�twn Ðso me to fortÐo
tou sunìlou monopati¸n. Autì faÐnetai sto epìmeno aplì par�deigma.

Par�deigma 2 Jewr ste to dentrikì dÐktuo kai to sÔnolo twn tri¸n mono-
pati¸n se autì pou anaparÐstatai sto epìmeno sq ma. Opoiad pote duo mono-
p�tia moir�zontai thn Ðdia sÔndesh tou diktÔou kai prèpei na qrwmatistoÔn me
diaforetikì qr¸ma. Epomènwc, qrei�zontai (toul�qiston) trÐa qr¸mata en¸
to fortÐo se k�je sÔndesh eÐnai 2.

Sq ma 2: 'Ena k�tw fr�gma gia dentrik� dÐktua.

2.1 'Ena apotèlesma upologistik c duskolÐac
Up�rqei ìmwc kai �lloc ènac lìgoc gia ton opoÐo den mporoÔme na qrwmatÐ-
soume sÔnola monopati¸n me ton el�qisto arijmì qrwm�twn. Ja apodeÐxoume
ìti to prìblhma eÐnai upologistik� dÔskolo.

Je¸rhma 3 To prìblhma thc katanom c eÔrouc z¸nhc se dentrik� dÐktua
eÐnai upologistik� dÔskolo.

Apìdeixh: Ja qrhsimopoi soume èna gnwstì apotèlesma pou anafèrei ìti
to prìblhma tou qrwmatismoÔ akm¸n se graf mata eÐnai upologistik� dÔsko-
lo. Autì to prìblhma orÐzetai wc ex c: dÐnetai èna gr�fhma G kai zhteÐtai
ènac qrwmatismìc twn akm¸n tou G me ton el�qisto arijmì qrwm�twn ètsi
¸ste geitonikèc akmèc na èqoun diaforetik� qr¸mata.

Ja deÐxoume ìti gia opoid pote stigmiìtupo tou probl matoc qrwmatismoÔ
akm¸n se graf mata, up�rqei èna isodÔnamo stigmiìtupo tou probl matoc
qrwmatismoÔ monopati¸n se dèntra. Opìte, ènac algìrijmoc poluwnumikoÔ
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qrìnou pou qrwmatÐzei opoiod pote sÔnolo monopati¸n me ton el�qisto arij-
mì qrwm�twn ja mporoÔse na qrhsimopoihjeÐ gia to bèltisto qrwmatismì
akm¸n se graf mata.

'Estw èna stigmiìtupo tou probl matoc qrwmatismoÔ akm¸n grafhm�twn
pou apoteleÐtai apì èna gr�fhma G = (V, E). Kataskeu�zoume to stigmiìtu-
po tou probl matoc qrwmatismoÔ monopati¸n se dèntra pou apoteleÐtai apì
èna dÐktuo astèra T kai èna sÔnolo monopati¸n P wc ex c. To dÐktuo T
ènan kìmbo v′ gia k�je kìmbo v ∈ V kai ènan epiplèon kìmbo u. O kìmboc u
sundèetai mèsw sundèsewn me ìlouc touc �llouc kìmbouc. To sÔnolo mono-
pati¸n P perièqei èna monop�ti pou sundèei touc kìmbouc v′1 kai v′2 gia k�je
akm  (v1, v2) ∈ E. 'Ena par�deigma faÐnetai sto epìmeno sq ma.

v3

v4

2v’ 3v’ 4v’
1v’

v1

v2

u

Sq ma 3: H anagwg  sthn apìdeixh tou Jewr matoc 3.

ParathroÔme ìti h kataskeu  mac èqei tic ex c idiìthtec: gia opoiesd -
pote duo akmèc pou eÐnai geitonikèc sto gr�fhma G, ta antÐstoiqa monop�tia
moir�zontai mia sÔndesh tou diktÔou T kai, antÐstrofa, gia opoiad pote duo
monop�tia pou moir�zontai mia sÔndesh tou diktÔou, oi antÐstoiqec akmèc tou
graf matoc G eÐnai geitonikèc. Opìte, k�je swstìc qrwmatismìc twn mono-
pati¸n tou sunìlou P mporeÐ na metatrapeÐ se swstì qrwmatismì twn akm¸n
tou graf matoc G me ton Ðdio arijmì qrwm�twn (anajètontac se k�je akm 
tou G to qr¸ma tou antÐstoiqou monopatioÔ) kai antÐstrofa.

2.2 'Enac algìrijmoc
Oi perissìteroi gnwstoÐ algìrijmoi gia to prìblhma tou qrwmatismoÔ mono-
pati¸n se dentrik� dÐktua an koun se mia eidik  kathgorÐa algorÐjmwn, thn
kathgorÐa twn �plhstwn algorÐjmwn. Se autì to kef�laio ja asqolhjoÔme
me thn melèth touc. Dedomènou enìc dèntrou T kai enìc sunìlou monopati¸n
P , kaloÔme ènan algìrijmo qrwmatismoÔ monopati¸n �plhsto ìtan douleÔei
wc ex c:

Xekin¸ntac apì ènan aujaÐreto kìmbo (thn rÐza tou dèntrou), o
algìrijmoc upologÐzei mia arÐjmhsh kat� pl�toc (BFS) twn kìm-
bwn tou dèntrou.
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O algìrijmoc leitourgeÐ se f�seic, mÐa f�sh gia k�je kìmbo u
tou dèntrou. H seir� me thn opoÐa o algìrijmoc exet�zei touc
kìmbouc exart�tai apì thn arÐjmhsh kat� pl�toc twn kìmbwn. H
f�sh pou sqetÐzetai me ton kìmbo u èqei wc eÐsodo ènan swstì
qrwmatismì ìlwn twn monopati¸n pou perilamb�noun kìmbouc me
arijmì kat� pl�toc austhr� mikrìtero apì autì tou kìmbou u;
ìla ta �lla monop�tia mènoun aqrwm�tista.
Kat� thn ektèlesh thc f�shc pou sqetÐzetai me ton kìmbo u, ènac
merikìc swstìc qrwmatismìc epekteÐnetai se ènan swstì qrwma-
tismì pou anajètei qr¸mata se monop�tia pou perilamb�noun ton
kìmbo u all� den èqoun qrwmatisteÐ akìma.
Se k�je f�sh, o algìrijmoc den epanaqrwmatÐzei monop�tia pou
eÐqan qrwmatisteÐ se prohgoÔmenec f�seic.

Oi di�foroi �plhstoi algìrijmoi diafèroun metaxÔ touc se sqèsh me thn stra-
thgik  pou akoloujoÔn gia na epekteÐnoun ènan merikì swstì qrwmatismì
kat� thn di�rkeia k�je f�shc.

'Enac aplìc �plhstoc algìrijmoc ulopoieÐ thn k�je f�sh wc ex c. Jewr -
ste th f�sh pou sqetÐzetai me ton kìmbo u. O algìrijmoc jewreÐ ta qr¸mata
san jetikoÔc akeraÐouc 1, 2, ..., exet�zei ta mh qrwmatismèna monop�tia pou
perilamb�noun ton kìmbo u me mia aujaÐreth seir� kai anajètei se k�je mono-
p�ti p to mikrìtero diajèsimo qr¸ma pou de qrhsimopoieÐtai se monop�tia pou
moir�zontai thn Ðdia sÔndesh me to p.

Je¸rhma 4 O algìrijmoc pou perigr�yame qrwmatÐzei opoiod pote sÔnolo
monopati¸n fortÐou L me to polÔ 2L− 1 qr¸mata.

Apìdeixh: JewroÔme thn ektèlesh thc f�shc tou algorÐjmou pou sqetÐ-
zetai me ton kìmbo u kai èstw èna monop�ti p pou qrwmatÐzetai se aut  th
f�sh. ParathroÔme ìti efìson to monop�ti p den eÐqe qrwmatisteÐ se proh-
goÔmenec f�seic, eÐte proèrqetai apì k�poio kìmbo-paidÐ tou kìmbou u kai
kateujÔnetai proc ènan �llo kìmbo-paidÐ tou u, eÐte xekin� apì ton kìmbo u
kai kateujÔnetai proc ènan kìmbo-paidÐ tou u. 'Otan o algìrijmoc qrwmatÐ-
zei to monop�ti p, oi periorismoÐ sta qr¸mata pou mporoÔn na dojoÔn sto p
proèrqontai apì monop�tia pou èqoun qrwmatisteÐ prohgoumènwc kai moir�-
zontai k�poia sÔndesh me to monop�ti p (�ra perilamb�noun kai ton kìmbo u).
Efìson to fortÐo thc sullog c monopati¸n eÐnai to polÔ L, autì shmaÐnei
ìti up�rqoun to polÔ 2(L− 1) �lla monop�tia pou perilamb�noun ton kìmbo
u kai moir�zontai k�poia sÔndesh me to monop�ti p (dhl. to polÔ L − 1 �l-
la monop�tia gia k�je sÔndesh geitonik  tou kìmbou u pou qrhsimopoieÐ to
monop�ti p). Opìte, o algìrijmoc ja anajèsei sto monop�ti p k�poio qr¸ma
apì to 1 mèqri to 2L− 1.
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2.3 KalÔteroi algìrijmoi
Up�rqoun akìma kalÔteroi algìrijmoi sth bibliografÐa oi opoÐoi an�goun
ton qrwmatismì kat� thn di�rkeia miac f�shc sto prìblhma qrwmatismoÔ twn
akm¸n enìc graf matoc. Sth sunèqeia perigr�foume aut  thn anagwg .

JewroÔme èna sÔnolo monopati¸n P me fortÐo L se èna dèntro T kai thn
f�sh kat� thn opoÐa o �plhstoc algìrijmoc ekteleÐtai gia ton kìmbo u tou
T . H f�sh dèqetai wc eÐsodo ton qrwmatismì twn monopati¸n tou P apì tic
prohgoÔmenec f�seic (dhlad , se f�seic kat� tic opoÐec o algìrijmoc asqo-
l jhke me kìmbouc pou eÐqan mikrìtero arijmì kat� pl�toc apì autì tou u)
kai epekteÐnei ton qrwmatismì, qrwmatÐzontac ta monop�tia pou perilamb�noun
ton u ta opoÐa den eÐqan qrwmatisteÐ sto pareljìn. O qrwmatismìc autìc
gÐnetai lÔnontac èna prìblhma qrwmatismoÔ akm¸n sto gr�fhma Gu.

To gr�fhma Gu pou sqetÐzetai me ton kìmbo u kataskeu�zetai wc ex c.
SumbolÐzoume me v0 ton patèra tou kìmbou u kai èstw v1, ..., vk ta paidi� tou
kìmbou u. Gia k�je kìmbo vi apì touc v0, ..., vk, to gr�fhma Gu èqei dÔo
korufèc xi kai yi. Gia k�je monop�ti pou xekin� apì ton u kai katal gei ston
vi, prosjètoume mia akm  metaxÔ twn xi kai yi sto Gu. Gia k�je monop�ti
an�mesa se dÔo geitonikoÔc kìmbouc vi kai vj tou u, prosjètoume mia akm 
metaxÔ twn koruf¸n xi kai xj sto gr�fhma Gu. EÐnai eÔkolo na doÔme pwc
to gr�fhma Gu èqei mègisto bajmì L. 'Ena par�deigma aut c thc kataskeu c
faÐnetai sto Sq ma 4.

x

x

y

y

1

1

2

2

v0

u

vv1 2 v3

x0 y0

x3

y3

Sq ma 4: Monop�tia pou akoumpoÔn ton kìmbo u kai to antÐstoiqo gr�fhma.
Ta monop�tia pou akoumpoÔn ton patèra v0 tou kìmbou u èqoun qrwmatisteÐ
se prohgoÔmenec f�seic opìte kai oi akmèc tou graf matoc pou eÐnai geitonikèc
ston kìmbo x0 eÐnai epÐshc qrwmatismènec.

Diaisjhtik�, akmèc sto gr�fhma Gu pou eÐnai geitonikèc se mia koruf 
xi antistoiqoÔn se monop�tia tou T pou qrhsimopoioÔn th sÔndesh metaxÔ
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twn kìmbwn u kai vi. Oi akmèc tou Gu pou eÐnai geitonikèc se mia koruf  x0

antistoiqoÔn se monop�tia tou P pou diapernoÔn thn sÔndesh tou T an�mesa
atouc kìmbouc u kai ton v0, pou eÐnai o patèrac tou u; aut� ta monop�tia
èqoun qrwmatisteÐ se prohgoÔmenec f�seic.

KaloÔme tic akmèc tou Gu pou eÐnai geitonikèc sthn koruf  x0 desmeu-
mènec akmèc. H f�sh pou sqetÐzetai me ènan kìmbo u qrwmatÐzei tic akmèc
tou Gu me ton periorismì ìti oi desmeumènec akmèc ja p�roun to qr¸ma pou
eÐqe anatejeÐ sta antÐstoiqa monop�tia kat� to pareljìn. MporoÔme na deÐ-
xoume eÔkola ìti autoÐ oi periorismoÐ den k�noun duskolìtero to prìblhma
qrwmatismoÔ akm¸n se sqèsh me ton apaitoÔmeno arijmì qrwm�twn, kaj¸c se
k�je swstì qrwmatismì twn akm¸n tou Gu (qwrÐc periorismoÔc gia tic akmèc
pou eÐnai geitonikèc me thn x0), ja prèpei na anatejoÔn diaforetik� qr¸ma-
ta stic desmeumènec akmèc. AutoÐ oi periorismoÐ apl¸c mei¸noun ton arijmì
twn diaforetik¸n swst¸n qrwmatism¸n. O paragìmenoc qrwmatismìc twn
akm¸n tou Gu dÐnei me profan  trìpo ènan qrwmatismì twn monopati¸n tou
P pou perilamb�noun ton kìmbo u kaj¸c kai kìmbouc me arijmì kat� pl�toc
mikrìtero apì autìn tou u.

Gia na epekteÐnoume ton qrwmatismì se ìlec tic akmèc tou Gu, ta qr¸mata
pou qrhsimopoi jhkan se prohgoÔmenec f�seic kai den qrhsimopoioÔntai stic
akmèc pou eÐnai geitonikèc me thn koruf  x0 sto Gu, mporoÔn na xanaqrhsi-
mopoihjoÔn. Nèa qr¸mata qrhsimopoioÔntai mìno ìtan ta qr¸mata pou èqoun
 dh qrhsimopoihjeÐ den eparkoÔn gia na oloklhrwjeÐ o qrwmatismìc twn ak-
m¸n. Epomènwc, o sunolikìc arijmìc twn qrwm�twn gia ton qrwmatismì twn
monopati¸n tou P eÐnai h mègisth tim  gia ìlec tic f�seic tou arijmoÔ twn
qrwm�twn pou qrhsimopoi jhkan gia ton qrwmatismì tou antÐstoiqou graf -
matoc. Qrhsimopoi¸ntac ènan algìrijmo tou Shannon o opoÐoc qrwmatÐzei tic
akmèc enìc graf matoc me mègisto bajmì L qrhsimopoi¸ntac to polÔ 3L/2
qr¸mata, epitugq�noume to akìloujo apotèlesma.

Je¸rhma 5 Up�rqei �plhstoc algìrijmoc pou qrwmatÐzei opoiod pote sÔno-
lo monopati¸n me fortÐo L se èna dentrikì dÐktuo qrhsimopoi¸ntac to polÔ
3L/2 qr¸mata.

3 DaktÔlioi
Mèqri stigm c èqoume dei topologÐec ìpou ta monop�tia gia thn exuphrèthsh
twn ait sewn epikoinwnÐac eÐnai monadik�. To aploÔstero dÐktuo ìpou autì
paÔei na isqÔei eÐnai o daktÔlioc. 'Ena par�deigma faÐnetai sto parak�tw
sq ma.

To prìblhma katanom c eÔrouc z¸nhc se daktulÐouc eÐnai upologistik�
dÔskolo. Sth sunèqeia parousi�zoume ènan aplì algìrijmo pou epitugq�-
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Sq ma 5: 'Enac daktÔlioc me 6 kìmbouc.

nei mia kal  prosèggish thc bèltisthc lÔshc. Epilègoume mia sÔndesh e tou
daktulÐou kai dromologoÔme ìlec tic ait seic epikoinwnÐac ètsi ¸ste na apo-
feÔgoun th sÔndesh e. Plèon, èqoume monop�tia sto grammikì dÐktuo pou
sqhmatÐzetai an afairèsoume th sÔndesh e apì to daktÔlio. Gia to qrwmati-
smì touc qrhsimopoioÔme ton algìrijmo pou eÐdame sto kef�laio 1.

To epìmeno je¸rhma dÐnei thn apìdosh tou algorÐjmou.

Je¸rhma 6 O algìrijmoc pou perigr�yame qrhsimopoieÐ to polÔ 2 forèc
perissìtera qr¸mata apì aut� pou qrhsimopoioÔntai se èna bèltisto qrwma-
tismì.

Apìdeixh: 'Estw èna stigmiìtupo tou probl matoc katanom c eÔrouc z¸-
nhc pou apoteleÐtai apì èna daktÔlio kai èna sÔnolo ait sewn epikoinwnÐac
metaxÔ kìmbwn tou daktulÐou. JewroÔme mia bèltisth lÔsh tou probl matoc
me w qr¸mata pou apoteleÐtai apì to sÔnolo P1 twn monopati¸n pou den qrh-
simopoioÔn thn sÔndesh e kai to sÔnolo P2 twn monopati¸n pou qrhsimopoioÔn
th sÔndesh e. Profan¸c, o arijmìc twn monopati¸n tou sunìlou P2 eÐnai to
polÔ w en¸ to sÔnolo monopati¸n P1 èqei fortÐo to polÔ w. O algìrijmoc
dromologeÐ tic ait seic pou antistoiqoÔn sta monop�tia P1 mèsw twn Ðdiwn
monopati¸n en¸ qrhsimopoieÐ èna sÔnolo monopati¸n P ′

2 gia th dromolìghsh
twn ait sewn pou antistoiqoÔn sta monop�tia tou sunìlou P2 thc bèltisthc
lÔshc. 'Ara, èqoume èna sÔnolo monopati¸n P1 ∪ P ′

2 fortÐou to polÔ 2w sto
grammikì dÐktuo pou sqhmatÐzetai an afairèsoume th sÔndesh e apì to da-
ktÔlio, to opoÐo qrwmatÐzetai me to polÔ 2w qr¸mata qrhsimopoi¸ntac ton
algìrijmo pou eÐdame sto kef�laio 1.

Par�deigma 7 To apotèlesma tou jewr matoc eÐnai isqurì me thn ènnoia ìti
up�rqei èna sÔnolo monopati¸n pou ja mporoÔse na qrwmatisteÐ me èna mìno
qr¸ma en¸ o algìrijmoc qrhsimopoieÐ toul�qiston dÔo qr¸mata. Jewr ste
duo ait seic epikoinwnÐac metaxÔ duo kìmbwn enìc daktulÐou. O algìrijmoc
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pou perigr�yame ja epilèxei mia sÔndesh kai ja dromolog sei kai tic dÔo ait -
seic epikoinwnÐac mèsw tou monopatioÔ pou apofeÔgei thn sÔndesh. Epomènwc
to sÔnolo monopati¸n pou epilègei o algìrijmoc ja èqei fortÐo 2 pou shmaÐnei
ìti den mporeÐ na qrwmatisteÐ me ligìtera apì dÔo qr¸mata. Bèbaia, epilègon-
tac diaforetik� monop�tia gia k�je mia apì tic duo ait seic, èqoume monop�tia
pou den moir�zontai kamÐa sÔndesh kai mporoÔn na qrwmatistoÔn me to Ðdio
qr¸ma.

4 Dentrik� dÐktua me kateujunìmenec sundè-
seic kai kateujunìmena monop�tia

'Ena pio realistikì montèlo pou èqei protajeÐ sth bibliografÐa gia to prì-
blhma katanom c eÔrouc z¸nhc se optik� dÐktua upojètei ìti k�je sÔndesh
metaxÔ duo kìmbwn tou diktÔou apoteleÐtai apì duo antÐjeta kateujunìmenec
sundèseic kai ìti oi ait seic epikoinwnÐac eÐnai diatetagmèna zeÔgh apostolèa-
paral pth. Oi algìrijmoi pou parousi�same mèqri stigm c gia grammik� dÐ-
ktua kai daktulÐouc eÔkola mporoÔn na tropopoihjoÔn ¸ste na douleÔoun
kai sthn perÐptwsh diktÔwn me kateujunìmenec sundèseic. H perÐptwsh twn
dentrik¸n diktÔwn parousi�zei k�poiec diaforèc pou suzht�me sth sunèqeia.

'Opwc kai sthn perÐptwsh twn mh kateujunìmenwn sundèsewn, se dÐktua me
dentrik  topologÐa kai kateujunìmenec sundèseic, den eÐnai dunatìn na qrw-
matÐsoume opoiod pote sÔnolo monopati¸n qrhsimopoi¸ntac arijmì qrwm�twn
Ðso me to fortÐo tou sunìlou monopati¸n.

Je¸rhma 8 Gia k�je akèraio λ > 0, up�rqei èna sÔnolo kateujunìmenwn
monopati¸n fortÐou L = 4λ se èna duadikì dèntro pou apaiteÐ toul�qiston
5L/4 qr¸mata.

Apìdeixh: Jewr ste to dentrikì dÐktuo kai to sÔnolo twn monopati¸n pou
faÐnetai sto epìmeno sq ma. K�je bèloc anaparist� 2λ par�llhla katejunì-
mena monop�tia (dhl., 10λ monop�tia, sunolik�). ParathroÔme ìti, se opoion-
d pote swstì qrwmatismì, kanèna qr¸ma den mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ se
perissìtera apì 2 monop�tia. Opìte, qrei�zontai toul�qiston 10λ/2 = 5L/4
qr¸mata.

To prìblhma eÐnai epÐshc upologistik� dÔskolo. H sqetik  apìdeixh qrh-
simopoieÐ mia elafr¸c parallagmènh kai pio polÔplokh anagwg . Opìte, h
ereunhtik  prosp�jeia èqei epikentrwjeÐ sto sqediasmì proseggistik¸n al-
gorÐjmwn. Oi perissìteroi algìrijmoi thc bibliografÐac an koun sthn ka-
thgorÐa twn �plhstwn algorÐjmwn kai akoloujoÔn th genik  dom  pou pa-
rousi�same sto kef�laio 2. EÔkola mporeÐ kaneÐc na dei kaneÐc ìti o aplìc
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Sq ma 6: 'Ena k�tw fr�gma gia dentrik� dÐktua me katejunìmenec sundèseic
kai kateujunìmena monop�tia. K�je akm  metaxÔ kìmbwn antistoiqeÐ se duo
antÐjeta kateujunìmenec sundèseic.

algìrijmoc pou perigr�yame sto kef�laio 2.2 douleÔei kai sthn perÐptwsh
dentrik¸n diktÔwn me kateujunìmenec sundèseic kai kateujunìmena monop�-
tia kai, qrhsimopoi¸ntac thn Ðdia an�lush me thn apìdeixh tou Jewr matoc 4,
apodeiknÔetai ìti qrwmatÐzei opoiod pote sÔnolo kateujunìmenwn monopati¸n
fortÐou L me to polÔ 2L− 1 qr¸mata.

Sth sunèqeia parajètoume ènan diaforetikì trìpo qrwmatismoÔ se k�-
je f�sh tou �plhstou algorÐjmou. Molonìti to sugkekrimèno apotèlesma
pou apodeiknÔoume sth sunèqeia den eÐnai kalÔtero apì 2L, perigr�foume tic
basikèc idèec pou èqoun qrhsimopoihjeÐ sth bibliografÐa gia to sqediasmì
�plhstwn algorÐjmwn me polÔ kalÔterh apìdosh.

Oi kalÔteroi gnwstoÐ algìrijmoi gia qrwmatismì kateujunìmenwn mono-
pati¸n se dèntra me kateujunìmenec sundèseic an�goun ton qrwmatismì miac
f�shc se èna prìblhma qrwmatismoÔ akm¸n enìc dimeroÔc graf matoc. Sth
sunèqeia, parousi�zoume aut  thn anagwg .

JewroÔme èna sÔnolo kateujunìmenwn monopati¸n P me fortÐo L se èna
dèntro T me katejunìmenec sundèseic kai thn f�sh enìc �plhstou algorÐjmou
pou sqetÐzetai me ènan kìmbo u tou T . H f�sh dèqetai wc eÐsodo ton qrwma-
tismì twn monopati¸n tou P se prohgoÔmenec f�seic (dhlad  se f�seic pou
sqetÐzontai me kìmbouc tou T me mikrìtero arijmì kat� pl�toc apì ìti o u)
kai ton epekteÐnei qrwmatÐzontac ta monop�tia pou perilamb�noun ton kìmbo
u (kai den eÐqan qrwmatisteÐ se prohgoÔmenec f�seic) mèsw thc epÐlushc enìc
probl matoc qrwmatismoÔ akm¸n se èna dimerèc gr�fhma Hu.

To gr�fhma Hu pou sqetÐzetai me ton kìmbo u kataskeu�zetai wc ex c.
SumbolÐzoume me v0 ton patèra tou u kai èstw v1, · · · , vk ta paidi� tou u. Gia
k�je kìmbo vi, to dimerèc gr�fhma èqei 4 korufèc wi, xi, yi, zi kai h arister 
kai dexi� diamèrish eÐnai {wi, xi|i = 0, · · · , k} kai {zi, yi|i = 0, · · · , k}, antistoÐ-
qwc. Gia k�je monop�ti pou kateujÔnetai apì ènan kìmbo vi se ènan kìmbo vj,
to dimerèc gr�fhma Hu èqei mia akm  metaxÔ twn wi kai zj. Gia k�je monop�ti
pou kateujÔnetai apì k�poio kìmbo vi kai termatÐzei ston u, èqoume mia akm 
metaxÔ twn wi kai yi. Tèloc, gia k�je monop�ti pou kateujÔnetai apì ton u
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proc k�poio kìmbo vi, èqoume mia akm  metaxÔ twn zi kai xi. MporoÔme eÔkola
na doÔme pwc to dimerèc gr�fhma Hu èqei mègisto bajmì L. 'Ena par�deigma
aut c thc kataskeu c parousi�zetai sto Sq ma 7.
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Sq ma 7: Kateujunìmena monop�tia pou akoumpoÔn ton kìmbo u kai to an-
tÐstoiqo dimerèc gr�fhma. Ta monop�tia pou akoumpoÔn ton patèra v0 tou
kìmbou u èqoun qrwmatisteÐ se prohgoÔmenec f�seic opìte kai oi akmèc pou
èqoun �kra stouc kìmbouc w0 kai x0 tou dimeroÔc graf matoc eÐnai epÐshc
qrwmatismènec.

Diaisjhtik�, oi akmèc tou Hu pou eÐnai geitonikèc se mia koruf  wi anti-
stoiqoÔn se monop�tia tou P pou qrhsimopoioÔn thn kateujunìmenh akm  tou
T apì ton kìmbo vi proc ton kìmbo u, en¸ oi akmèc tou Hu pou eÐnai geito-
nikèc se mia koruf  zi antistoiqoÔn se monop�tia tou P pou diapernoÔn thn
kateujunìmenh akm  tou T apì ton kìmbo u proc ton kìmbo vi. ParathroÔme
ìti den up�rqei kamÐa akm  pou na sundèei dÔo antÐjetec korufèc wi kai zi,
kaj¸c autì ja antistoiqoÔse se monop�tia pou ja �rqizan kai ja teleÐwnan
ston Ðdio kìmbo. Oi akmèc tou Hu pou eÐnai geitonikèc stic korufèc w0 kai z0

antistoiqoÔn se monop�tia tou P pou diapernoÔn tic antÐjeta kateujunìmenec
sundèseic metaxÔ tou kìmbou u kai tou kìmbou v0, pou eÐnai o patèrac tou u;
aut� ta monop�tia èqoun qrwmatisteÐ se prohgoÔmenec f�seic. KaloÔme tic
akmèc tou Hu pou eÐnai geitonikèc stic korufèc w0 kai z0 desmeumènec akmèc.
Sthn f�sh pou antistoiqeÐ ston kìmbo u, qrwmatÐzontai oi akmèc tou Hu me
ton periorismì ìti oi desmeumènec akmèc ja p�roun to qr¸ma pou eÐqe ana-
tejeÐ sta antÐstoiqa kateujunìmena monop�tia se prohgoÔmenec f�seic. O
paragìmenoc qrwmatismìc twn akm¸n tou Hu dÐnei ènan qrwmatismì twn mo-
nopati¸n tou P pou perilamb�noun ton kìmbo u kai twn kìmbwn me mikrìtero
arijmì kat� pl�toc apì ìti o u. ParomoÐwc me thn perÐptwsh qrwmatismoÔ
monopati¸n se mh-kateujunìmena dèntra, o sunolikìc arijmìc twn qrwm�twn
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pou qrhsimopoioÔntai gia ton qrwmatismì twn monopati¸n tou P mporeÐ na
gÐnei tìso mikrìc ìso to mègisto gia ìlec tic f�seic tou arijmoÔ twn qrw-
m�twn pou qrhsimopoioÔntai gia ton qrwmatismì twn akm¸n tou antÐstoiqou
dimeroÔc graf matoc.

Sunep¸c, to prìblhma tou qrwmatismoÔ monopati¸n se k�je f�sh an�-
getai sto prìblhma qrwmatismoÔ twn akm¸n enìc dimeroÔc graf matoc me
mègisto bajmì L, me ton periorismì ìti k�poia qr¸mata èqoun  dh anatejeÐ
se k�poiec desmeumènec akmèc. Onom�zoume autì to prìblhma α-periorismèno
qrwmatismì akm¸n dimeroÔc graf matoc se èna gr�fhma me mègisto bajmì
L. H par�metroc α sumbolÐzei to ìti oi desmeumènec akmèc èqoun qrwmatisteÐ
me to polÔ αL qr¸mata (1 ≤ α ≤ 2). ParathroÔme ìti antÐjeta me thn pe-
rÐptwsh tou qrwmatismoÔ akm¸n enìc graf matoc pou par�getai apì sÔnola
mh-kateujunìmenwn monopati¸n, h Ôparxh periorism¸n stic desmeumènec akmèc
tou dimeroÔc graf matoc Hu pou sqetÐzetai me ènan kìmbo u ìntwc duskoleÔei
to prìblhma se sqèsh me ton sunolikì arijmì twn qrwm�twn pou apaitoÔntai
gia ton qrwmatismì ìlwn twn akm¸n. Ta dimer  graf mata me mègisto bajmì
L mporoÔn p�ntote na qrwmatistoÔn me L qr¸mata (an den up�rqoun perio-
rismoÐ stic desmeumènec akmèc). 'Omwc, ta dimer  graf mata kat� tic f�seic
tou �plhstou algorÐjmou gia ton qrwmatismì kateujunìmenwn monopati¸n se
dèntra me kateujunìmenec sundèseic mporeÐ na apait soun toul�qiston 5L/4
qr¸mata lìgw tou k�tw fr�gmatoc pou parousi�sthke sto Je¸rhma 8.

Sthn sunèqeia, pr¸ta perigr�foume mia apl  lÔsh gia to prìblhma tou 2-
periorismènou qrwmatismoÔ. Pio sugkekrimèna, ja deÐxoume p¸c mporoÔme na
qrwmatÐsoume tic akmèc enìc dimeroÔc graf matoc Hu me mègisto bajmì L sto
opoÐo oi desmeumènec akmèc upìkeintai ston periorismì na qrwmatistoÔn me to
polÔ 2L sugkekrimèna qr¸mata kai qrhsimopoi¸ntac sunolik� to polÔ 2L
qr¸mata. AkoloÔjwc, parousi�zoume sunoptik� tic kÔriec idèec pou odhgoÔn
se kalÔterec lÔseic tou probl matoc.

Onom�zoume mon� qr¸mata ekeÐna ta qr¸mata pou emfanÐzontai mìno se
mia desmeumènh akm  kai dipl� qr¸mata ekeÐna ta qr¸mata pou emfanÐzon-
tai se dÔo desmeumènec akmèc (mia geitonik  sthn w0 kai mÐa geitonik  sthn
z0). SumbolÐzoume me S kai D ton arijmì twn mon¸n kai dipl¸n qrwm�twn
antistoÐqwc. IsqÔei ìti 2D + S ≤ 2L.

Ja aposunjèsoume to dimerèc gr�fhma se L tairi�smata (matchings), k�ti
pou eÐnai gnwstì ìti mporeÐ na gÐnei se poluwnumikì qrìno afoÔ to gr�fhma
eÐnai dimerèc kai èqei mègisto bajmì L. Toul�qiston S/2 apì aut� ta tai-
ri�smata èqoun toul�qiston èna monì qr¸ma se mia apì tic dÔo desmeumènec
akmèc. 'Ara, mporoÔme na qrhsimopoi soume to monì qr¸ma gia na qrwmatÐ-
soume tic aqrwm�tistec akmèc tou tairi�smatoc. Oi aqrwm�tistec akmèc enìc
tairi�smatoc pou den èqei desmeumènec akmèc pou na qrwmatÐzontai me mo-
nì qr¸ma, qrwmatÐzontai me epiplèon qr¸mata (èna epiplèon qr¸ma gia k�je
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taÐriasma). Sunolik�, qrhsimopoioÔme to polÔ

D + S + L− S/2 = L + D + S/2 ≤ 2L

qr¸mata.
Se k�je f�sh tou �plhstou algorÐjmou pou efarmìzetai se èna sÔnolo

kateujunìmenwn monopati¸n me fortÐo L se èna dèntro me kateujunìmenec
sundèseic, epilÔetai èna stigmiìtupo tou 2-periorismènou qrwmatismoÔ akm¸n
enìc dimeroÔc graf matoc me mègisto bajmì L. O arijmìc twn qrwm�twn pou
qrhsimopoioÔntai se k�je f�sh den xepern�ei to 2L. Me autì ton trìpo,
katal goume se ènan aplì �plhsto algìrijmo qrwmatismoÔ kateujunìmenwn
monopati¸n pou qrhsimopoieÐ to polÔ 2L qr¸mata gia k�je sÔnolo monopati¸n
me fortÐo L se èna dèntro me kateujunìmenec sundèseic.

Sth sunèqeia parousi�zoume sunoptik� th basik  idèa gia kalÔterec lÔ-
seic tou probl matoc. JewroÔme thn efarmog  tou �plhstou algorÐjmou se
èna sÔnolo kateujunìmenwn monopati¸n me fortÐo L se èna dèntro me kateu-
junìmenec sundèseic kai èstw u ènac kìmboc, v0 o patèrac kai v1, ..., vk ta
paidi� tou u. Gia i = 0, ..., k, kaloÔme gramm  to zeÔgoc koruf¸n wi, zi tou
dimeroÔc graf matoc Hu. Lème ìti to qr¸ma c qrhsimopoieÐtai sthn gramm 
wi, zi an to qr¸ma c qrhsimopoieÐtai se k�poia akm  pou eÐnai geitonik  eÐte
st n koruf  wi eÐte sthn koruf  zi. Parajètoume to epìmeno je¸rhma qwrÐc
apìdeixh.

Je¸rhma 9 Up�rqei algìrijmoc o opoÐoc, gia opoiod pote α ∈ [1, 4/3], qrw-
matÐzei èna stigmiìtupo tou α-periorismènou probl matoc qrwmatismoÔ akm¸n
se se dimerèc gr�fhma Hu me mègisto bajmì L kai qrhsimopoieÐ to polÔ(
1 + α

2

)
L sunolik� qr¸mata, ètsi ¸ste o arijmìc twn qrwm�twn pou qrhsi-

mopoioÔntai se k�je gramm  tou Hu na eÐnai to polÔ 4L/3.

Shmei¸noume ìti oi akmèc tou Hu pou eÐnai proskeÐmenec sthn gramm 
wi, zi antistoiqoÔn se kateujunìmena monop�tia pou diapernoÔn antÐjeta ka-
teujunìmenec akmèc tou dèntrou metaxÔ tou u kai enìc paidioÔ vi tou u. Au-
tì shmaÐnei ìti, an qrhsimopoi soume ton algìrijmo qrwmatismoÔ akm¸n tou
Jewr matoc 9 sthn f�sh pou sqetÐzetai me ton kìmbo u gia na lÔsoume èna
stigmiìtupo tou α-periorismènou qrwmatismoÔ akm¸n sto dimerèc gr�fhma Hu

me mègisto bajmì L me α ≤ 4/3, tìte ta probl mata qrwmatismoÔ akm¸n pou
prèpei na epilujoÔn stic f�seic pou sqetÐzontai me ta paidi� tou u eÐnai epÐshc
stigmiìtupa tou α-periorismènou qrwmatismoÔ akm¸n se dimerèc gr�fhma me
mègisto bajmì L gia α ≤ 4/3. Sthn pr¸th f�sh tou �plhstou algorÐjmou
(dhlad  aut n pou sqetÐzetai me thn rÐza tou dèntrou), den up�rqoun perio-
rismoÐ stic akmèc tou antÐstoiqou dimeroÔc graf matoc, epomènwc oi akmèc
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mporoÔn na qrwmatistoÔn swst� me to polÔ L qr¸mata. Tìte, mporoÔme na
epalhjeÔsoume epagwgik� ìti, se k�je mÐa apì tic epìmenec f�seic, o arij-
mìc twn qrwm�twn pou qrhsimopoioÔntai sta monop�tia pou qrwmatÐsthkan
se prohgoÔmenec f�seic den xepern� to 4L/3. Epomènwc, se ìlec tic f�seic
tou �plhstou algorÐjmou, èna stigmiìtupo tou α-periorismènou probl matoc
qrwmatismoÔ akm¸n me α ≤ 4/3 prèpei na lujeÐ gia dimerèc gr�fhma me mè-
gisto bajmì L kai o sunolikìc arijmìc twn qrwm�twn pou qrhsimopoioÔntai
den xepern� to 5L/3. SunoyÐzoume thn prohgoÔmenh suz thsh sto epìmeno
je¸rhma.

Je¸rhma 10 Up�rqei �plhstoc algìrijmoc pou qrwmatÐzei opoiod pote sÔ-
nolo kateujunìmenwn monopati¸n me fortÐo L se èna dèntro me katejunìmenec
sundèseic qrhsimopoi¸ntac to polÔ 5L/3 qr¸mata.
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