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Σύντοµες απαντήσεις  
 

 

 
Θέµα 1 
 
 
1. a) e2TAe3 = ¼,  
b) o A είναι συµµετρικός, εποµένως: ΑTΑ-ΑΑT=0 
c) Ae = (1+1/2+1/3, ½+1/3+1/4, 1/3+1/4+1/5)T  

d) eTA=(ATe)T=(Ae)T 
e) eTAe 
 
2.  Ο Α είναι γινόµενο αντιστρέψιµων µητρώων και συνεπώς αντιστρέψιµος. 
Πράγµατι, ο πρώτος, έστω Β, προκύπτει από µεταθέση των γραµµών 1 και 3 ενός διαγώνιου 
µητρώου, άρα αντιστρέψιµος. Οι υπόλοιποι δύο, έστω C και D είναι τριγωνικοί: είναι µητρώο 
απαλοιφής και ένας διαγώνιος αντίστοιχα. άρα αντιστρέψιµοι.  
Θα είναι λοιπόν  
Α=(BCD) -1= D-1C-1B-1=  
[1 0 0 ; 0 ½ 0 ; 0 0 1/3] * [1 1 0 ; 0 1 0; -1 0 1] * [0 0 1 ; 0 -1/2 0; 1 0 ] = 
[1 0 0 ; 0 ½ 0; -1/3 0 1/3] * [0 0 1; 0 -1/2 0 ; 1 0 0 ] =  
[0 0 1 ; 0 -1/4 0 ; 1/3 0 -1/3] 
 
3. Eίναι Α=Β+C (1) και Α=ΒT- CT => A=(B-C)T δηλ. AT=B-C (2). Από το σύστηµα των (1), (2) 
υπολογίζουµε εύκολα τα Α=1/2(AT+Α), C=1/2(A-AT) 
 
4(α), (β): Τα γινόµενα είναι έγκυρα σαν γινόµενα 2 µητρώων διατάσεων mxn και nxm και 
nxm και mxn, αντίστοιχα. Εξάλλου, επειδή (ΑTΑ)T=ΑT(ΑT) T=ΑTΑ και  (ΑΑT)T=(ΑT) TΑT =ΑΑT το 
προκύπτον µητρώο είναι συµµετρικό. 
(γ): Οι όροι έχουν µεγέθη mxm και nxn και προφανώς πρέπει να συµφωνούν για την πράξη 
της πρόσθεσης: m=n. 
(δ) Θα είναι A3=(P-1SP) (P-1SP) (P-1SP) = P-1S(PP-1)S(PP-1)SP = P-1S S S SP = P-1S3 P 
 
 5 Παρατηρούµε ότι στήλη 2 = ½ x στήλη 1 και στήλη 3 = 3/2 x στήλη 1 (αντίστοιχα για τις 
γραµµές: γραµµή 2= 2 x γραµµή 1, γραµµή 3= 3 x γραµµή 1). Συνεπώς το Α γράφεται:  
 
Α=xy Τ =[1 2 3] Τ [1 ½ 1/3] 
 

Τάξη είναι αριθµός των οδηγών που προκύπτουν κατά την απαλοιφή. Συµπίπτει – κατά τα 
γνωστά – µε τη διάσταση του χώρου γραµµών και στηλών.   

Ο Α είναι τάξης 1, αφού εύκολα από τον Α προκύπτει µε απαλοιφή ο U=R=[1 2 3 ; 02x3]. Εξ’ 
άλλου, όλα τα µητρώα τάξης 1 είναι τη µορφής xyΤ. 
 
Σηµείωση: Η µορφή αυτή του Α είναι ειδική περίπτωση διάσπασης ενός µητρώου τάξης r σε 
µητρώα τάξης 1: 
 
A= x1y1

 Τ + x2y2
Τ + … + xnyn

 Τ 



 
µε xi∈R

3x1 , yi∈R
1x3. Τα x είναι οι στήλες οδηγών του Α ενώ τα y τις µη µηδενικές γραµµές 

της αναγµένης µορφής R: x =[1 2 3] Τ και y = [1 ½ 1/3]Τ στην περίπτωσή µας. ∆ίνουµε µια 
σύντοµη απόδειξη του αποτελέσµατος αυτού: 
Απόδειξη: Από τον µετασχηµατισµό Α=Ε-1R προκύπτει ότι για k=1,…r(=αριθµός οδηγών): 
 k-στήλη οδηγού του Α =  ck = Ε

-1 * k-στήλη του R =  Ε-1 * [ek  Ok] = Rk 

Εποµένως οι πρώτες r στήλες του R περιέχουν τις στήλες οδηγών του A, έστω µπλόκ C.  
Σύµφωνα τώρα µε τη γνωστή «µπλόκ» µορφή του γινοµένου, αν F είναι οι γραµµές οδηγών 
του R (r πρώτες γραµµές), θα είναι: 
Α=Ε-1R= [C D] [F O]’=C*F=D*O=C*F= στήλες οδηγών του Α * γραµµές οδηγών του R.  
Εφαρµόζοντας τώρα τη γνωστή έφραση γινοµένου (στήλες x γραµµές): 
Α=Ε-1R=CF= c1F1

Τ + c2F2
Τ + … + cnFn

 Τ   
 
6.  Βλ. βιβλίο. Η γεωµετρική ερµηνεία κατά γραµµές βασίζεται στη θεώρηση κάθε εξίσωσης 
ξεχωριστά ως ενός «επιπέδου» το οποίο ορίζουν οι συντεταγµένες της. Μιας ευθείας στην 
περίπτωσή µας. Η τοµή των «επιπέδων» συνιστά τη γραφική ερµηνεία, η οποία όµως πρέπει 
να γίνει…  
Η γεωµετρική ερµηνεία κατά στήλες βασίζεται στη θεώρηση στηλών, δηλ. στη διανυσµατική 
εξίσωση: 
 
X1*[3,1]’ +X2[1 -1]’=[2 -1]’ 
 
∆ηλ. στο προσδιορισµό των καταλλήλων συντελεστών Χ1, Χ2, (λύση) προκειµένου να 
παραχθεί το γνωστό διάνυσµα του β’ σκέλους (ποιος γ.σ. των στηλών δίνει το γνωστό 
διάνυσµα). Και εδώ απαιτείται γράφηµα…  

 

7.
 
(α) Απ. Είναι dim(N(A)=n-rank(A) = n-0 =n, αφού dim({0})=0. 

 
(β) Απ. [π4] Έστω ένας γ.σ. των Αvi είναι 0:  
 [Αv1, Av2,…, Αvn, Αvn]x= x1Αv1+x2Av2+…+xnΑvn = 0 που γράφεται και Α[v1,v2,…vn]x=0. 
(1). Επειδή Α αντιστρέψιµος  η (1) θα ισχύει µόνον αν [v1,v2,…vn]x=0 (2). Επειδή τα 
v1,v2,…vn = γ.α., η (2) θα έχει σαν µοναδική λύση την x=0, και άρα τα Αvi είναι γ.α.   
Εναλλακτική απάντηση 1: Ο πίνακας των Αvi είναι [Αv1 Av2 …. Αxn]= Α[v1 v2 … vn] και ως 
γινόµενο αντιστρέψιµων πινάκων (τα γ.α. vi ορίζουν ως γνωστόν αντιστρέψιµο πίνακα) θα 
είναι αντιστρέψιµος. Συνεπώς τα Αvi είναι γ.α. Επειδή µάλιστα είναι στο πλήθος n = dimRn θα 
ορίζουν µια βάση του dimRn. 
Εναλλακτική απάντηση 2: Έστω ότι είναι γ. εξαρτηµένα. Συνεπώς υπάρχει γ.σ. [Αv1 … 
Avn]x=0 για κάποιο x<>0. Η ισοδύναµα: Α[v1, …, vn]x=0. Aλλά επειδή ο είναι Α 
αντιστρέψιµος θα είναι x=0, άτοπο. Συνεπώς τα Αvi είναι γ.α. 
 
8. Προφανώς όλα τα xi είναι µη µηδενικά. Θα είναι <xi, xj> = 0 για i<>j. 
Λαµβάνουµε ένα γ.σ. των xi ίσο µε 0: c1x1+ …+cnxn=0. 
Πολλαπλασιάζοντας αριστερά µε ένα τυχαίο xj, παίρνουµε για j=1,…,k,: 
c1<xj, x1>+…+cj<xj, xj>+…+ck<xk, xk>=0, απ’ όπου προκύπτει: cj<xj,xj>=0 και επειδή 
<xj,xj><>0, cj=0. Συνεπώς όλα τα cj=0 και αποµένως τα xi είναι ανεξάρτητα. 
Εναλλακτική διατύπωση: 
Έστω ένας γραµµικός συνδυασµός [x1 x2 … xk]c=0, c∈R3x1. Πολλαπλασιάζουµε επί ένα 
τυχαίο (xj)t∈R1x3, j=1,…k:   
(xk)t[x1 x2 … xk]c=(xk)t 0 = 0 =>  
[(xj)tx1 …. (xj)txj … (xj)txk]c = [0 …||xj||2…0]c=0 => cj||xj||2=> cj=0. Εποµένως για όλα τα 
j είναι cj=0 και άρα x1,…,xn γ.α. 
 
9. Αφού v, z, w βάση και y =αv+βz+γz το σύστηµα [v, z, w][α,β,γ] έχει µια και µοναδική 
λύση και συνεπώς τα α,β και γ είναι µοναδικά. Προκύπτουν ακριβώς από την επίλυση αυτού 
του συστήµατος. 
 
10. Ως γνωστόν το µητρώο L ενός γ.µ. ως προς µια βάση e1,…en ορίζεται: 
 



L = [Lv1 Lv2 … Lvn] = [37 3 -4 ; 33 18 8; 30 -3 15] 
 
Και η εικόνα του v θα είναι 
 
Lv = L * v  = L(1e1-1e2+2e3)=1 Le1 - 1 Le2 + 2 Le3 = αριθ. αποτέλεσµα. 
 
11. Είναι w=Pv=α1u1+α2u2+…+αnun, δηλαδή τα ai προκύπτουν σαν λύση του συστήµατος: 
 
[u1 u2 … un] [a1, a2, … an]T  = w 
 
Για την προβολή ισχύει P2 = P ή και Pn = P, οπότε P20u= Pu =w (περαιτέρω εφαρµογή 
προβολής στο u δεν µεταβάλλει την προβολή Pυ). 
 
  
  
  

  

 

 

Θέµα 3 

 
∆ίνεται το µητρώο  A = [1 2 2 1; 2 3 0 1 ; 1 2 1 c], όπου c πραγµατική σταθερά. 
1 . Βρείτε τη µορφή αναγµένων γραµµών R (συναρτήσει του c) και την τάξη r του Α. Στα 
επόµενα ερωτήµατα να βασισθείτε απαραίτητα στη µορφή R. 
2. Εκφράστε µε σαφήνεια το R σαν γινόµενο στοιχειωδών µητρώων επί το Α, και δώστε τα 
µητρώα αυτά. 
3. Βρείτε (α) το χώρο στηλών του Α (β) µια βάση του και (γ) µια βάση του χώρου γραµµών.  
4. Αποφανθείτε για την επιλυσιµότητα του συστήµατος Αx=b για τις διάφορες τιµές των c και 
b. 
5. Βρείτε µια βάση του µηδενοχώρου του Α  
6. ∆ίδεται  {c=0/c=1/c=3/c=0.5} και b=(1, 2, -1)T. Βρείτε τώρα µε συστηµατικό τρόπο 
και µε βάση τα παραπάνω τη γενική λύση του Αx=b. 
 

 

 
(2)  
 
 
(3) Απ. Εξετάζουµε αν τα {u1, v1, v2}, {u2, v1, v2} είναι γ.α. εφαρµόζοντας απαλοιφή 
(τριγωνοποίηση) στα µητρώα [u1, v1, v2] και [u2, v1, v2] αντίστοιχα. Βρίσκουµε σε κάθε 
περίπτωση ότι ένα σύνολο από τα παραπάνω είναι γ.α. ενώ το άλλο όχι.   

 

Θέµα 3 
1. Α=> …  U=[1 2 2 1; 0 -1 -4 -1; 0 0 -1 c-1]  
=>R=[1 0 0 -6c+5 ; 0 1 0 4c-3 ; 0 0 1 1-c ] και εποµένως r=3 (το c δεν επηρεάζει την τάξη). 
2. Ισχύει: R=EΑ. Βάσει του τρόπου υπολογισµού του R, το E δίνεται από το γινόµενο 
στοιχειωδών µητρώων: 
 
Ε=D2*D3*E12*E13*E23*E31*E21 
 
όπου Εij µητρώο απαλοιφής (αφαίρεση πολ/σίου γραµµής j από γραµµή i) και Di µητρώο 
διαίρεσης γραµµής i δια του οδηγού της, για να δηµιουργηθούν µονάδες.  Συγκεκριµένα είναι   
 
Ε21 = [1 0 0 ; -2 1 0 ; 0 0 1] 
E31 = [1 0 0 ; 0 1 0 ; -1 0 1] 
Ε23 = [1 0 0 ; 0 1 -4 ; 0 0 1] 



Ε13 = [1 0 2 ; 0 1 0 ; 0 0 1] 
Ε12 = [1 2 0 ; 0 1 0 ; 0 0 1] 
D3 = [1 0 0 ; 0 1 0 ; 0 0 -1] 
D2 = [1 0 0 ; 0 -1 0 ; 0 0 1] 
 
3. (α) Προφανώς C(A) = R3. (β) Μια βάση του C(A) αποτελούν οι 3 πρώτες  στήλες του Α που 
αντιστοιχούν στις στήλες οδηγών (οµοίως και οι 3 στήλες οδηγών του Α) . (γ) Οι τρείς 
γραµµές του Α αποτελούν µια βάση του χ.γ. (οµοίως και οι αντ. γραµµές του R) 
 
4. Αφού r=3=m<n=4 για κάθε c, τo σύστηµα έχει άπειρες λύσεις, για κάθε c και b.    
 
5. Είναι dim(N(A))=4-3=1. Άρα το µοναδικό διάνυσµα s της βάσης (ειδική λύση) βρίσκεται 
θέτοντας x4=1 στο Rx=0. Υπενθυµίζεται ότι το αποτέλεσµα βρίσκεται απ’ ευθείας, λόγω της 
ειδικής µορφής του R (µονάδες στη «διαγώνιο» και 0 στις στήλες των οδηγών): Οι θέσεις 
οδηγών στο διάνυσµα µιας ειδικής λύσης συµπληρώνονται από τα αντίθετα στοιχεία της 
στήλης της ελεύθερης µεταβλητής (της 4ης στήλης στην περίπτωσή µας). Πράγµατι, αν 
θεωρήσουµε την ελεύθερη στήλη xk και θέσουµε xk=1 και xi=0  για τις υπόλοιπες n-r-1 
ελεύθερες µεταβλητές, παίρνουµε  
  
i-γραµµή του R * x = R[i,:] * x = 1*xi+R(i,k) = 0, ή xi=-R(i,4)   
 
s=[-R(:,4) ; 1] = (6c-5, 3-4c, c-1, 1)T.  
 
 
6. Για την επίλυση του Αx=b,  υπολογίζουµε στο προκύπτον σύστηµα Rx=d για δοθέν c το 
διάνυσµα d=Εb, εκτελώντας τους ίδιους µετασχηµατισµούς µε αυτούς που πήραµε το R.  
Έτσι, για c=0 παίρνουµε:  
 
R= [1     0     0     5 ; 0     1     0    -3 ; 0     0     1     1] 
 
Και 
 
 b=(1, 2, -1)T -> (1, 0, -2) -> (5, 8, -2) -> (16, 8, -2) -> d=(13, -8,  2)T. 
 
Βρίσκουµε τώρα τη µερική λύση του Rx=d, θέτοντας x4=0:   
 
x_ειδική = [d ; 0] (λόγω της ειδικής µορφής του R) = (13, -8,  2, 0)T 
 

Η ειδική λύση του µηδενοχώρου : 
 
x_ειδική = λ(-5, 3, -1, 1)T , µε λ∈R 
 
Συνεπώς 
 
x_πλήρης= x_µερική + x_ειδική = (13, -8,  2, 0)T + λ(-5, 3, -1, 1)T, µε λ∈R 
 

 

Θέµα 2 

 

 

 

 

Θέµα 3 

 



1. Θα πρέπει το b να ανήκει στο χώρο στηλών του Β. Μετατρέπουµε το διευρυµένο 

πίνακα [Α|b] σε κλιµακωτό, απ’ όπου καταλήγουµε σε δύο εξισώσεις ως προς b1, 

b2, b3, b4 (ποιες?). Aυτές αποτελούν τις συνθήκες.  

 

2. Είναι r=Ac-b. Xρησιµοποιείται τo ευκλείδιο µέτρο (νόρµα) ||r||. Το c=(c1,c2) (στο 

παράδειγµα) είναι η ζητούµενη προσέγγιση, δηλαδή το διάνυσµα-«λύση» που 

ελαχιστοποιεί το ||r||. Το ||r|| ελαχιστοποιείται στα σηµεία που µηδενίζουν τις 

µερικές παραγώγους: {∂||r||
2
/∂c1 = 0, {∂||r||

2
/∂c2 = 0}. Το σύστηµα αυτό συµπίπτει 

µε το Α
T
Ac=A

T
b. 

 

3. Το σύστηµα των παραπάνω καν. εξισώσεων ταυτίζεται µε το ATAc=ATb 

(πολ/ζουµε την (αδύνατη) Ax=b επί Α
T
…). Εποµένως: 

 

B=Α
T
A= 

 

     3     3 

     3     6  

 

και d=A
T
b = 

 

     9 

    13 

 

Λύνοντας το Βc=d, βρίσκουµε  

 

c =[1.6667, 1.3333]’ 


