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�
�� ��� ������������
��
� �	� �����
�
�� 	�� ������	�� �������
� ��
������ 	� �
����� 
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�	� ����� &�����
'� (
�
	����
'� )��
����	'� 
�� *
���+���
�� 	�� *������	�����
*�	�'�,



�

���� ����� ��� �� ���	
����� u, v,w, z ∈ �n �
	�� �������� �	���������
�� �� ���������
 ��� �� �
	����

S = {u + v + w, u + v + z, u + w + z, v + w + z}

�������
��� ��� �������� �	�������� ���	
������
�� �� ��������
 ��	 �� �
	��� ��	 � x � ������	�

{
[

1 1
1 0

]
,

[
0 1
1 1

]
,

[
1 0
1 1

]
,

[
1 1
0 1

]
}

�������
 ���� ��	 ���� �2x2�

������	�
�� �� �����	
���� 
� ��
������ �
���������� �
�� ������ 
�� ���������
���
��
��	�� ��������
��� �� ��������
� u + v + w � u + v + z � u + w + z �
v + w + z �	��� �������� ���
��
�
� �� ��� ���� �� � �������� �
	�����

c1(u + v + w) + c2(u + v + z) + c3(u + w + z) + c4(v + w + z) � �

���������	
�� ����� ��� 
�� 
�
����!�� "����

c1 = c2 = c3 = c4 = 0

#�������$�
�� ������� ����� �
�� �
	���� � �� ��	�������

(c1 + c2 + c3)u + (c1 + c2 + c4)v + (c1 + c3 + c4)w + (c2 + c3 + c4)z ���

%��� 
�� ���
��
��	�� 
�� ��������
�� u, v,w, z � �������� �
	���� ���&
������	
�� ����� ��� 
�� 
�
����!�� "����

c1 + c2 + c3 = 0
c1 + c2 + c4 = 0
c1 + c3 + c4 = 0

c2 + c3 + c4 = 0

'� (���� ���)�"����� ��
�$��� 
� �������� ������!� ���
��� �
��$����
���*�
���

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 1 1 0
1 1 0 1
1 0 1 1
0 1 1 1

⎤
⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎣

c1

c2

c3

c4

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0
0
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎦ �+�



+

,���	����� ��� 
� -���	� ��� !�� 
!
��� ���
��� !(�� �������� "��� �
��
��������� �� ��� ���� �� 
� ��
�$� 
�� ���
�"��
$� �	��� ��
��
�!.����
'������� �� ������
$����� �� ������
� ��
� ��(��� �� ���*����� 
������
���(� ������
�� 
� ��
�$� �� �����!�� �"�����
� ���*� �!�� ��
��(���&

���$� Gauss - Jordan � ���"��	���
�� 
�� ��	����� 
��� � /�����
�� �
��	����� 
�� ���������!��� ��
�$�� �	��� &+� ������� ��� �����"$��� ���
�	��� ��
��
�!.���� 0���!��� � �
	���� �+� !(�� �������� "��� 
�� ��������
�ci = 0, i = 1, 2, 3, 4� ��� 
� ��������
� 
�� ����"�� S �	��� �������� ���
��&

�
��

)� ,���	����� �
� 
� ����"��

S′ = {
[

1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
}

���
�"�	 �	� )��� 
�� ($��� �2x2 �����-�	
� 
�� ������*���� ��
�
� 
��
($��� �2x2 ��� �4�� 0���!���� 
� 1��������
�2 
�� ����"�� S′ �	��� ����&
���� ���
��
�
�� 3�� 
� ��$
��� �� ��	������ �
� 
� ����"��

{
[

1 1
1 0

]
,

[
0 1
1 1

]
,

[
1 0
1 1

]
,

[
1 1
0 1

]
}

���
�"�	
�� ��� ��
� ��� �������� ���
��
�
� 1��������
�2� # �"�-���-&
��� 
�� ����"�� ��
�� �	��� 4� ��"��� 	��� �� 
� ����
��� 
�� ($��� �2x2�
0���!���� ������
�� 
� �����!�� ��������
� ���
�"��� �	� )��� 
�� ($���
�2x2�



4

��
� �� !���� " #���$� %	 �� ������ & '��� ����
(�� �� ��	 �)�����" �	�$
������
 ������������	 ��� ������ %* ���� �����
 	� �
	�� ��� �� �	�
����*
�����" �� % 	� ����
(�� ��� �� & �� ��	 �)�����" �	�$ ������
 ���������+
���	�

�� !���� " #���$� ,� - �����'$ ������������$ �
	�� ���$ �	��������$ ��+
���
 �� $ .�����" ���
� ��	 �����
 	� �������
 �$ � 	� ����$ ��	 ����	��

�� !���� " #���$� /� �
����� Ax = b �����
 	� '��� ������$ � �
���$�

�� !���� " #���$� 0�� ���� ������ % �
�� n x n*  ������ '	� ������
X �
�� ��
��$ n x n* �'���� ����� AX −XA = I ��� I �� �� ������ ��+
�����

�� !���� " #���$� /� ������

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

n 1 · · · 1
1 n · · · 1
���

��� · · · ���
1 1 · · · n

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ �	��� ��
��
�!.����

��� !���� " #���$� �,�� ��� ��	�� ��� ���'	 �
	�� � ���" ��$ ��
1� ��$
�	�$ ������ * ���� �� ������ ������1�� ��� 	� �
	�� �� �	�����'(����

1� !���� " #���$� !'	� ������	����
� �
	��� ���	 �����	* ��� �� ���	
+
����� �
	�� �������� �	���������

������	�
�� 5��
�� 6�-� ���������
� �	��� ��
��
�!.��� ��� ��"��
� � ��
	�
��*�

�� �	��� ��� ���������
� 
�� 	���� �	�����

)� %�-��� 7 ���������
� ��
�"���� �����$� �����	 �� ����(-�	 �� ���&
������� ���������
��� �

• /���-��� 
�� �
��(�	�� �	�� ������� ��""��"������!��� �� !��� ���-&
�� �
� �
��(�	� �	�� �""�� ��������

• /�""��"�������� 
�� �
��(�	�� �	�� ������� �� !��� �� �������� ���-&
���

5��������!��� !�
� �
� -!"���� �� ��
�-!����� 
�� �����!� Ri ��� Rj� 7
���������
� Ri ←→ Rj �	��� ��������� �� 
�� ���"��-	� ���������
����

Rj ←− Rj + Ri

Ri ←− Ri −Rj
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Rj ←− Rj + Ri

Ri ←− −Ri

�� %�-��� 3� ���-!����� ��� 
� ���
��� !(�� ����)$� � "����� u, v $�
��

Au = b

Av = b

/���-!
��
�� ��
� �!"� ������
�� �
��

A(u + v) = 2b⇒ A
1
2
(u + v) = b

��� ����	��� ��� 
� ���
��� !(�� ��� 
�	
� "���� 
�� 1
2 (u + v)�

�� %�-��� �� 
� �����	
���� �
���������� �
�� 	(��� �trace� ���� ��
�$���
3� ���-!����� ��� � ���
��� �
�� ���
�� ��
�� -� �	(��� �����(����

AX −XA = I ⇒ trace(AX −XA) = trace(I)⇒

trace(AX) − trace(XA) = n

9#��� ����	����� �
� trace(AX) = trace(XA) ��� ��-� ������ ��
�$��
A,X� 0���!���� -� �	(����

0 = n

��� ��
�"������ �� �
����

�� 5��
�� �� ��
�$� �	��� ��
��
�!.��� ���
	 !(�� 
�� ����
�
� 
�� ���
����
����$���� ������(	��� 0� �!���� !�� ��
�$� 3 !(�� ��
� 
�� ����
�
� �� �

|aii| >
n∑

j=1,j �=i

|aji|

��� i = 1, · · · , n� �7 ������
� 
�� ������� ��
�� ��(�� �*���
�� �� �������
5
��	��
�� �
� ������� ��� 
� ������!� ���
��� Ax = b !(�� �������� "���
& 
� �������� & �� ��� ����� ��� � ������($��� 
�� 3 ���
�"�	
�� ���� ���

� �������� ����������

�
� %�-��� �� ��
�$�

[
n 0
0 1/n

]
!(�� �
�-��� ��	����� 	�� ��  ���&


��
�
� ��� 
�� 
��� 
�� n� /��9 �"� ��
�� ��� ��"� ����"�� 
��!� 
�� n

� ��
�$� �"������� ��"� ���
� �
�� �� ��
��
��.���
�
� �!��� 
����� ��

� ����� ��
� �	��� ��� ��� ����"�� 
��!� 
�� n � ���
��� ������ ��� �
�"�

�� ��
�$�� 
�	���� �
� �������� ���������� 3�
	-�
�� 
� n x n ��
�$�



:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0.1 0 · · · 0
0 0.1 · · · 0
���

��� · · · ���
0 0.1 · · · 0.1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ �	��� ���
�
� ��
��
�!.���� �� ��� � ��	����� 
�� 
�	&

��� �
� ���!� ��-$� 
� n ����"$����

�� 5��
�� 3� ���-!����� �
� 
� ����"� 
�� ��-��������	�� ��������
��
{q1, q2, · · · , qn} �	��� �������� �
��
��!��� 3�
� ����	��� ��� � ��������
�
	�����

c1q1 + c2q2 + · · · + cnqn = 0

���������	
�� ��� ��� �� �������!� 
��!� 
�� )�-��
$� ci� /�""��"���������

�� �������� �
	���� ��� ����
��� �� 
� �������� qT

1 � ���
� !(�����

c1q
T
1 q1 + c2q

T
1 q2 + · · ·+ cnqT

1 qn = 0⇒
�"��� 
�� ��-������
�
�� ��� 
�� �������	�� �!
��� 
�� ��������
���

c1 = 0

'� ��
	�
��(� 
����� ��""��"�������
�� �� 
� ��������
� qT
2 , qT

3 , · · · , qT
n

��	�������

ci = 0

��� i = 2, · · · , n� 0���!���� � ��(��� �
	�.�� ���������	
�� ���� ��� 
��

�
����!�� ���������� "���� ��� 
� ��������
� �	��� �������� ���
��
�
��



;

���� �� ����� ������ % �
�� n x n� %	 ���$ �� ��"��$ �� ������ �
	��
�������� �	��������$* ��� �������	 ���
�� ��� A2 = A* ���� �� ������ % �
	��
�� �� �������

�� ����� ������ % �
�� n x n� %	 ���
�� ��� AT = 2A* ���� �� ������ %
�
	�� �� ����	����

�� �������
��� ��� �	 '�� �� ������ % �
�� n x n* ���� �� ������ AAT

�
	�� � ��������� !�� � 	'����* ����"��� ��	 ���� � �������� ������ ���	
���� ��	 ����������	 n x n ������	 �����
 	� ���)�
 ��� ���)" AAT

��� % � ���������

�� 2������(�� �� n x n ������ �� �
	�� �� �����	� � �������� ��� �	��� �+
��������

������	�
�� 7 �������� ���
��
��	� 
�� �
�"$� �����"��
�� ��� 
� ��
�$� �	��� ��&

��
�!.��� �!(�� 
�
� 	�� �� n�� 0���!���� ��""��"�������
�� ��� ����
���
�� 
�� ��
	�
��*�� ��	�������

A2 = A⇒ A−1A2 = A−1A⇒ (A−1A)A = I ⇒ A = I

)� <���������$�
�� ��"� �"��)�� ��
�$��� !(���� �����(����

AT = 2A⇒ A = (AT )T ⇒ A = (2A)T ⇒
A = 2AT ⇒ A = 4A⇒ 3A = 0⇒ A = 0

�� /�����
�� !�
� = > AAT � 90(�����

(AAT )T = (AT )T AT = AAT

����!���� = > BT ��� 
� ��
�$� �	��� �����
�����
5
� ������ ���	�
��� ������
���� �����
����� ��
�$�� =� ��� �����	 ��
)��-�	 ��
�$� 3 $�
� = > AAT � 3� ���-!����� �
� ��
� 
!
��� 	�(��� 
�
�

� �
��(�	� b11 
�� ��
�$�� = -� �
�� 	�� �� 
� 
�
������ 
�� ���"�	�����
������ 
�� ��$
�� ������� 
�� 3� ?������ ��
� � ����
�
� �	��� ���
� ��
����
���� /���"� ��
�� -� �������� ��(� 
� �
��(�	� b11 ���� �����
�����
��
�$�� �� �	��� ����
���� 0���!���� ��
�"������ �� �
���� 7 ���
���
�	��� �"�-�� ���� ��� 
� ��
�$� �	��� ���������



@

��90�
� ��
�$� 3 ��� �	��� 
��
�(���� �����
���� ��� ��
������
����� 3�
�
����	��� ����

A = AT

A = −AT

/���-!
��
�� ��
� �!"� 
�� ��� �
��$����� ��	������ ���� 2A = 0⇒ A = 0�
0���!���� � ��
������� ($��� ���
�"�	
�� ���� ��� 
� �������� ��
�$��



A

���� 3�����
��� �� �������	� ��$ ��
1� ��$ �� ������ �

⎡
⎢⎢⎢⎣

a b c d
−b a −d c
−c d a −b
−d −c b a

⎤
⎥⎥⎥⎦

���
$ 	� ������"���� ��� ��� ��
�$ ��������� �	��� ��� � �"$ .3��������
��'����� ��$ ��	
�$ �� ������
1� 	 �����
 �� $ �� ���	
����� �����'$ + "
��"��$ + �� ������ � 2�������
��� 	� ������� '	�	 ������������ �� ��+
���� �����1���	�� ��� �
��$ ��	 ��	��	 �����
 ��	 ������	 + " �����	 ���
	� �����"���� ��� ������ ����'����� �����������	��$ ��������$ ���1� ��	��

������	�
0�
�"$�
�� ��"��� ���"�������� ���
������ �����!��� ��
�
� 
�� �����&
���
�� & �����$� 
�� ��
�$��� ����
������ ��� �� �����!� �	��� ��� ���
��-�
�� ��
�
� 
���� 3�
� ����	��� ��� 
� ��
�$� AAT �	��� ����$���� 5��&
������!���

AAT =⎡
⎢⎢⎢⎣

a2 + b2 + c2 + d2 0 0 0
0 a2 + b2 + c2 + d2 0 0
0 0 a2 + b2 + c2 + d2 0
0 0 0 a2 + b2 + c2 + d2

⎤
⎥⎥⎥⎦

3�� 
�� �������� ���
�
�� ��	������ �����(����

det(AAT ) = (a2 + b2 + c2 + d2)4 ⇒ det(A)det(AT ) = (a2 + b2 + c2 + d2)4 ⇒

det(A)det(A) = (a2 + b2 + c2 + d2)4 ⇒ det(A)2 = (a2 + b2 + c2 + d2)4



 B

��
� ����� �� �
�� � ����������	 � 	�'���	 �����
 ��	 �����	 4*�*-*5 ���
6 �� )�
	���� ��� !�"�� 4� ��	� �'��$ ��� ��	 ���� i ���	 ���� j ����
	��
��$  ������ ��� ��
�$ ��"�� ��� ��	 i ���	 j� 7���� ���
�� �� 6 x 6 ������
C �� �
	�� �'���� �����

cij =

{
1 flight from i to j
0 otherwise

/� ������ � �� ���	 ���
����� �� !�"����$ 4 �
	���

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 0
1 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦

/� ������ C �	���1���� ��� ������ �����	�������$ �� �	�
������ ����
� 
����������	 � 	�'���	� !�� ��	��" ���
����� ��	������
���$ ��	 ������+
����	 � 	�'���	 n �����	* ����"��� ��	 �������" '		��� ��	 ��	��'	�	 Ce
��� eT C ��� e = ones(n, 1) �� ���������)
� Matlab .�����" �� e �
	�� ��
���	 ��� ��"�� �� �������
��� ��� ��	���$��

1

2

3

4

5

5(���  � ,��*��� ���
�"���	��� ���������$� ����!���� ��
�
� 8 ��"����

������	�
�� �������� u = Ce �	��� !��� ����"�� 
����� �� �(���
	����� 
� �-������

�� �
�"$� 
�� ��
�$�� C� 7 �����
$�� ui 
�� ��������
�� u ��*����� 
��
����"��� ���-�� �
����� ��� 
�� ��"� i ���� �"�� 
�� �""�� ��"���� 3�
	�
��&
(�� 
� �������� v = eT C ������� !�� �������� & ������ ��� �	��� !��� ����"��

����� �� �(���
	����� 
� �-������ 
�� �����$� 
�� ��
�$�� C� 7 ����&
�
$�� vi 
�� ���
�"!���
�� ��*����� 
� �"�-�� 
�� �
����� ��� *
�����
�
�� ��"� i ��� �"�� 
�� �""�� ��"����



  

���� 3�����
��� �� ��	���	� A300 ��	 �� ������ % '��� �� ���)"�

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 1/3 1/3 1/3
0 1 0 1/3 1/3 1/3
0 0 1 1/3 1/3 1/3
0 0 0 1/3 1/3 1/3
0 0 0 1/3 1/3 1/3
0 0 0 1/3 1/3 1/3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.3�������� 2�������
��� 	� ���
�� '	�	 ������ . ��������� C �� ������ 
% �'���� ����� C2 = C� !�� � 	'���� �������"��� 	� ���
�� ������$ �����+
���'$ ��'���$ �����1���	�� ���	 �������������� ������	 ���� ������
$��

������	�
0
�
����
�� 
� ���� 
�� ��
�$�� 3� �������	����� ��� � ����-���

C =

⎡
⎢⎣ 1/3 1/3 1/3

1/3 1/3 1/3
1/3 1/3 1/3

⎤
⎥⎦

!(�� 
�� ����
�
� C2 = C� 0�� C �	��� 
� + x + 
��
�
��� ��
�$� ��� B 
� + x
+ �������� ��
�$�� 
�
� 
� 3 ���*�
�� �
� ���*��

A =

[
I C
0 C

]

0�
�"���� !��� ��""��"������� ��
� ����-��� 
�� 3 �� 
�� ���
� 
�� ��
�
���

A2 =

[
I C
0 C

]
·
[

I C
0 C

]
=

[
I 2C
0 C

]

90��� 
!
���� ��""��"�������� �	��� !������ �*�� �"� 
� �����
�$� �	���

���� + x +� /����(� ��$ ��!��� �� ��-�	 �
�� ����
����� 
�� �����
�$��
���� ��""��"������� ��� ���"��� �� 
�� 
���(���� 
�� ��(���� ��
�$���
���!(�
�� �� ��� ���*����� ��� � ��""��"�������� �� ��� �	��� !������ �)"�
�(�
��� -���	� ��� ���"!
��� 
�� ��-���
���� /��(��$�
�� 
$�� �� 
� 	���
����
���� ��
�"���� 
�� ���"������ 
�� ��������

A3 = A2 · A =

[
I 2C
0 C

]
·
[

I C
0 C

]
=

[
I 3C
0 C

]

6�
�"������ ����!��� �
� �
� ������ ���	�
����

Aλ =

[
I λC
0 C

]
⇒ A300 =

[
I 300C
0 C

]



 �

���� �� ����� ������ % �
�� m x n� %����
��� ��� � ���� .rank� �� ��+
���� �
	�� 4 �	 ��� ��	� �	  ����� 	 ���	
����� u ∈ �m ��� v ∈ �n �'����
���� A = uvT �

�� ����� ������ % �
�� m x n �� ���� 
�� �� 4� %����
��� ��� A2 =
trace(A) · A.

������	�
�� 3� ���-!����� ��(��� �
� 
� ��
�$� 3 !(�� 
�
� 	�� ��  � 3�
� ����	���
��� 
� 3 �	��� ������&�
�"�D��������� �� 
� ��
�$��

S =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
���

���
��� · · · ���

0 0 0 · · · 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

���)�"���� A ∼ S� '������� �� ���.���� 
� S �� �
�
����� �������� 
��

��������
�� e1 ∈ �m� �� e1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
���
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ��� ê1 ∈ �n� �� ê1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
���
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ �� 
��

���"��-� 
�����

S = e1 · êT
1

3�� 
�� ������ 
�� ��������	�� ��
�$��� !(���� ��� 
� A,S ����!��
�� ��
�	� �(!�� 
�� ���*���

PAQ = S

���� P,Q ��
��
�!.��� ��
�$�� 90(���� "����� �����(����

PAQ = S =⇒ A = P−1SQ−1 =⇒ A = P−1e1 · êT
1 Q−1 =⇒

A = P−1
(:,1) ·Q−1

(1,:)

���� P−1
(:,1), Q

−1
(1,:) � ��$
� �
�"� ��� � ��$
� ������ 
�� ��
�$�� P−1 ���

Q−1 ��
	�
��(�� 0���!���� ������
�� 
� ��
�$� 3 ���*�
�� �� �
�
�����

��� 	� ��	�'� - !��� ���
�.�� ��� 	� � ��	/ ��� �+������ ���� ������� ��������/�
0��� 
�� �	�
���/0��� �	� �1 	�	� 	� �1- ����/2��	�� ��������	�
� �������� ��	�'�
� ��
/ ��������� ��	�'�, ( �+������ ���� ��������/0�� �	� ��	�'� � ��	��	����� ��
����	��� ��

��
������� 	�� � �� !�� �	�����'��� ��	�'�, ��	��	����1 � �+������ ����
�	�
���/0�� ��	��	����� �� ��0�� ��

��
������� �� !�� �	�����'��� ��	�'�, 3��'� !��
��	�'� ����� ��	��	�!.��� �� 
�� ����� �/� ������ �� ���+�� ��� �������� �	�������'�
��	�'�� 4��
��� ��	�'�� 	�� ���+�� I −uvT 51 ���������	� �	�� ������ ��� 	� ��	�'�
�1 - ����� ��������� �� 
�� ����� �/� ��/����� ��	��	�!.��� ��	�'� P, Q 	!	��� '�	�6
PAQ = B,



 +

�������� ��� ��������
��� 3�
	�
��*� 
$��� ��� A = uvT � 
�
� ��-� ������
��
�"�� 
�� ��
�$�� 3 -� �	��� ��""��"���� ��-� �""�� ������� ��
�"���

�� 3� 3*�� � 
�
� ���� ��
�$�� ��*����� 
� �!���
� �"�-�� �������� ���&

��
�
�� �����$� ��
�"$��� �������	����� ��� � 
�
� 
�� 3 �	���  �

)� 3�� 
� ����������� ��$
���� �� 
� 3 !(�� 
�
�  � 
�
��

A = uvT ⇒ A2 = (uvT )(uvT )⇒ A2 = u(vT u)vT ⇒ A2 = (vT u)(uvT )

3���	 ����!��� �� ��	
���� �
��

vT u = trace(A)

/�����
��
trace(A) = trace(uvT ) = trace(vT u) = vT u

�*�� 
� vT u �	��� )�-��
���



 4

���� �� ����� �	�����'(��� ������ % �
�� n x n� %����
��� ��� ��	 �� ��+
���� '��� �������" � ��� �	�
������ �������	 ��� x* ���� �� �	�
����)� ������
'��� �������" 48� ��� �	�
������ �������	 ��� x�

�� ����� ������ % �
�� n x n ��� �������$ α /∈ σ(A)� %����
��� ��� �� x
�
	�� �������	 ��� �� % �	 ��� ��	�	 ��	 �
	�� �������	 ��� �� (A− αI)−1

������	�
�� �� �"�x� �	��� ���������� 
�� ��
�$�� 3� ������� ��� ����	��� ����

Ax = λx

��""��"�������
�� ��� ����
��� �� 
�� ��
	�
��*�� ��	������ �����(����

x = λA−1x⇒ A−1x =
1
λ

x

)� 0�� 
� x �	��� !�� ������������ 
�� 3 ��	������ �����(����

Ax = λx

��""��"�������
�� ��� ����
��� �� 
�� ��
	�
��*�� ��	������ �����(����

Ax = λx⇒ (A− αI)x = (λ− α)x⇒ (A− αI)−1x =
1

(λ− α)
x

7 
�"��
�	� �(!�� ���!��.� �� ��""��"������� ��
� �!"� �� 
� ��
	�
��*�

�� ��
�$�� (A− αI)�
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���� �� ����� ������	����
� ������ %* &� %����
��� ��� �� ��	���	� %& �
	��
��
��$ ������	����
��

�� ����� ������	����
� ������ %� %����
��� ��� ��� ��	 ��
1� �� �� * ���
���
det(A) = ±1�

������	�
�� �� ��
�$� 3� = �	��� ��-��������	�� ��� �� �
�"�� 
��� !(��� �������	�
�!
�� ��� �	��� ��� ��� ��-�
�� ��
�
� 
���� 90�
��

B = [b1 b2 · · · bn]

���� bi �	��� � i−��
� �
�"� 
�� =� 3�
	�
��(�� � i−��
� �
�"� 
�� 3= �	���
� Abi� 0���!���� ����	 �� ��	
���� �
� �� �
�"�� Abi �	��� ��-��������	���
��"��� �
��

(Abi)T (Abj) =

{
1 if i = j
0 otherwise

/�����
�� !(���� �����(����

(Abi)T (Abj) = (bT
i AT )(Abj) = bT

i (AT A)bj

����� �*�� 3 ��-��������	��� AT = A−1� 93��� /�����
�� !(���� �����(����

(Abi)T (Abj) = bT
i bj =

{
1 if i = j
0 otherwise

"��� 
�� ��-��������	�� ����
�
�� 
�� �
�"$� 
�� =�

)� 0�� 
� A �	��� ��-��������	�� !(���� �
��

AT = A−1 ⇒ AAT = I ⇒ det(A)det(AT ) = 1⇒ det(A)2 = 1⇒ det(A) = ±1

#� �������� ���������!� �
��	(-���� �
�� ����
�
���

C = D ⇒ det(C) = det(D)

det(CD) = det(C) · det(D)

det(C) = det(CT )



 :

����� �������� ���� ��� ����$ ���9���'���$ �
	�� �	�����'(��� '	� �������
4� �%	� �����	���
�� :��� �����	���
-� /� �����	� �	� ��� ���� �����	���
0�� ���� �
� �������
� ������	* ��������
��� 	� ������ �
� �������)" ��$
���"$ �� �	������)� �

������	�
 � ,���	����� �
� � ��
��
��.���
�
� ���� ��
�$�� ����!�
�� ����� �� 
��

��� 
�� ��	������� 5��������!�� !�� ��
�$� 3 ��
��
�!*�
�� �� ��� �����
��� det(A) �= 0� 7 ��	����� 
�� ��� 
��������� ��
�$���

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

a11 a12 a13 · · · a1n

0 a22 a23 · · · a2n
���

���
��� · · · ���

0 0 0 · · · ann

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

�	��� 	�� �� 
� �������� 
�� �
��(�	�� 
�� ���	�� ������	��� ��"����

det(A) =
n∏

i=1

aii

0���!���� 
� ��
�$� ��
��
�!*�
�� �� ��� ����� ��� aii �= 0 ��� i = 1, · · · , n�
�� C�(���� ����)$� 
� 	��� �� 
�� ����������� ���	�
���� �� ��
� 
��������
��
�$��

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0 · · · 0
a21 a22 0 · · · 0
���

���
��� · · · ���

an1 an2 an3 · · · ann

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

��
��
�!*�
�� �� ��� ����� ��� aii �= 0 ��� i = 1, · · · , n�
+�90�� ��
�$� 3 ��� �	��� 
��
�(���� ��� ��� ��
� 
��������� �	��� ����$���
!(�� ��"��� 
� ���*��

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

a11 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0
���

���
��� · · · ���

0 0 0 · · · ann

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

/��*��$� ��� �
� ���	�
��� ��
� ��(���� �� 	���� ���-���� ��
��
��.���
�&

���
,���	����� ��� ��� ��
��(���
	����� !�� ��
�$� 3 
���� n x n �� ����&
�!�� �"�����
� ���*� 0 �� 
�
� ��� 
� 0 �	��� 
� 
��
�
��� ��
�$�� 
� 3

� �7��� ���	���� ������� 	�� �����!��� 

���
�	�� ��	�'�� 
��'� 
�� !��� �
������
��� ���
������� 	�� �����	�� �	� *��/�	��� 	�� �����	�� ����
�� ��
�����,



 ;

��
��
�!*�
��� 5��������!��� !��� �"����-��� ���"������� 
�� ��
��
��*��
���� ��
�$�� 3 �� )��� 
� ��������� �����!�� �"�����
� ��
�$�� ����&
���*�
�� �
� /����
���� 3� ������-������ �� �*��������� 
�� �"����-��
��
� �� !�� ����$��� ��
�$�� 90(���� �����(����⎡

⎢⎢⎢⎢⎣
a11 0 0 · · · 0 1 0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0 0 1 0 · · · 0
���

���
��� · · · ���

���
���

��� · · · ���
0 0 0 · · · ann 0 0 0 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

R1← 1
a11

R1↔

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0 1
a11

0 0 · · · 0
0 a22 0 · · · 0 0 1 0 · · · 0
���

���
��� · · · ���

���
���

��� · · · ���
0 0 0 · · · ann 0 0 0 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

R2← 1
a22

R2↔

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0 1
a11

0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0 0 1

a22
0 · · · 0

���
���

��� · · · ���
���

���
��� · · · ���

0 0 0 · · · ann 0 0 0 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

R2← 1
a22

R2↔

5���(	���
�� �� ��
�� 
�� 
���� ��
�"������ �
��

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0 1
a11

0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0 0 1

a22
0 · · · 0

���
���

��� · · · ���
���

���
��� · · · ���

0 0 0 · · · 1 0 0 0 · · · 1
ann

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

0���!���� 
� ��
	�
��*� ���� ����$���� ��
�$�� �	��� ��	��� ����$��� ���
��"��
� �� ��
��
����!�� 
� �
��(�	� 
�� ���	�� ������	��� E��"����
�� ��

�� 	��� 
����� ��
�"������ ��� 
� ��
	�
��*� ���� ��� ���
�� 
���������
��
�$�� -� �	��� ��	��� ��� ���
�� 
���������



 @

����� �� %$  ���'�� �� ��� ���� �� �������� ��$ ������	����
���$ LU �	�$ n
x n ������ % ��	 � 	�	���� ����	��� ����� ������
� ��� ��	 �)����1� ��
������ ���	��" ��"����$� /� ����'��� ���� '	�$ ��� �� $ ������	��$ L,U ���
�'��$;

�� %$  ���'�� �� ��� ����
��� 	� ����
���� �� �
����� Ax = b ��� �����
���)������� ����� �'�� b� %	�)'���� '	�	 ��������� ����� ��
� ��$ ����1�+
��	� ���	 ������	����
��� LU �

������	�
�� ,���	����� �
� ��� ��-� ��
��
�!.��� ��
�$� 3� ����(�� !�� ��
�$� ��
�&
��
�-���� P 
!
��� $�
� 
� �������� PA �������
�����	
�� �
� ���*� LU �
���� L ��
� 
�������� ��
�$� ��  �
�� ����� ����$��� 
�� ��� U ��� 
��&
������ ��
�$�� 5
�� ���	�
��� ��� ��
� 
�� ��
�
���� 
�� 3 �� ��� 
����&
����� ��� (�����
��� ��
���
�-!���� �����$�� 
� P �	��� 	�� �� 
� 
��
�
����
F���(��� ��� �����
$���� ��� 
�� ���	�� -� -�"������ �� ��
���
�-!�����
�����!� ��
� 
�� ��
�
���� 
�� 3 �� ��� 
���������  � 5����
��� ������
�������� ����� �
��(�	�� �� 0*��������� ������ 
�(���� �������� ���(� ����&
�� ��������� 7 ��*$���� ��� �"���*���	 �
� ��
� 
�� �������
���	��� ���
���)�	��� 
	��
� ��� ��
�� 5
�� ���	�
��� ��
�� �� �������
�� L,U !(���

� ���*��

A = L · U =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0
l21 1 0 · · · 0
���

���
��� · · · ���

ln1 ln2 ln3 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

u11 u12 u13 · · · u1n

0 u22 u23 · · · u2n
���

���
��� · · · ���

0 0 0 · · · unn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

�� �
��(�	� lij 
�� ��
�$�� L �	��� 
� ��
	-�
� 
� ��""��"�����
� ��� (��&
��������-��� ��
� 
�� ���"��*� Gauss ��� 
�� ��������� 
�� -!��� (i, j) 
��
3� �� �
��(�	� ��� ����!(�� � U �
� ����� ����$��� 
�� �	��� 
� ����� �
��&
(�	� ��� (����������-���� �
� �������� 
�� ���"��*��� 5�� ����������� ��
����� 
� ��
�$��

A =

⎡
⎢⎣ 2 2 2

4 7 7
6 18 22

⎤
⎥⎦

0*��������� ���"��*� Gauss �
� ��
�$� ��
� �������!��� �� ���(-�	 ��
��� 
�������� ���*�� 90(���� �����(����

⎡
⎢⎣ 2 2 2

4 7 7
6 18 22

⎤
⎥⎦ R2←R2−2R1, R3←R3−3R1↔



 A

⎡
⎢⎣ 2 2 2

0 3 3
0 12 16

⎤
⎥⎦ R3←R3−4R2↔

⎡
⎢⎣ 2 2 2

0 3 3
0 0 4

⎤
⎥⎦ = U

#� ��""��"�����
!� ��� (����������-���� ��
� 
�� ���"��*� �	��� ��� &�� &+�
&4� 0���!���� �� �������
�� L,U !(��� 
� ���*��

L =

⎡
⎢⎣ 1 0 0

2 1 0
3 4 1

⎤
⎥⎦

����

U =

⎡
⎢⎣ 2 2 2

0 3 3
0 0 4

⎤
⎥⎦

90��� ��"�� ��""��"�������� �����	 �� ���)�)��$��� �
� LU = A�

)� 7 ��	"��� 
�� ���
���
�� Ax = b �
�� 
� 3 �	��� ������ ��
�$� ����
�	
��"� �������
���� ���
��� �� �(!�� �� 
�� ��	"��� ��� 
� 3 �	��� ��� � ��
�

��������� 0���!���� !��� �����
���� 
����� ��	"���� �	��� � �
��� 3�(����
��
�"���� 
�� �������
���	��� A = LU � 5
� ���!(���� ��� ��-� ��
�� �!"��
b ���"����� ����"� 
� ��� 
�������� ���
���
��

Ly = b

����
Ux = y

��������	���
�� ��� ��-� ��
�� �!"�� b 
� ��
������ �������� x ��� ���������	

�� �
	���� Ax = b�



�B

���
� ����� �������

A =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 2 −3 4
4 8 12 −8
2 3 2 1
−3 −1 1 −4

⎤
⎥⎥⎥⎦

��  ���������
 � ��
1� �� �� % ���
$ �� ��"�� ��$ �����$ ��������"$
'�)����$ ��� � �"* ���� �)�
 ��������
 � �������� PA = LU �� �����"
��"���� ��

������	�
,���	����� �
� ��-� ��
��
�!.��� ��
�$� 3 ����!(�
�� �	� �������
���	���

�� ���*�� PA = LU � '� �����!�� �
� 
� �
��(�	� 
�� ���	�� ������	�� 
��
L �	��� 	�� ��  � ��� ���*��� �� 
�� ����
�
�� 
�� �������$�� !(�����

PA = LU ⇒ det(PA) = det(LU)⇒ det(P )det(A) = det(L)det(U) ⇒
det(A) = (−1)kdet(U)

���� k 
� �"�-�� 
�� ���""��$� �����$� ��� ����
�-���� ��
� 
� ��������

�� �������
���	���� PA = LU � /������!��� �� ��������	����� 
��� ����&
���
�� P,L,U ��� 
� ��
�$� 3 ���(����� �� �
���

0*��������� 
�� ���"��*� Gauss ���� �
� ���	�
��� ��� ��� ����
���
��
���""��!� �����$�� <���� �������	�� ($���� ��
���-��
���� ��-� �
��(�	�
��� �����	��
�� ��!�� 
�� ���������
�� ����-���� �	�� ������� ��""��"�&
�����!��� �� !��� ���-�� �
� �
��(�	� �	�� �""�� �������� �� 
� ��
	-�
�

�� ��""��"�����
� ��� (����������-��� �
�� ��������� 
��� 6�-� *���
��� ������
�����	
�� �	� ���""��� �����$�� ���""����
�� ��
	�
��(� ��� ��
��""��"�����
!�� 5
�� �"����-�� ��� -� �*���������� �� ��""��"�����
!�
��� (������������
�� -� ��*��	���
�� �� �����	 ������ 3�(���� ������&

���� �
� ��
�$� 3 !�� �������� ����
$� p ��� -� (����������-�	 ��� 
��

�"��� ������������ 
�� ��
�$�� ��
���
�-���� P � �� �������� p ��(��� ��&
��!(�� 
��� ��	�
�� � ���+�4� ��� ��
� 
� �������� 
�� ���"��*�� �� �����
$���

�� ������
�����
�� ���"��� �� 
�� ���""��!� �����$� ��� ������
�������&

��� /����(�� #� 
��!� 
�� ��������
�� p ��� �	��� ���-��
��!�� ����!���
��� �*�������
�� �� ��
!� ���������
���� �� p (����������	
�� ����"���
���
��� ���� ��� 
�� �������� 
�� 
�"���� P � 5��������!��� �� 
�(���!� ���
�������.��� �*�������
�� �� �
�� �
� ��
�$� 
�� ��������

[A | p] =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 2 −3 4 1
4 8 12 −8 2
2 3 2 1 3
−3 −1 1 −4 4

⎤
⎥⎥⎥⎦

�)�������2���� �	� � ����
� ������� �����	�	�� �	�� ���
��� �� ������ 	�� �!���	��

�	/��
�	� 	��� �	������� 	�� �	�
�� �	�� ����� ���
������



� 

0*���� (������������� ������ �������� ���"!����� �� ��$
� ����� 
� �!&
���
� ��
9 ���"�
� 
��� �
��(�	� 
�� ��$
�� �
�"��� ��"��� 
� 4� ��� ��
�&
*!����� 
�� ������ ��� 
� ����!(�� ��$
��⎡

⎢⎢⎢⎣
1 2 −3 4 1
4 8 12 −8 2
2 3 2 1 3
−3 −1 1 −4 4

⎤
⎥⎥⎥⎦ R2↔R1↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
1 2 −3 4 1
2 3 2 1 3
−3 −1 1 −4 4

⎤
⎥⎥⎥⎦ R2←R2− 1

4
R1↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
1
4 0 −6 6 1
2 3 2 1 3
−3 −1 1 −4 4

⎤
⎥⎥⎥⎦ R3←R3− 1

2
R1↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
1
4 0 −6 6 1
1
2 −1 −4 5 3
−3 −1 1 −4 4

⎤
⎥⎥⎥⎦ R4←R4+ 3

4
R1↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
1
4 0 −6 6 1
1
2 −1 −4 5 3
−3

4 5 10 −10 4

⎤
⎥⎥⎥⎦ R4←R4+ 3

4
R1↔

G� 
$�� !(���� 
�"��$��� 
�� ��������� 
�� �
��(�	�� ��� )�	����
�� ��&

� ��� 
� ��$
� ����� �
��(�	�� ?������ �
� ��
�$� ��� ����(-��� ��
�

�� 
�"��
�	� ���������
�� ��� ��*��	���
�� 
� �������� �*�� ��
� !(���
��
���
��
�-�	 ��� 
��� ��""��"�����
!� ��� -� ��� �$���� 
�� 
�"��� ��&
�����
� L� 5���(	����� 
�� ��������	� ���"��*�� �����$���
�� ��� �� 
$��
!(�� ������
�����-�	 �	� ���""��� �����$�� 0*�������
�� ������ �����&
��� ����
������ ��� ��!��� 
$�� �� ���""�
���� 
�� �����!� � ��� 4� ���
�
!(���� �����(����⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
1
4 0 −6 6 1
1
2 −1 −4 5 3
−3

4 5 10 −10 4

⎤
⎥⎥⎥⎦ R2↔R4↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
−3

4 5 10 −10 4
1
2 −1 −4 5 3
1
4 0 −6 6 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ R3←R3+

1
5
R2↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
−3

4 5 10 −10 4
1
2 −1

5 −2 3 3
1
4 0 −6 6 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ R4←R4+0R2↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
−3

4 5 10 −10 4
1
2 −1

5 −2 3 3
1
4 0 −6 6 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ R3↔R4↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
−3

4 5 10 −10 4
1
4 0 −6 6 1
1
2 −1

5 −2 3 3

⎤
⎥⎥⎥⎦ R4←R4− 1

3
R3↔

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8 2
−3

4 5 10 −10 4
1
4 0 −6 6 1
1
2 −1

5
1
3 1 3

⎤
⎥⎥⎥⎦

0���!���� !(���� 
$�� ������ 
� ��(��� ��
�$� 3 �� ��� 
�������� ���*�
U � #� �������
�� L,U �	��� ���

L =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0
−3

4 1 0 0
1
4 0 1 0
1
2 −1

5
1
3 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ , U =

⎡
⎢⎢⎢⎣

4 8 12 −8
0 5 10 −10
0 0 −6 6
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎦



��

��$ � �������
�� P ���"��	��
�� ��� 
� 
�"��� �������� ��
���
�-���� p ��
�*��������� 
�� �""��!� �����$� ��� ��	��� 
� p �
�� 
��
�
��� 4x4 �	�����
E�"���� �*���

p =

⎡
⎢⎢⎢⎣

2
4
1
3

⎤
⎥⎥⎥⎦

� P -� �����.�� �� ������� 
�� 
��
�
��� 4x4 �	���� ��� 
���-�
������ ��$&

� 
� ���
��� ������ 
��� ���
��� 
�� 
!
��
�� 
�	
� 
�� ��$
� ��� 
!
��
�

�� 
�	
�� E�"����

P =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎦

'� ��"� ��""��"������� �����	 �� ������(-�	 �
� PA = LU � 0���
�!*��&

�� 
$�� �
� ��$
��� ���"������� 
�� ��	������� ����
������ �
� ��
� 
��
������� (�����
���� + ���""��!� �����$�� 0���!����

det(A) = (−1)3det(U) = (−1) · 4 · 5 · (−6) · 1 = 120



�+

����� %$  ���'�� �� ��$ �� �
����� Ax = b* A ∈ �nxn* b ∈ �n '���
��	����" �
�� ��� ��� ���	 �
	��� ��	 � 	�������	 �)����1���� �
� �	�	'���
�����$ ����$* �� �
	�� �� 	'� �
������ (A + cdT )z = b ��� c, d ∈ �n� %$
 ���'�� �� ��
��$ ��$ y �
	�� � �
�� �� � ��"����$ Ay = c� 7���� �������
�
�� ��� �� �
�� z �� �	�	���'	� � ��"����$�

������	�
�� (��������������� 
� �(!�� 
�� Sherman - Morrison ��� 
�� ��
	�
��*�

�� ����!���� ��$
�� 
�
��� # 
���� ��� "!�� ��� �� 
� ��
�$� 3 �	���
��
��
�!.��� ��� c, d �	��� ��������
� 
!
��� $�
� 1 + dT A−1c �= 0� 
�
� 
�
�-������ �����!��� ��$
�� 
�
�� 
�� 3� (A + cdT ) �	��� ��
��
�!.��� ���
��(����

(A + cdT )−1 = A−1 − A−1cdT A−1

1 + dT A−1c
�4�

H�(����� 
�� 
��� 
�� ��������
�� z� 90(���� �����(����

(A + cdT )z = b⇒ z = (A + cdT )−1b

��� �� (���� 
�� �4� !(�����

z = (A + cdT )−1b⇒ z = (A−1 − A−1cdT A−1

1 + dT A−1c
)b⇒

z = A−1b− A−1cdT A−1

1 + dT A−1c
b⇒ z = x− ydT x

1 + dT y



�4

����� �� ����� � 	��'$ �
����� ��������	 Ax = b ��� ���	 ��� u ∈ R(AT )�
�� ���������
 ��� �� ��������� ��	���	� uT x �
	�� ������� ∀ x : Ax = b�

�� 2�������
��� �
� ���� ��� �� ����	����� �� ������ �

A =

[
1 2 3
2 4 6

]

������	�
�� �� �������� u ������ �
�� ($�� �����$� 
�� ��
�$�� 3 ���� ��� �
� ($��
�
�"$� 
�� AT �� 0���!���� -� ����(�� ������ �������� y 
!
��� $�
��

u = AT y ⇒ uT = yT A⇒ uT x = yT Ax⇒ uT x = yT b

)� # ������($��� I�3� 
�� ��
�$�� 3 ���
�"�	
�� ��� 
� ����"� �"�� 
��
��������
�� x ��� ����������� 
� ������!� ���
��� Ax = 0� 0���!����
�������!��� �� ��������	����� 
�� ������($�� ����	 �� )����� 
� ���*�
�"�� ��
$� 
�� "������ ,�� 
� ����� ��
��� �������� 
�

[
1 2 3
2 4 6

]

�� �����!�� �"�����
� ���*�� '�
� 
�� �*������ ���� ���������
��� ��	�&
����� 
� ������D�������� ���
����

[
1 2 3 0
0 0 0 0

]

�� ��������� ���
���
� !(��� 
�� 	���� ����)$� "������ ����!��� �� "�����

�� Ax = 0 !(��� 
� ���*�� x1 = −2x2 − 3x3 ���� x2, x3 ����������
�
���-��	� 93�� �"�� �� "����� 
�� ��������� ���
���
�� �	��� 
�� ���*���

⎡
⎢⎣ −2k − 3l

k
l

⎤
⎥⎦ = k

⎡
⎢⎣ −2

1
0

⎤
⎥⎦ + l

⎡
⎢⎣ −3

0
1

⎤
⎥⎦

��� ����!��� � ������($��� �	���� I�3� > span{
⎡
⎢⎣ −3

0
1

⎤
⎥⎦ ,

⎡
⎢⎣ −2

1
0

⎤
⎥⎦}



�8

���
� �� 2�������
��� ��$ �������'$ ��� �� �	�
������ �������	
����� �� ��+
���� �

A =

⎡
⎢⎣ 3 −2 5

0 1 4
0 −1 5

⎤
⎥⎦

�� 2�������
���* ���
$ 	� ������"���� ��  ��������� ��������	* �	 �� ���	
+
����� �� ����� ��
	 �
	�� �������	
����� �� ������ �

A =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−9 −6 −2 −4
−8 −6 −3 −1
20 15 8 5
32 21 7 12

⎤
⎥⎥⎥⎦

��� ��� � �� �� �������� �
	�� �������	
�����* 	�  ���������
 � �	�
������
�������"�

x1 =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−1
1
0
1

⎤
⎥⎥⎥⎦ , x2 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
0
−1
0

⎤
⎥⎥⎥⎦ , x3 =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−1
0
2
2

⎤
⎥⎥⎥⎦ , x4 =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0
1
−3
0

⎤
⎥⎥⎥⎦

������	�
�� /������!��� �� ���"��	����� 
�� ����
��!� 
�� ��
�$�� 3� ����	 �� ���&
"������ 
�� (����
����
��� �
	���� det(A − λI) = 0� 3���
������� 
��
��	����� �� ���� 
� �
��(�	� 
�� ��$
�� �
�"��� ���
� ��	�������

det(A) = 0⇒ −(λ− 3)3 = 0

3�� 
�� �������� �
	����� �������	����� ��� 
� ��
�$� 3 !(�� ��������
����
��� 
�� + �� ��""��"�
�
� +� /������!��� �� )����� 
�� ��
	�
��(� ($��
������������
��� -� ��!��� �� ���"��	����� 
� ������($�� I�3 & +C�� �*��&
�����
�� ���"��*� Gauss �
�� A−3I� '�
� 
�� ��
!"��� 
�� ����
�������
���������
���� ������
�� �
� 
� ���
����⎡

⎢⎣ 0 −2 5 0
0 −2 4 0
0 −1 2 0

⎤
⎥⎦

�	��� ������D�������� �� 
��⎡
⎢⎣ 0 −2 5 0

0 0 −1 0
0 0 −1/2 0

⎤
⎥⎦



�:

��� ����	��� ��� � "��� 
�� ��
	�
��(�� ��������� ���
���
�� (A−3I)x = b
�	��� 
�� ���*���

k

⎡
⎢⎣ 1

0
0

⎤
⎥⎦

��� 
�(�	� k� 93��� � ������($��� 
�� A−3I �	��� �� I�A−3I� > span{
⎡
⎢⎣ 1

0
0

⎤
⎥⎦}

��� ����!���� !�� ������������ ��
	�
��(� 
�� ����
���� + �	��� 
��

⎡
⎢⎣ 1

0
0

⎤
⎥⎦

)� /������!��� �� ���)�)��$����� �� ��-� !�� �� 
�� ��������
�� x1, x2,
x3, x4 �	��� ������������ 
�� 3� ����	 �� ��
�"!����� 
�� ��""��"�������
Axi ��� i = 1, 2, 3, 4 ��� �� �"!�
���� �� 
� ���
!"���� �	��� ��""��"����

�� xi ����
� ��� � ��""��"�����
�� -� �	��� � ��
	�
��(� ����
����� '� 
��

���� ��
��� ��
�"������ �
� ����!����� ��� 
� ��������
� x1, x3, x4 �	���
������
� ������������
� 
�� 3 �� ��
	�
��(�� ����
��!�� 
��  �+ ��� +�
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 ��� ��	 �� ������ % �
	�� ������	����
�* ���� �� �'���
���� �������"$ �� �
	�� 
�� �� 4�

�� ����� ��� �� % �
	�� ������ ������"$� /� ���'$ �����
	 	� ���� 	 ��+
�� �� �������'$ �� ;

������	�
�� 0*���� 
� ��
�$� 3 �	��� ��-��������	�� � ��
	�
��*�� 
�� �	��� 	��� ��

�� ����
��*� 
��� ��"����

AAT = I

3� ���-!����� 
$�� ��� 
� 3 !(�� !�� ���������� �"� x�� 3�
� ����	��� �
�
Ax = λx� 5��*��� �� 
�� ������ 
�� �!
��� ��������
��� !(���� �
��

‖Ax‖2 = (Ax)T (Ax) = xT AT (Ax) = xT (AT A)x = xT x = ‖x‖2

����!���� -� ��(��� ��� �
��

‖λx‖2 = ‖x‖2 ⇒ |λ|2‖x‖2 = ‖x‖2

��� �*���� 
� x �	��� ���*��� 
�� ��������� ��������
��� !(���� �
��

|λ| = 1

)� �� 3 �	��� ��
�$� ���)�"��� ����!��� A2 = A� 3� ���-!����� 
$�� ���

� 3 !(�� !�� ���������� �"� x�� 3�
� ����	��� �
� Ax = λx� 97 ����������

λx = Ax = A2x = A(Ax) = A(λx) = λ(Ax) = λ2x

����!����
(1− λ)λx = 0

��� ����	��� ��� ">B � "> �
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A =

[
7 3
3 −1

]

��	 ��������$ � 	� ����$ ������	 ������"$ ��	����
�$ ����$�

������	�
3�(���� ���"��	����� 
�� ����
��!� 
�� 3 )�	����
�� 
�� �	��� 
�� (����
���&
�
���� ��"�������� 90(���� �����(����

det(A − λI) = 0⇒ (λ− 8)(λ + 2) = 0

0���!���� �� ����
��!� 
�� 3 �	��� �� @ ��� &�� /�������	���
�� 
�� ������($��

�� ��
�$�� �3 & @C� ��� �3 J�C�� ���"��	����� ��� 
� ��
	�
��(� �������&

�����
�

[
3
1

]
���

[
−1
3

]
� '�
� 
�� ����������	���� 
� ��������
� ��
�

����
��� �������	� �!
�� ��� ���*��
�� ��

[
3/
√

10
1/
√

10

]
���

[
−1/
√

10
3/
√

10

]
�

/���
������ ��� 
� 3 �	��� �����
����� ����!��� ����(�� ��-��������	�
��
�$� Q 
!
��� $�
� A = QΛQT � ������ ��� ��������
�� �
��

A = QΛQT ⇒ A =

[
−1/
√

10 3/
√

10
3/
√

10 1/
√

10

] [
−2 0
0 8

] [
−1/
√

10 3/
√

10
3/
√

10 1/
√

10

]

3� ���)�"	����� �� q1, q2 
�� �
�"�� 
�� Q� 
�
� � �������� �(!�� ���*�
��
�
� ���*��

A = −2q1q
T
1 + 8q2q

T
2 = −2

[
1/10 −3/10
−3/10 9/10

]
+ 8

[
9/10 3/10
3/10 1/10

]
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����� �� ��  �����
���� �
� ������	����
� ���� ��� ��	 ���� �� ���������
��� �� ���	
������ ⎡

⎢⎢⎢⎣
1
0
0
−1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎢⎣

3
1
1
−1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
2
0
1

⎤
⎥⎥⎥⎦

�� /� � ���
	�� ��� ��������
� ��	 Gram-Schmidt ���	 � �" �)�������
 ��
�
	��� �������� �������'	�	 ���	 �����	;

������	�
�� 3�(���� -� ��!��� �� ���"��	����� 
� �������"� 
�� �����!��� �����&
���
�� ��� ������� 
�� ($��� 3�
� ����	��� ��� ��!��� �� �*������ �
�
�������"� ���� �������� ���
��
�
� ��������
�� 0�
�"$�
�� �	� ��"� ���&
���� 
�� ��
�$��� ⎡

⎢⎢⎢⎣
1 1 3
0 2 1
0 0 1
−1 1 −1

⎤
⎥⎥⎥⎦

�� �����!�� �"�����
� ���*�� ����
������ ��� � 
�
� 
�� �	��� 	�� �� +�
����!��� ��� 
� + �����!�� ��������
� �	��� �������� ���
��
�
�� ��� ��&
��	��� ��� ��� ��!��� �� 1��
�
����2 ���!��� 5
� ���!(��� �*��������� 
��
��-�����������	��� Gram-Schmidt �
� ����"� 
�� + ��
$� ��������
��� #
�"����-��� Gram-Schmidt 
������� ��� !�� ����"� ��������
�� {x1, · · · , xn}
��� ������� �	� ��-��������	� )��� {q1, · · · , qn} !
�� $�
� span{x1, · · · , xn}
> span{q1, · · · , qn}� 3�(���� ��	�������

q1 =
x1

‖x1‖
/������!��� �� ���"��	����� 
� ���
��� �������� q2 
�� ���������� )�����
�*������� ��� 
� x2 
�� �����
$�� 
�� ��� �	��� ����""�"� �
� q1�

q̂2 = x2 − qT
1 x2q1

�� �������� q̂2 �	��� �"!�� ��-�
� �
� q1 �!(�� �*����-�	 � ����""�"� ����&
�
$��� �""� �� �!��� ��� !(�� �������	� �!
��� 0���!���� 
� ���������������
"��)����
�� 
� ���
��� �������� q2�

q2 =
q̂2

‖q̂2‖
/������!��� �� ������� 
� q3 �*������� ��� 
� x3 
�� �����
$��� 
�� ���
�	��� ����""�"�� �
� q1, q2�

q̂3 = x3 − qT
1 x3q1 − qT

2 x3q2
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q3 =
q̂3

‖q̂3‖
7 �����"��
��� ��
� ��������	� 
����
	��� �
�� !(��� �
��
"�-�	 �"� 
� ���&
�����
� xi� 7 �*������ 
�� �
� + �����!�� ��������
�� ������� 
�� ��-�&

�������	� )���� {

⎡
⎢⎢⎢⎣

1/
√

2
0
0

−1/
√

2

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎢⎣

0
1
0
0

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎢⎣

1
0
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎦}

)� 3� � ��������	� Gram-Schmidt �*�����
�	 �� ����"� �������� �
��
��!&
��� ��������
�� -� �������� �� ���	���� �� 
� ���!� �
� *��� 
�� ������&
����	����� /�����
�� �� ���-!����� ��� 
� ��$
� {x1, · · · , xk} ��������
�
�	��� �������� ���
��
�
�� ���
� � ��������	� !(�� ������� 
� ��
	�
��(� ��&
-��������	� {q1, · · · , qk}� 90�
� 
$�� xk+1 
� ��$
� �������� ��� �
��
�
��
�������� ��� 
� {x1, · · · , xk}� 3�
� ����	��� ��� xk+1 ∈ span{x1, · · · , xk} >
span{q1, · · · , qk}� E�"��� 
� xk+1 �����	 �� ���*�	 �� ��������� ����������

�� {q1, · · · , qk}� 3�
� �����	 �� �	��� �� �������� 
���� �� �
���

xk+1 = (qT
1 xk+1)q1 + (qT

2 xk+1)q2 + · · · + (qT
k xk+1)qk

0���!���� �
�� � Gram-Schmidt ��
�"!��� 
�� ��
�"��

ˆqk+1 = xk+1 − (qT
1 xk+1)q1 − (qT

2 xk+1)q2 − · · · − (qT
k xk+1)qk

-� �
���� ���
!"���� ˆqk+1 = 0� ��� �
� ������� )��� �����������	���� -�
�����-�	 �� ���	���� �� 
� B�
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90�� ��
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���� m x n �������
�� �����!�� �"�����
� ��� ��(����

��
�(���� �� ���"��-�� ����
�
���

• #� �� �������!� �����!� )�	����
�� ���� ��� 
�� �������!��

• �� ��$
� ��� ����
��� �� �������� �
��(�	� ��-� �� ��������� �������
�	��� 
�  ��� )�	���
�� ��
��
��� 
�� ��
	�
��(��  
�� ������������
��������

• �� ��$
� ��� ����
���  ��-� �� ��������� ������� �	��� 
� ���� ��
�������� �
��(�	� 
�� �
�"�� �
�� ���	� �������

,�� ����������� 
� ��
�$��

⎡
⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
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1 3 0 2 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎦ ,

⎡
⎢⎣ 1 0 2 0 4

0 1 3 0 2
0 0 0 1 1

3

⎤
⎥⎦

)�	����
�� �� �����!�� �"�����
� ���*� �� ��
	-��� �� 
� ��
�$��

⎡
⎢⎣ 1 0 7 0

0 1 0 0
0 0 1 0

⎤
⎥⎦ ,

⎡
⎢⎢⎢⎣
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1 3 0 2 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎦

6�-� ��
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�
��
�$� 0� /�����
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�� �� ���
��	� !��� �"����-��� ��
!"����

�� �������� ��
���

��
���� ��
���� �� �������� ��	�
��
� �����

# �"����-��� ��
�
����� ���� ��
�$�� 3 �� �����!�� �"�����
� ���*� ���&
"��-�	�
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�!����� 
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� ��$
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�
 &4 ��� 
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���
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:� 3�� ������ �� ������� (���������$�
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� ��$
� ��� ����
���  ��-�
������� ��� 
� ���������
� ����-���� �	�� ������� ���""��"������!&
��� �� !��� ���-��� �� �	� �""� ������� ��
�
�!����� �"� 
� �
��(�	�

�� �
�"�� ��� )�	���
�� � ������ ��
� �� ���������

,�� ����������� �������!��� �� ��
�
�!.���� 
� ��
�$��⎡
⎢⎣ 2 −4 −8 6 3

0 1 3 2 3
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⎤
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�� )���
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�� ��$
� ������ �� 1
2 ����)�"��� R1 ← 1
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�$��⎡

⎢⎣ 1 −2 −4 3 3
2

0 1 3 2 3
3 −2 0 0 8

⎤
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A =

⎡
⎢⎣ 1 1 1

1 2 2
1 2 3

⎤
⎥⎦

90(���� �����(��� ������$����� ���)�"��� ��-� ��
�"������ ���������
���

[A | I] =

⎡
⎢⎣ 1 1 1 1 0 0

1 2 2 0 1 0
1 2 3 0 0 1

⎤
⎥⎦ R2←R2−R1, R3←R3−R1↔

⎡
⎢⎣ 1 1 1 1 0 0

0 1 1 −1 1 0
0 1 2 −1 0 1

⎤
⎥⎦ R3←R3−R2↔

⎡
⎢⎣ 1 1 1 1 0 0

0 1 1 −1 1 0
0 0 1 0 −1 1

⎤
⎥⎦ R2←R2−R3, R1←R1−R3↔

⎡
⎢⎣ 1 1 0 1 1 −1

0 1 0 −1 2 −1
0 0 1 0 −1 1

⎤
⎥⎦ R1←R1−R2↔

⎡
⎢⎣ 1 0 0 2 −1 0

0 1 0 −1 2 −1
0 0 1 0 −1 1

⎤
⎥⎦

6�
�"�
��� ����!��� �
� ���*� KR | =L �� R = I� ����!��� 
� ��(���
��
�$� ��
��
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�� ��� � ��
	�
��*�� 
�� �	��� ��

⎡
⎢⎣ 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

⎤
⎥⎦


