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GRAMMIKH ALGEBRA (Sept. - 2/10/07)

1. ParakaleÐste na kleÐsete biblÐa, shmeiÿseic kai kinhtĹ. 2. Epitrèpetai mia qeirìgrafh kìlla A4 me shmeiÿseic
sÔmfwna me tic odhgÐec pou èqoun ădh dojeÐ. 3. Epiplèon thc kìllac prèpei na epistrèyete ta jèmata kajÿc kai ìla
ta prìqeira pou ja deÐqnoun thn prospĹjeiĹ sac, kajÿc gia plărh bajmì prèpei na parousiĹsete ìlo to sullogismì
sac, ìla ta bămata pou kĹnete kajÿc kai ta endiĹmesa apotelèsmata.

Na diabĹsete prosektikĹ tic ekfwnăseic. ’Eqete 3 ÿrec. ’Opou den anafèretai ă den faÐnetai apì thn ekfÿnhsh
to mègejoc ă to eÐdoc twn stoiqeÐwn enìc mhtrÿou na upojètete ìti eÐnai tetragwnikì megèjouc n me pragmatikĹ
stoiqeÐa. ’Otan anaferìmaste se dianÔsmata, p.q. x ∈ Rn, ennooÔme stălec, ektìc an anafèretai diaforetikĹ. Ta
dianÔsmata thc tupikăc bĹshc sumbolÐzontai me ei (dhl. stălh me ìla ta stoiqeÐa 0 ektìc tou stoiqeÐou sth jèsh i

pou eÐnai 1). An to mègejoc twn dianusmĹtwn den sunepĹgontai apì thn ekfÿnhsh, tìte dhlÿnontai me uperdeÐkth,
p.q. e

(n)
i an prìkeitai gia to diĹnusma i thc tupikăc bĹshc tou Rn. To tautotikì mhtrÿo sumbolÐzetai me I, to A>

eÐnai to anĹstrofo tou A kai to A−1 to antÐstrofo tou A (an upĹrqei). ’Opote zhteÐtai o upologismìc mhtrÿou ă
dianÔsmatoc, prèpei na deÐqnete to apotèlesma wc pÐnaka me ìlec tic timèc twn stoiqeÐwn tou sth swstă diĹtaxh.

KALH EPITUQIA!!!

I.

1. Σωστό ή Lάθοc: α) Αν A,B ∈ Rn×n και e>i A = e>i B για i = 1, ..., n τότε A = B. β) Αν A ∈ Rm×n,

τότε το µητρώο AA> είναι συµµετρικό. γ) Αν το A ∈ Rn×n είναι κάτω τριγωνικό, τότε οι ιδιοτιµέc του
είναι στη διαγώνιο. δ) Αν ένα πραγµατικό µητρώο είναι συµµετρικό, τότε δεν έχει επαναlαµβανόµενεc
ιδιοτιµέc. ε) ΄Εστω διανύσµατα a1, a2, a3 ∈ R4 τέτοια ώστε το άθροισµά τουc s = a1 + a2 + a3 να είναι
το µηδενικό διάνυσµα. Αν x = [1, 1,−10, 4]> τότε το A = [2a1, 3a2, a3, x] είναι αντιστρέψιµο.

2. Αν A ∈ Rn×n, x, y ∈ Rn και το µητρώο A = I + x>y είναι αντιστρέψιµο, να δείξετε ότι τότε A−1 =
I − 1

1+x>y
x>y. Στη συνέχεια, να χρησιµοποιήσετε την παραπάνω σχέση για να βρείτε το αντίστροφο

του µητρώου




4 −33 6
2 −21 4
1 −11 3


.

3. Αν είναι γνωστό ότι το µητρώο A ∈ Rn×n είναι αντιστρέψιµο, να υποlογίσετε το µητρώο X τέτοιο ώστε

το σύνθετο µητρώο

(
A−1 0
X A−1

)
να είναι το αντίστροφο του

(
A 0
B A

)
.

4. ΄Εστω ότι Eij συµβοlίζει ένα µητρώο µε µοναδικό µη µηδενικό στοιχείο τη µονάδα στη θέση (i, j) και ότι
A ∈ Rn×n είναι κάποιο δεδοµένο µητρώο. α) Να δείξετε ότι το παραπάνω µητρώο είναι ίσο µε γινόµενο
των διανυσµάτων τηc µορφήc ei, δηl. (να γράψετε ακριβώc τη σχέση) Eij = .... Στα παρακάτω, αν τα
γράµµατα που συµβοlίζουν τουc δείκτεc είναι διαφορετικά, µπορείτε να υποθέσετε ότι οι τιµέc τουc θα είναι
και αυτέc διαφορετικέc, δηl. i 6= j. Να υποlογίσετε (επειδή τα αποτεlέσµατα θα έχουν ποllά µηδενικά
στοιχεία, µπορείτε να αναφέρετε µόνον που και ποια θα είναι τα µη µηδενικά στοιχεία) όlα τα i) EijAEjk,
ii) EijEjk, iii) E2

ij . β) Να δείξετε αν ισχύει (µε αντιπαράδειγµα αν όχι) ότι A =
∑n

j=1

∑n
i=1 αijEij ,

όπου αij είναι το στοιχείο του A στη θέση (i, j)..

5. Στα ακόlουθα ερωτήµατα ισχύουν οι συµβοlισµοί: C(A) =χώροc στηlών, N(A) = µηδενοχώροc,
R(A) =χώροc γραµµών.

(αþ) Εξετάστε αν υπάρχει πίνακαc A του οποίου ο C(A) έχει βάση το [2 1 1]T και ο N(A) το [1 1 0]T .

(βþ) Αν A ∈ Rmxn, τότε δείξτε ότι N(AT A) = N(A).

(γþ) Αν ισχύει AB = 0 (A ∈ Rmxn και B ∈ Rnxk), τότε δείξτε ότι C(B) ⊆ N(A) και R(A) ⊆ N(B).

6. ΄Εστω A ∈ Rnxn ένα αντιστρέψιµο µητρώο. Τότε δείξτε ότι αν (v1, v2, . . . , vn) είναι βάση του Rn, τότε
και (Av1, Av2, . . . , Avn) είναι επίσηc βάση του Rn.

7. ΄Εστω X έναc γραµµικόc χώροc µε εσωτερικό γινόµενο < p, q >, p ∈ X, q ∈ X. Τότε το ευκlείδειο
µέτρο κάθε στοιχείου p ∈ X ορίζεται από τον τύπο ||p|| = √

< p, p >.

(αþ) Αc είναι S υποχώροc του X, διάστασηc 3, και p1, p2, p3 µία ορθοκανονική βάση του S.

Τότε < p1, p3 >= . . . . . . και ‖p2‖ = . . . . . ..

(βþ) Κάθε p ∈ S γράφεται σαν γραµµικόc συνδυασµόc των p1, p2, p3, δηlαδή p = α1p1 + α2p2 + α3p3.
Τότε α2 = . . . . . . . . . (η απάντηση να δοθεί µε κατάllηlα εσωτερικά γινόµενα).
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(γþ) ΄Εστω q ∈ X και αc είναι p ∈ S η ορθογώνια προβοlή του q στον S. Τότε p = . . . . . . . . . (η απάντηση
να δοθεί συναρτήσει των q, p1, p2, p3 και κατάllηlων εσωτερικών γινοµένων τουc).

8. ΄Εστω S ο υποχώροc που παράγεται από τιc συναρτήσειc p1(x) = 1, p2(x) = x και p3(x) = −3x2 + 2,
ορισµένων στο [−1, 1].

(αþ) Ποια η διάσταση του S; Γιατί;
(βþ) ΄Εστω p(x) = x2+1. Ποιοι οι συνετεlεστέc α, β, γ στην έκφραση p(x) = αp1(x)+βp2(x)+γp3(x);
(γþ) Περιγράψτε συνοπτικά τα βήµατα που θα κάνατε για να υποlογίσετε την προβοlή q(x) τηc f(x) = x5

στο χώρο S.

II. ΄Εστω το σύστηµα Ax = b που προκύπτει από τιc πέντε εξισώσειc x1 + 2x2 = −1, x2 = 1, x1 + x2 = 18 και
x1 = 2 .

1. ∆ώστε τα A, x και b του συστήµατοc Ax = b.

2. Αφού το σύστηµα δεν έχει lύση, βρίσκουµε την προσεγγιστική lύση x η οποία εlαχιστοποιεί την ποσότητα
||Ax − b||2, όπου || · || είναι το Ευκlείδειο µέτρο. Συναρτήσει των x1 και x2, δώστε την ποσότητα
Q = ||Ax− b||2.

3. Η εlαχιστοποίηση τηc ποσότηταc Q δίνει δύο εξισώσειc ωc προc x1, x2. ∆ώστε τιc εξισώσειc αυτέc.
∆ώστε τη lύση του 2× 2 συστήµατοc που έχει προκύψει.

4. Ποια η προβοlή του b στο χώρο γραµµών του A;

III. ∆ίδεται το µητρώο

A =




2 2 0
2 2 0
0 0 3




1. Να υποlογίσετε το βαθµό και τουc συντεlεστέc ενόc µη µηδενικού ποlυωνύµου, p(x) = αnxn + · · ·α0,
τέτοιο ώστε p(A) = 0.

2. Να υποlογίσετε βαθµωτούc λ1, λ2, λ3 και µη µηδενικά διανύσµατα u1, u2, j3 τέτοια ώστε Auj = λjuj για
j = 1, 2, 3.

3. Να χρησιµοποιήσετε τα αποτεlέσµατα των παραπάνω υποlογισµών και να βρείτε το µητρώο B =
∑5

j=0 Aj

(δηl. τον πίνακα των στοιχείων του).

4. ΄Εστω ότι στο αρχικό µητρώο A, µηδενίζουµε τα στοιχεία στιc θέσειc κάτω από την κύρια διαγώνιο και
ότι ονοµάζουµε το νέο µητρώο C. Ποιέc θα είναι οι ιδιοτιµέc του νέου µητρώου (να αιτιοlογήσετε την
απάντησή σαc).

5. Να βρείτε πόσα και ποιά γραµµικά ανεξάρτητα διανύσµατα x, µήκουc 1, υπάρχουν τέτοια ώστε να ισχύει
η σχέση Cx = λx και να βρείτε το λ.

IV. ∆ίδεται το µητρώο

A =




1 2 3 4 6
1 2 3 6 9
0 0 1 2 3




Αναγάγετε τον A στην κlιµακωτή µορφή αναγµένων γραµµών, έστω R. Στα επόµενα ερωτήµατα να βασισθείτε
απαραίτητα στη µορφή αυτή.

1. Ποια η τάξη του A;

2. Προσδιορίστε µια βάση για το χώρο γραµµών και µια βάση για το χώρο στηlών του A.

3. ∆ώστε τη διάσταση και προσδιορίστε µια βάση για το µηδενοχώρο του A.

4. Το σύστηµα Ax = b έχει lύση για κάθε b; Αν όχι, ποια είναι η συνθήκη επιlυσιµότηταc;

5. ∆ίνεται b = (1 4 2)T . Τότε, µε βάση προηγούµενα ερωτήµατα, υποlογίστε τυπικά και συστηµατικά την
πlήρη lύση του Ax = b.

PROSOQH: Stic apantăseic prèpei na dÐnete plărh aitiolìghsh kajÿc kai ta endiĹmesa
apotelèsmata! (p.q. sto prìqeiro).
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