
DiakritĹ MajhmatikĹ I

Leutèrhc KuroÔshc
(EÔh PapaðwĹnnou)



H Ôlh sunoptikĹ...

I Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I Gennătriec sunartăseic

I Egkleismìc - Apokleismìc

I JewrÐa Polyá
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Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I Eisagwgă

I OmĹdec Ðdiwn (mh diakekrimènwn) antikeimènwn

I SunduasmoÐ kai diatĹxeic me epanĹlhyh

I UposÔnola

I Dianomèc antikeimènwn se upodoqèc

I DiwnumikoÐ suntelestèc



Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I Eisagwgă



Kanìnec ginomènou kai ajroÐsmatoc

I Kanìnac ajroÐsmatoc: An èna gegonìc mporeÐ na sumbeÐ
katĹ m trìpouc kai èna Ĺllo gegonìc mporeÐ na sumbeÐ
katĹ n trìpouc, tìte upĹrqoun m + n trìpoi, katĹ touc
opoÐouc èna apì ta duo gegonìta mporeÐ na sumbeÐ.

I Kanìnac ginomènou: An èna gegonìc mporeÐ na sumbeÐ
katĹ m trìpouc kai èna Ĺllo gegonìc mporeÐ na sumbeÐ
katĹ n trìpouc, tìte upĹrqoun m × n trìpoi, katĹ touc
opoÐouc kai ta duo gegonìta mporeÐ na sumboÔn.
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Kanìnec ginomènou kai ajroÐsmatoc

Sto Tmăma diatÐjentai 7 prwinĹ majămata kai 5 apogeumatinĹ.

I Kanìnac ajroÐsmatoc: Pìsec epilogèc èqei ènac
foithtăc pou endiafèretai na pĹrei 1 mìno mĹjhma;
7 + 5 = 12

I Kanìnac ginomènou: Pìsec epilogèc èqei ènac foithtăc
gia na pĹrei 1 prwinì kai 1 apogeumatinì mĹjhma;
7 ∗ 5 = 35
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DiatĹxeic (Permutations)

I r antikeimènwn epilegmènwn apì n antikeÐmena qwrÐc
epanatopojèthsh:

P(n, r) = n(n − 1)...(n − r + 1)︸ ︷︷ ︸
r

=
n!

(n − r)!
, n, r ∈ N

I ’Eqei shmasÐa h seirĹ

I Antimetajèseic r antikeimènwn: P(r , r) = r !



DiatĹxeic (Permutations)

I ParĹdeigma: Me pìsouc trìpouc mporoÔme na
programmatÐsoume exètash 3 majhmĹtwn se 5 hmèrec ÿste
na mhn pèftoun dÔo majămata thn Ðdia mèra;

I ApĹnthsh:

I Mac endiafèrei poiec ja eÐnai oi 3 mèrec; Nai. ’Ara jèloume
metajèseic.

I P(5, 3) = 5 · 4 · 3 = 60
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SunduasmoÐ (Combinations)

I r antikeimènwn epilegmènwn apì n antikeÐmena qwrÐc
epanatopojèthsh:

C (n, r) =
P(n, r)

P(r , r)
=

n(n − 1)...(n − r + 1)

r !
=

n!

(n − r)!r !
=

(
n

r

)
,

n, r ∈ N

I Den èqei shmasÐa h seirĹ



SunduasmoÐ (Combinations)

I ParĹdeigma: Me pìsouc trìpouc mporoÔme na
programmatÐsoume katĹ th diĹrkeia miac ebdomĹdac 3
geÔmata me krèac;

I ApĹnthsh:

I Mac endiafèrei poiec ja eÐnai oi 3 mèrec; ’Oqi. AplĹ
dialègoume... ’Ara jèloume sunduasmoÔc.

I C (7, 3) =
P(7, 3)

P(3, 3)
=

7 · 6 · 5
3 · 2 · 1 = 35
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Pìsoi akèraioi upĹrqoun metaxÔ tou 100 kai tou 199 oi
opoÐoi èqoun diaforetikĹ yhfÐa; Pìsoi apì touc
akèraiouc autoÔc eÐnai perittoÐ;

I Oi zhtoÔmenoi arijmoÐ apoteloÔntai apì 3 jèseic stic
opoÐec to prÿto yhfÐo eÐnai 1 kai gia ta Ĺlla 2
prokÔptoun apì tic diatĹxeic 2 yhfÐwn apì ta 9 diajèsima
(de sumperilambĹnoume to yhfÐo 1 pou èqei ădh
qrhsimopoihjeÐ): P(9, 2) = 9 · 8 = 72

I Oi perittoÐ arijmoÐ ja katalăgoun se 2,5,7 ă 9 (afoÔ
èqoun diaforetikĹ yhfÐa kai to 1 apokleÐetai) ⇒ Gia kĹje
mÐa apì autèc tic epilogèc upĹrqoun 8 epilogèc gia to
mesaÐo yhfÐo ⇒ Epomènwc, sunolikĹ, upĹrqoun 4 · 8 = 32
perittoÐ akèraioi me diaforetikĹ yhfÐa metaxÔ 100 kai 199



Pìsoi apì touc prÿtouc 10.000 jetikoÔc akèraiouc èqoun
diaforetikĹ yhfÐa;

I H apĹnthsh prokÔptei apì to Ĺjroisma twn apantăsewn
stic exăc erwtăseic:

I pìsoi eÐnai oi 4-yăfioi akèraioi me diaforetikĹ yhfÐa;
9 · 9 · 8 · 7 = 4536 (ìqi 0 sthn prÿth jèsh, ìqi ì,ti
epilèqjhke gia thn prÿth jèsh kai to 0 sth deÔterh, ìqi
ì,ti epilèqjhke gia tic dÔo prÿtec jèseic sthn trÐth, ìqi
ì,ti epilèqjhke gia tic treic prÿtec jèseic sthn tètarth)

I pìsoi eÐnai oi 3-yăfioi akèraioi me diaforetikĹ yhfÐa;
9 · 9 · 8 = 648 (ìqi 0 sthn prÿth jèsh, ìqi ì,ti epilèqjhke
gia thn prÿth jèsh kai to 0 sth deÔterh, ìqi ì,ti
epilèqjhke gia tic dÔo prÿtec jèseic sthn trÐth)

I pìsoi eÐnai oi 2-yăfioi akèraioi me diaforetikĹ yhfÐa;
9 · 9 = 81 (ìqi 0 sthn prÿth jèsh, ìqi ì,ti epilèqjhke gia
thn prÿth jèsh kai to 0 sth deÔterh)

I pìsoi eÐnai oi 1-yăfioi akèraioi me diaforetikĹ yhfÐa; 10
I Epomènwc, sunolikĹ: 5275



Pìsouc perittoÔc akèraiouc mporoÔme na sqhmatÐsoume
me ta yhfÐa 1,2,3,4,5 oi opoÐoi èqoun 4 yhfÐa kai ta
yhfÐa autĹ eÐnai diaforetikĹ metaxÔ touc;

I Oi zhtoÔmenoi 4-yăfioi akèraioi prèpei na èqoun 1 ă 3 ă 5
sth dexiìterh jèsh.
4-yăfioi me 1 sth dexiìterh jèsh: 4 · 3 · 2 = 24
4-yăfioi me 3 sth dexiìterh jèsh: 4 · 3 · 2 = 24
4-yăfioi me 5 sth dexiìterh jèsh: 4 · 3 · 2 = 24

I Epomènwc, sunolikĹ 3 · 24 = 72 arijmoÐ



Pìsoi pentayăfioi akèraioi upĹrqoun oi opoÐoi eÐnai
megalÔteroi tou 53000 kai èqoun tautìqrona tic exăc
idiìthtec: a) ta yhfÐa touc eÐnai diaforetikĹ kai b) den
emfanÐzontai se autoÔc ta yhfÐa 0 kai 9;

I ArijmoÐ pou xekinĹne apì 53 kai akoloujoÔn 3 yhfÐa pou
de mporoÔn na eÐnai 0 kai 9, oÔte 5 kai 3 kai prèpei na eÐnai
kai diaforetikĹ metaxÔ touc: 6 · 5 · 4 = 120

I ArijmoÐ pou xekinĹne apì 5 kai akoloujoÔn 4 yhfÐa pou de
mporoÔn na eÐnai 0 kai 9, oÔte 5, prèpei na eÐnai kai
diaforetikĹ metaxÔ touc kai ta yhfÐa thc aristerìterhc
jèshc prèpei na eÐnai megalÔtera tou 3: 4 · 6 · 5 · 4 = 480

I 5-yăfioi arijmoÐ oi opoÐoi sthn aristerìterh jèsh èqoun
yhfÐo megalÔtero tou 5 kai ìqi 0 ă 9, sthn epìmenh jèsh
ìqi ì,ti sthn prohgoÔmenh oÔte 0 ă 9, sthn epìmenh jèsh
ìqi ì,ti stic dÔo prohgoÔmenec oÔte 0 ă 9, kok:
3 · 7 · 6 · 5 · 4 = 2520

I Epomènwc, sunolikĹ 120 + 480 + 2520 = 3120 arijmoÐ



Pìsec lèxeic me 0 kai 1 upĹrqoun pou èqoun 8 grĹmmata
kai a) xekinĹne me 1100 b) perièqoun akribÿc dÔo 1;

I Gia to a) 24 lèxeic

I Gia to b) C (8, 2) =
P(8, 2)

P(2, 2)
=

8 · 7
1 · 2 = 28 lèxeic



Ta grĹmmata A,B,G,D qrhsimopoioÔntai gia na
sqhmatÐsoume lèxeic măkouc 3.
a) Pìsec lèxeic upĹrqoun pou perièqoun to grĹmma A
epitrepomènwn twn epanalăyewn;
b) Pìsec lèxeic upĹrqoun pou arqÐzoun me A
epitrepomènwn twn epanalăyewn;

I ’Olec oi pijanèc lèxeic me 3 grĹmmata apì ta A,B,G,D
eÐnai 43. Autèc pou den perièqoun kanèna A eÐnai 33.
Epomènwc, oi zhtoÔmenec eÐnai h diaforĹ touc:
43 − 33 = 64− 27 = 37 lèxeic.

I To aristerìtero grĹmma eÐnai A. Opìte zhtĹme lèxeic 2
grammĹtwn pou sqhmatÐzontai apì ta 4 dosmèna
grĹmmata: 42 = 16 lèxeic.



To agglikì alfĹbhto perièqei 26 grĹmmata ek twn
opoÐwn ta 5 eÐnai fwnăenta. a) Pìsec lèxeic măkouc 5
mporoÔme na sqhmatÐsoume qrhsimopoiÿntac 3
diaforetikĹ sÔmfwna kai 2 diaforetikĹ fwnăenta; b)
Pìsec apì autèc perièqoun to grĹmma b;

I Gia to a):
I Dialègw 3 apì ta 5 grĹmmata na eÐnai sÔmfwna me

C (5, 3) = 5·4·3
1·2·3 = 10 trìpouc. Gia kajènan apì autoÔc

upĹrqoun P(21, 3) = 21 · 20 · 19 = 7980 diatĹxeic. ’Ara
sunolikĹ 10 · 7980 = 79800 trìpoi.

I Dialègw 2 apì ta 5 grĹmmata na eÐnai fwnăenta me
C (5, 2) = 5·4

1·2 = 10 trìpouc. Gia kajènan apì autoÔc
upĹrqoun P(5, 2) = 5 · 4 = 20 diatĹxeic. ’Ara sunolikĹ
10 · 20 = 200 trìpoi.

I ’Ara sunolikĹ 79800 · 200 = 1596000 trìpoi.



To agglikì alfĹbhto perièqei 26 grĹmmata ek twn
opoÐwn ta 5 eÐnai fwnăenta. a) Pìsec lèxeic măkouc 5
mporoÔme na sqhmatÐsoume qrhsimopoiÿntac 3
diaforetikĹ sÔmfwna kai 2 diaforetikĹ fwnăenta; b)
Pìsec apì autèc perièqoun to grĹmma b;

I Gia to b): upologÐzw pìsec lèxeic den perièqoun to b kai
tic afairÿ apì autèc thc erÿthshc a)

I Dialègw 3 apì ta 5 grĹmmata na eÐnai sÔmfwna me
C (5, 3) = 5·4·3

1·2·3 = 10 trìpouc. Gia kajènan apì autoÔc
upĹrqoun P(20, 3) = 20 · 19 · 18 = 6840 diatĹxeic. ’Ara
sunolikĹ 10 · 6840 = 68400 trìpoi.

I Dialègw 2 apì ta 5 grĹmmata na eÐnai fwnăenta me
C (5, 2) = 5·4

1·2 = 10 trìpouc. Gia kajènan apì autoÔc
upĹrqoun P(5, 2) = 5 · 4 = 20 diatĹxeic. ’Ara sunolikĹ
10 · 20 = 200 trìpoi.

I ’Ara sunolikĹ 68400 · 200 = 1368000 trìpoi. Opìte oi
zhtoÔmenec lèxeic eÐnai: 1596000− 1368000 = 228000



Pìsoi akèraioi metaxÔ tou 1 kai tou 10000000000
perièqoun to yhfÐo 1 kai pìsoi den to perièqoun;

I MetaxÔ tou 0 kai tou 9999999999, 910 arijmoÐ den
perièqoun to 1

I Autìc eÐnai o arijmìc twn diatĹxewn 9 stoiqeÐwn
(0, 2, 3, ..., 9) se 10 jèseic me epanalăyeic

I Epomènwc, metaxÔ tou 1 kai tou 10000000000:
I 910 − 1 arijmoÐ den perièqoun to yhfÐo 1 kai
I oi upìloipoi 1010 − 910 + 1 to perièqoun



Pìsoi tetrayăfioi arijmoÐ tou dekadikoÔ sustămatoc den
èqoun dÔo yhfÐa Ðdia;

I Gia na eÐnai tetrayăfioc kĹpoioc arijmìc den prèpei na
èqei 0 sthn aristerìterh jèsh, sthn opoÐa mporeÐ na
brÐsketai èna apì ta enapomeÐnanta 9 yhfÐa (1, ...9).

I ’Ara, to plăjoc twn zhtoÔmenwn arijmÿn eÐnai:
9 · 9 · 8 · 7 = 4.536



Pìsec eÐnai oi sumboloseirèc thc morfăc wwR măkouc 10
me kefalaÐa grĹmmata tou ellhnikoÔ alfabătou qwrÐc
tìnouc;

I Ta pènte prÿta grĹmmata kajorÐzoun kai ta pènte
epìmena.

I Epomènwc, asqoloÔmai mìno me ta pènte prÿta kai
upologÐzw pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na
sunjèsw pentĹdec.

I H epilogă tou kĹje grĹmmatoc eÐnai anexĹrthth kai
kajèna mporeÐ na pĹrei 24 diaforetikèc timèc. ’Ara
sunolikĹ, mporoÔme na ftiĹxoume 24 · 24 · 24 · 24 · 24︸ ︷︷ ︸

5 forèc

= 245

diaforetikèc lèxeic twn pènte grammĹtwn. (Kanìnac
ginomènou)

I Tìsec eÐnai kai oi zhtoÔmenec sumboloseirèc, afoÔ ta
pènte prÿta grĹmmata kajorÐzoun kai ta pènte epìmena.



’Eqw 24 arijmhmènec (diaforetikèc) prĹsinec mpĹlec kai
24 arijmhmènec kìkkinec mpĹlec. Me pìsouc
diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na dialèxw mÐa prĹsinh kai
mÐa kìkkinh mpĹla;

I PrĹsinh mpĹla mporÿ na dialèxw me 24 trìpouc.
Kìkkinh mpĹla mporÿ na dialèxw me 24 trìpouc.
Gia na sumbaÐnoun kai ta dÔo mazÐ upĹrqoun 24 · 24 = 576
diaforetikoÐ trìpoi. (Kanìnac ginomènou)



’Eqw 24 arijmhmènec (diaforetikèc) prĹsinec mpĹlec kai
24 arijmhmènec kìkkinec mpĹlec. Me pìsouc
diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na dialèxw dÔo mpĹlec
qwrÐc periorismì qrÿmatoc;

Mporÿ na dialèxw dÔo mpĹlec me 3 diaforetikoÔc trìpouc:

I Na dialèxw mÐa kìkkinh kai mÐa prĹsinh: autì mporeÐ na
gÐnei me 24 · 24 = 242 diaforetikoÔc trìpouc (Kanìnac
ginomènou)

I Na dialèxw dÔo kìkkinec: autì mporeÐ na gÐnei me 24 · 23
diaforetikoÔc trìpouc, thn prÿth th dialègw apì 24
mpĹlec kai th deÔterh apì tic upìloipec 23

I Na dialèxw dÔo prĹsinec: ìmoia me prin (Kanìnac
ginomènou)

Epeidă mporÿ na dialèxw 2 mpĹlec me ènan apì touc parapĹnw
trìpouc (kanìnac ajroÐsmatoc), autì shmaÐnei ìti upĹrqoun
sunolikĹ: 242 + 24 · 23 + 24 · 23 = 1680 diaforetikoÐ trìpoi.



’Eqw 5 EllhnikĹ, 7 AgglikĹ kai 10 IspanikĹ biblÐa
(sunolikĹ 22).

I Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na dialèxw dÔo
biblÐa;
To prÿto to dialègw apì 22 diajèsima kai to deÔtero apì
ta upìloipa 21 diajèsima.
’Ara sunolikĹ 22 · 21 = 462 diaforetikoÐ trìpoi.

I Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na dialèxw dÔo
biblÐa diaforetikăc glÿssac;
Mporÿ na dialèxw Ellhnikì kai Agglikì (35 trìpoi),
Ellhnikì kai Ispanikì (50 trìpoi), Agglikì kai Ispanikì
(70 trìpoi).
’Ara sunolikĹ 35 + 50 + 70 = 155 diaforetikoÐ trìpoi.



Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na dialèxw kai
na bĹlw se seirĹ 5 apì 20 majhtèc;

I Me 20 · 19 · 18 · 17 · 16 = P(20, 5) =
20!

15!
diaforetikoÔc

trìpouc.



Me pìsouc trìpouc mporoÔn na kajăsoun 5 Ĺtoma se
mia seirĹ apì 12 kajÐsmata;

I Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na diatĹxw ta 12
kajÐsmata; ⇔ Pìsec metajèseic twn 12 kajismĹtwn
upĹrqoun; 12!

I Jewrÿ ìti pĹnta topojetÿ ta 5 Ĺtoma sta prÿta 5
kajÐsmata kĹje metĹjeshc

I Gia tic 7-Ĺdec pou mènoun Ĺdeiec, de me endiafèrei h seirĹ
⇒ gia kĹje metĹjesh kratĹw 1 apì tic 7! diaforetikèc

I ’Ara, èqw sunolikĹ:
12!

7!
= 95.040 trìpouc



Me pìsouc trìpouc mporoÔn na kajăsoun 5 Ĺtoma se
mia seirĹ apì 12 kajÐsmata; (Enallaktikă lÔsh)

I Dialègw 7 apì ta 12 kajÐsmata na eÐnai Ĺdeia ⇒ Autì
mporÿ na to kĹnw me

(12
7

)
diaforetikoÔc trìpouc

I 5 Ĺtoma se 5 jèseic (pou mènoun) me pìsouc diaforetikoÔc
trìpouc mporÿ na ta topojetăsw; Me 5!

I Epomènwc, kai ta dÔo parapĹnw shmeÐa mporoÔn na

sumboÔn me
(12

7

) · 5! =
12!

7!
= 95.040 diaforetikoÔc trìpouc



Me pìsouc trìpouc mporoÔn na epilegoÔn 3 arijmoÐ apì
to 1 èwc to 300 ètsi ÿste to ĹjroismĹ touc na eÐnai
diairetì me 3;

I QwrÐzoume touc arijmoÔc apì 1 èwc 300, U = {1, ..., 300},
se trÐa uposÔnola A, B kai G ètsi ÿste:

I A ∪ B ∪ Γ = S

I A ∩ B = ∅, A ∩ Γ = ∅ kai B ∩ Γ = ∅
I I A = {x ∈ S : x mod 3 = 0}, A = {3, 6, 9, ..., 300}

I B = {y ∈ S : y mod 3 = 1}, B = {1, 4, 7, ..., 298}
I Γ = {z ∈ S : z mod 3 = 2}, Γ = {2, 5, 8, ..., 299}
I |A| = |B| = |Γ| = 100

I Gia na eÐnai to Ĺjroisma triÿn arijmÿn diairetì me 3,
prèpei

I eÐte kai oi treic na anăkoun sto A, eÐte kai oi treic sto B,
eÐte kai oi treic sto Γ, dhl.

(
100
3

)
+

(
100
3

)
+

(
100
3

)
I eÐte ènac arijmìc na anăkei se kajèna apì ta trÐa autĹ

uposÔnola, dhl.
(
100
1

)(
100
1

)(
100
1

)
I ’Ara sunolikĹ: 3 · (100

3

)
+ 1003 = 1.485.100



Poioc eÐnai o arijmìc twn diairetÿn tou 180;

I 180 = 2 · 90 = 2 · 2 · 45 = 2 · 2 · 3 · 15 = 2 · 2 · 3 · 3 · 5 = 22 · 32 · 5
I Apì JewrÐa Arijmÿn, diairètec tou 180 eÐnai oi arijmoÐ thc

morfăc 2k · 3n · 5m me 0 ≤ k ≤ 2, 0 ≤ n ≤ 2 kai 0 ≤ m ≤ 1

I Mporÿ na epilèxw to k me 3 trìpouc, to n me 3 trìpouc
kai to m me 2 trìpouc kai jèlw ìla autĹ na isqÔoun mazÐ

I ’Epomènwc, èqw sunolikĹ, 3 · 3 · 2 = 18 trìpouc



Pìsouc diairètec èqei o arijmìc 1400;

I 1400 = 2 · 700 = 2 · 2 · 350 = 2 · 2 · 2 · 175 = 2 · 2 · 2 · 5 · 35 =
2 · 2 · 2 · 5 · 5 · 7 = 23 · 52 · 7

I Apì JewrÐa Arijmÿn, diairètec tou 1400 eÐnai oi arijmoÐ
thc morfăc 2k · 5n · 7m me 0 ≤ k ≤ 3, 0 ≤ n ≤ 2 kai
0 ≤ m ≤ 1

I Mporÿ na epilèxw to k me 4 trìpouc, to n me 3 trìpouc
kai to m me 2 trìpouc kai jèlw ìla autĹ na isqÔoun mazÐ

I ’Epomènwc, èqw sunolikĹ, 4 · 3 · 2 = 24 trìpouc



Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I SunduasmoÐ kai diatĹxeic me epanĹlhyh



DiatĹxeic me epanĹlhyh

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na diatĹxw r apì n antikeÐmena
ìtan epitrèpontai epanalhptikèc emfanÐseic twn
antikeimènwn;

I UpĹrqoun n epilogèc gia to prÿto antikeÐmeno, n epilogèc
gia to deÔtero antikeÐmeno, ..., n epilogèc gia to r -tì
antikeÐmeno ⇒ n · n... · n︸ ︷︷ ︸

r forèc

= nr

I Sthn arqă èqw n antikeÐmena apì ta opoÐa na dialèxw
èna. MetĹ thn epilogă mou aută, topojetÿ to antikeÐmeno
pou diĹlexa mazÐ me ta upìloipa. ’Ara thn deÔterh forĹ
èqw pĹli n antikeÐmena sthn diĹjesă mou gia na dialèxw.
’Omoia gia kĹje mia apì tic r epilogèc mou.



DiatĹxeic me epanĹlhyh

I Pìsoi tetrayăfioi arijmoÐ upĹrqoun sto dekadikì
sÔsthma;
Kajèna apì ta 4 yhfÐa mporÿ na to dialèxw me 10
diaforetikoÔc trìpouc. ’Ara sunolikĹ 104 terayăfioi
arijmoÐ.

I Pìsa diaforetikĹ uposÔnola enìc sunìlou S me n
stoiqeÐa upĹrqoun;
Kajèna apì ta n stoiqeÐa mporÿ na to dialèxw me 2
diaforetikoÔc trìpouc: na to epilèxw ă na mhn to epilèxw.
’Ara sunolikĹ 2n uposÔnola.



SunduasmoÐ me epanĹlhyh

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw r apì n antikeÐmena
ìtan epitrèpontai epanalhptikèc emfanÐseic twn
antikeimènwn;

I To sÔnolo twn antikeimènwn apì to opoÐo gÐnetai h epilogă
eÐnai to {1, ..., n}

I ’Enac sunduasmìc r antikeimènwn apì n me epanĹlhyh eÐnai
mia akoloujÐa x1, x2, ..., xr me 1 ≤ xi ≤ n kai xi ≤ xj ìtan
1 ≤ i ≤ j ≤ r ă alliÿc ta antikeÐmena kĹje akoloujÐac pou
prokÔptei ta diatĹssw se aÔxousa seirĹ afoÔ ta
antikeÐmena me endiafèroun kai ìqi h seirĹ touc

I AllĹ epeidă epitrèpetai na dialèxw se diaforetikèc jèseic
to Ðdio antikeÐmeno prèpei na brw ènan trìpo na orÐsw touc
ìrouc kĹje akoloujÐac monosămanta ⇒ Qrhsimopoiÿ thn
1-1 kai epÐ antistoiqÐa
(x1, x2, ..., xn) → (x1 + 0, x2 + 1, ..., xn + r − 1)

I Opìte plèon dialègw r antikeÐmena apì n + r − 1 qwrÐc
epanĹlhyh, dhl. C (n + r − 1, r) (pou xèrw na to upologÐzw)



SunduasmoÐ me epanĹlhyh

I r antikeimènwn epilegmènwn apì n antikeÐmena
(

n + r − 1

r

)



Pìsec zarièc upĹrqoun sto tĹbli;

I KĹje zĹri mporeÐ na pĹrei n = 6 diaforetikèc timèc, èqw
r = 2 zĹria kai metrĹw tic epanalăyeic

I Dialègw r = 2 apì n = 6 antikeÐmena me epanĹlhyh ⇔
YĹqnw touc sunduasmoÔc r = 2 apì n = 6 antikeimènwn me
epanĹlhyh

I ’Ara, èqw sunolikĹ,
(n+r−1

r

)
=

(6+2−1
2

)
=

(7
2

)
= 7!

2!·5! = 21
zarièc



Apì ènan megĹlo arijmì apì nomÐsmata twn 0,05E,
0,10E, 0,20E kai 0,50E, me pìsouc trìpouc mporoÔme na
epilèxoume 6 kèrmata;

I Dialègw 6 (= r) kèrmata apì èna sÔnolo me 4 (= n)
antikeÐmena kai epitrèpontai oi epanalăyeic ⇒
C (n + r − 1, r) = C (4 + 6− 1, 6) = C (9, 6) =

9!

6! · 3!
= 84



Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I OmĹdec mh diakekrimènwn (dhl. Ðdiwn) antikeimènwn



Metrăseic antikeimènwn se omĹdec
I n antikeÐmena diaqwrismèna se t omĹdec, me plăjoc

stoiqeÐwn q1, q2, ..., qt antÐstoiqa
I Ta antikeÐmena kĹje omĹdac eÐnai Ðdia (den eÐnai

diakekrimèna)

I DiatĹxeic:
n!

q1!q2!...qt !
UpĹrqoun n! trìpoi na diatĹxw n diaforetikĹ
(diakekrimèna) antikeÐmena. Epeidă ìmwc ta antikeÐmena
kĹje omĹdac eÐnai Ðdia (den eÐnai diakekrimèna) metaxÔ
touc, diairÿ me ton arijmì twn dunatÿn diatĹxewn kĹje
omĹdac (q1!...qt !).

I SunduasmoÐ: (q1 + 1)(q2 + 1)...(qt + 1)− 1
Mporÿ na epilèxw to prÿto antikeÐmeno twn n me (q1 + 1)
trìpouc: eÐte na mhn to epilèxw, eÐte na to epilèxw mia
forĹ, eÐte duo forèc, ..., eÐte q1 forèc. OmoÐwc gia ta
upìloipa. O ìroc fi−1fl mpaÐnei sto tèloc gia na mhn
metrăsw to endeqìmeno na mhn epilèxw kanèna antikeÐmeno.



Metrăseic antikeimènwn se omĹdec
I n antikeÐmena diaqwrismèna se t omĹdec, me plăjoc

stoiqeÐwn q1, q2, ..., qt antÐstoiqa
I Ta antikeÐmena kĹje omĹdac eÐnai Ðdia (den eÐnai

diakekrimèna)

I DiatĹxeic:
n!

q1!q2!...qt !
UpĹrqoun n! trìpoi na diatĹxw n diaforetikĹ
(diakekrimèna) antikeÐmena. Epeidă ìmwc ta antikeÐmena
kĹje omĹdac eÐnai Ðdia (den eÐnai diakekrimèna) metaxÔ
touc, diairÿ me ton arijmì twn dunatÿn diatĹxewn kĹje
omĹdac (q1!...qt !).

I SunduasmoÐ: (q1 + 1)(q2 + 1)...(qt + 1)− 1
Mporÿ na epilèxw to prÿto antikeÐmeno twn n me (q1 + 1)
trìpouc: eÐte na mhn to epilèxw, eÐte na to epilèxw mia
forĹ, eÐte duo forèc, ..., eÐte q1 forèc. OmoÐwc gia ta
upìloipa. O ìroc fi−1fl mpaÐnei sto tèloc gia na mhn
metrăsw to endeqìmeno na mhn epilèxw kanèna antikeÐmeno.



Metrăseic antikeimènwn se omĹdec
I n antikeÐmena diaqwrismèna se t omĹdec, me plăjoc

stoiqeÐwn q1, q2, ..., qt antÐstoiqa
I Ta antikeÐmena kĹje omĹdac eÐnai Ðdia (den eÐnai

diakekrimèna)

I DiatĹxeic:
n!

q1!q2!...qt !
UpĹrqoun n! trìpoi na diatĹxw n diaforetikĹ
(diakekrimèna) antikeÐmena. Epeidă ìmwc ta antikeÐmena
kĹje omĹdac eÐnai Ðdia (den eÐnai diakekrimèna) metaxÔ
touc, diairÿ me ton arijmì twn dunatÿn diatĹxewn kĹje
omĹdac (q1!...qt !).

I SunduasmoÐ: (q1 + 1)(q2 + 1)...(qt + 1)− 1
Mporÿ na epilèxw to prÿto antikeÐmeno twn n me (q1 + 1)
trìpouc: eÐte na mhn to epilèxw, eÐte na to epilèxw mia
forĹ, eÐte duo forèc, ..., eÐte q1 forèc. OmoÐwc gia ta
upìloipa. O ìroc fi−1fl mpaÐnei sto tèloc gia na mhn
metrăsw to endeqìmeno na mhn epilèxw kanèna antikeÐmeno.



’Eqw 7 a, 8 b, 5 g kai 4 d. Pìsec diaforetikèc
sumboloseirèc mporÿ na ftiĹxw me autĹ;

I 24!

7!8!5!4!



Me pìsouc trìpouc mporoÔn na qrwmatistoÔn 12 mpĹlec
ètsi ÿste 3 na eÐnai kìkkinec, 2 roz, 2 Ĺsprec kai oi
upìloipec prĹsinec;

I Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na diatĹxw tic 12
mpĹlec; ⇔ Pìsec metajèseic twn 12 mpalÿn upĹrqoun; 12!

I Jewrÿ ìti pĹnta qrwmatÐzw kìkkinec tic 3 prÿtec, roz tic
2 epìmenec, Ĺsprec tic 2 epìmenec kai prĹsinec tic
upìloipec, qwrÐc na me endiafèrei h seirĹ mèsa stic
omĹdec autèc ⇒ MetrĹw 1 apì tic 3! arqikèc (kìkkinec)
triĹdec, 1 apì tic 2! epìmenec (roz) duĹdec, mÐa apì tic 2!
epìmenec (Ĺsprec) duĹdec kai 1 apì tic epìmenec 5!
(prĹsinec) pentĹdec

I ’Ara, èqw sunolikĹ
12!

3! · 2! · 2! · 5!
= 166.320 trìpouc



Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I UposÔnola



UposÔnola

I Den epitrèpontai epanalăyeic kai de metrĹei h diĹtaxh.
Me pìsouc trìpouc mporÿ na epilèxw èna ă perissìtera
apì n antikeÐmena;

I Gia kĹje èna apì ta n antikeÐmena upĹrqoun 2 trìpoi: na
to epilèxw ă na mhn to epilèxw kai jèlw na epilèxw
toulĹqiston 1 antikeÐmeno

⇒ 2 · 2 · ... · 2︸ ︷︷ ︸
n forèc

−1 = 2n − 1 trìpoi

(afairÿ 1 gia na exairèsw thn perÐptwsh pou den epilègw
kanèna antikeÐmeno)

I UpĹrqoun C (n, k) trìpoi na dialèxw k antikeÐmena apì n
⇒

2n−1 =
n∑

k=1

C (n, k) ⇔ 2n =
n∑

k=1

C (n, k)+1 ⇔ 2n =
n∑

k=0

C (n, k)



UposÔnola

I ’Eqoume t omĹdec pou perièqoun antÐstoiqa q1, q2, ..., qt

Ðdia (mh diakekrimèna) antikeÐmena. De metrĹei h diĹtaxh.
Me pìsouc trìpouc mporÿ na epilèxw èna ă perissìtera
antikeÐmena;

I Gia kĹje omĹda ti èqw qti epilogèc + 1 (den epilègw kanèna
stoiqeÐo apì thn omĹda)

I ’Ara sunolikĹ èqw (q1 + 1)(q2 + 1)...(qt + 1)− 1 trìpouc



Poioc eÐnai o arijmìc twn diairetÿn tou 180;
(Enallaktikă lÔsh)

I 180 = 2 · 90 = 2 · 2 · 45 = 2 · 2 · 3 · 15 = 2 · 2 · 3 · 3 · 5
I Oi diairètec sqhmatÐzontai apì sunduasmoÔc apì tic exăc

treic omĹdec: A = {2, 2}, B = {3, 3} kai Γ = {5}
I Apì thn omĹda A mporÿ na epilèxw 1, 2 ă kanèna stoiqeÐo

(3 epilogèc)
I apì thn omĹda B mporÿ na epilèxw 1, 2 ă kanèna stoiqeÐo

(3 epilogèc)
I apì thn omĹda Γ mporÿ na epilèxw 1 ă kanèna stoiqeÐo (2

epilogèc)

I ’Epomènwc, o arijmìc twn diairetÿn tou 180 eÐnai
(2 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 18. Den afairÿ 1 gia thn
perÐptwsh 203050 = 1 giatÐ dÐnei diairèth tou 180



Poioc eÐnai o arijmìc twn diairetÿn tou 1400;
(Enallaktikă lÔsh)

I 1400 = 2 · 700 = 2 · 2 · 350 = 2 · 2 · 2 · 175 = 2 · 2 · 2 · 5 · 35 =
2 · 2 · 2 · 5 · 5 · 7

I Oi diairètec sqhmatÐzontai apì sunduasmoÔc apì tic exăc
treic omĹdec: A = {2, 2, 2}, B = {5, 5} kai Γ = {7}

I Apì thn omĹda A mporÿ na epilèxw 1, 2, 3 ă kanèna
stoiqeÐo (4 epilogèc)

I apì thn omĹda B mporÿ na epilèxw 1, 2 ă kanèna stoiqeÐo
(3 epilogèc)

I apì thn omĹda Γ mporÿ na epilèxw 1 ă kanèna stoiqeÐo (2
epilogèc)

I ’Epomènwc, o arijmìc twn diairetÿn tou 1400 eÐnai
(3 + 1)(2 + 1)(1 + 1) = 24. Den afairÿ 1 gia thn
perÐptwsh 205070 = 1 giatÐ dÐnei diairèth tou 1400



SÔntomh epanĹlhyh...

I ’Ena gegonìc mporeÐ na sumbeÐ katĹ m trìpouc kai èna
Ĺllo katĹ n trìpouc tìte èna apì ta dÔo mporeÐ na sumbeÐ
me m + n trìpouc enÿ kai ta dÔo mporoÔn na sumboÔn katĹ
mn trìpouc.

I QwrÐc epanalăyeic stoiqeÐwn

I P(n, r) = n(n − 1)...)n − r + 1)︸ ︷︷ ︸
r ìroi

=
n!

(n − r)!

I C (n, r) =

(
n

r

)
=

P(n, r)

P(r , r)
=

n!

r !(n − r)!

I Me epanalăyeic stoiqeÐwn
I P(n, r) = n · n... · n︸ ︷︷ ︸

r forèc

= nr

I C (n, r) =

(
n + r − 1

r

)



SÔntomh epanĹlhyh...
DÐnontai n antikeÐmena diaqwrismèna se t omĹdec, me plăjoc
stoiqeÐwn q1, q2, ..., qt antÐstoiqa, kai ta antikeÐmena kĹje
omĹdac eÐnai Ðdia (den eÐnai diakekrimèna)

I DiatĹxeic:
n!

q1!q2!...qt !
I SunduasmoÐ: (q1 + 1)(q2 + 1)...(qt + 1)− 1

Den epitrèpontai epanalăyeic kai de metrĹei h seirĹ. Me
pìsouc trìpouc mporÿ na epilèxw èna ă perissìtera apì n
antikeÐmena;

I ⇒ 2 · 2 · ... · 2︸ ︷︷ ︸
n forèc

−1 = 2n − 1 trìpoi

I UpĹrqoun C (n, k) trìpoi na dialèxw k antikeÐmena apì n
⇒

2n−1 =
n∑

k=1

C (n, k) ⇔ 2n =
n∑

k=1

C (n, k)+1 ⇔ 2n =
n∑

k=0

C (n, k)



Na apodeiqjeÐ ìti oi arijmoÐ 1)
(3n)!

2n3n
kai 2)

(n2)!

(n!)n+1
eÐnai

akèraioi.

Gia to 1):

I ’Eqoume 3n stoiqeÐa qwrismèna se n omĹdec.

I KĹje mÐa apì tic n omĹdec perièqei 3 Ðdia stoiqeÐa.

I O arijmìc twn metajèsewn twn 3n stoiqeÐwn eÐnai:

(3n)!

3!3!...3!
=

(3n)!

(3!)n
=

(3n)!

(2 · 3)n
=

(3n)!

2n · 3n

pou eÐnai akèraioc giatÐ anaparistĹ arijmì metajèsewn.



Na apodeiqjeÐ ìti oi arijmoÐ 1)
(3n)!

2n3n
kai 2)

(n2)!

(n!)n+1
eÐnai

akèraioi.

Gia to 2):

I ’Eqoume n2 stoiqeÐa qwrismèna se n omĹdec.

I KĹje mÐa apì tic n omĹdec perièqei n Ðdia stoiqeÐa.

I O arijmìc twn metajèsewn twn n2 stoiqeÐwn eÐnai:

(n2)!

n!n!...n!
=

(n2)!

(n!)n

pou eÐnai arijmìc diairetìc me n! afoÔ gia kĹje mia apì
tic metajèseic twn n stoiqeÐwn èqoume Ðso arijmì
metajèsewn twn n2 stoiqeÐwn. Epomènwc kai o arijmìc
(n2)!

(n!)n+1
eÐnai akèraioc.



(a) Pìsec apì tic 2r akoloujÐec r duadikÿn yhfÐwn
perièqoun zugì arijmì monĹdwn;
(b) Pìsec apì tic 5r akoloujÐec r duadikÿn yhfÐwn
perièqoun zugì arijmì monĹdwn;

Gia to (a):

I QwrÐzw tic 2n duadikèc akoloujÐec măkouc r se 2r−1

zeugĹria ètsi ÿste oi akoloujÐec se kĹje zeugĹri na
diafèroun mìno sto dexiìtero yhfÐo touc (dhl. sto
stoiqeÐo thc r -ăc jèshc touc).

I Se kĹje èna apì ta zeÔgh autĹ mìno mÐa apì tic
akoloujÐec èqei Ĺrtio arijmì monĹdwn.

I Epomènwc, upĹrqoun 2r−1 akoloujÐec r duadikÿn yhfÐwn me
zugì arijmì monĹdwn.



(a) Pìsec apì tic 2r akoloujÐec r duadikÿn yhfÐwn
perièqoun zugì arijmì monĹdwn;
(b) Pìsec apì tic 5r pentadikèc akoloujÐec r yhfÐwn
perièqoun zugì arijmì monĹdwn;

Gia to (b):

I Apì tic 5r pentadikèc akoloujÐec 3r perièqoun mìno ta
yhfÐa 2,3 kai 4. Autèc sumperilambĹnontai se ekeÐnec pou
èqoun Ĺrtio arijmì monĹdwn.

I Tic upìloipec 5r − 3r akoloujÐec tic qwrÐzoume se omĹdec
anĹloga me to sqhmatismì twn yhfÐwn 2,3 kai 4 pou
perièqoun. Se kĹje mia apì autèc tic omĹdec oi misèc
akoloujÐec ja perièqoun Ĺrtio arijmì monĹdwn.

I Epomènwc, o sunolikìc arijmìc twn pentadikÿn akoloujiÿn

r yhfÐwn me Ĺrtio plăjoc monĹdwn eÐnai: 3r +
1

2
(5r − 3r )



MetaxÔ 2n antikeimènwn ta n eÐnai Ðdia. Me pìsouc
trìpouc mporÿ na epilèxw n apì ta dosmèna 2n
antikeÐmena;

MporoÔme na dialèxoume n antikeÐmena apì ta 2n wc exăc:

I dialègw me 1 trìpo n Ðdia antikeÐmena kai me
(n
0

)
trìpouc 0

apì ta diaforetikĹ n antikeÐmena,

I dialègw me 1 trìpo n − 1 Ðdia antikeÐmena kai me
(n
1

)
trìpouc 1 apì ta diaforetikĹ n antikeÐmena,

I dialègw me 1 trìpo n − 2 Ðdia antikeÐmena kai me
(n
2

)
trìpouc 2 apì ta diaforetikĹ n antikeÐmena,

I kìk

I dialègw me 1 trìpo 0 Ðdia antikeÐmena kai me
(n
n

)
trìpouc n

apì ta diaforetikĹ n antikeÐmena.

’Ara sunolikĹ:
(n
0

)
+

(n
1

)
+ ... +

(n
n

)
=

n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n trìpouc.



MetaxÔ 2n antikeimènwn ta n eÐnai Ðdia. Me pìsouc
trìpouc mporÿ na epilèxw n apì ta dosmèna 2n
antikeÐmena;

Enallaktikă lÔsh:

I JewroÔme n diadoqikèc jèseic ìpou kĹje mÐa
antiproswpeÔei èna apì ta n diaforetikĹ antikeÐmena.

I Gia kĹje mÐa apì autèc tic jèseic èqoume 2 epilogèc: na
epilèxoume to antikeÐmenì thc ă na mhn to epilèxoume kai
na bĹloume sth jèsh tou èna apì ta n Ðdia antikeÐmena.

I ’Ara sunolikĹ: 2n trìpoi.



MetaxÔ 3n + 1 antikeimènwn ta n eÐnai Ðdia. Me pìsouc
trìpouc mporÿ na epilèxw n apì ta dosmèna 3n + 1
antikeÐmena;

MporoÔme na dialèxoume n antikeÐmena apì ta 3n + 1 wc exăc:

I dialègw me 1 trìpo n Ðdia antikeÐmena kai me
(2n+1

0

)
trìpouc 0 apì ta diaforetikĹ 2n + 1 antikeÐmena,

I dialègw me 1 trìpo n − 1 Ðdia antikeÐmena kai
(2n+1

1

)
trìpouc 1 apì ta diaforetikĹ 2n + 1 antikeÐmena,

I dialègw me 1 trìpo n − 2 Ðdia antikeÐmena kai
(2n+1

2

)
trìpouc 2 apì ta diaforetikĹ 2n + 1 antikeÐmena,

I kìk

I dialègw me 1 trìpo 0 Ðdia antikeÐmena kai
(2n+1

n

)
trìpouc n

apì ta diaforetikĹ 2n + 1 antikeÐmena.

’Ara sunolikĹ:
(2n+1

0

)
+

(2n+1
1

)
+ ... +

(2n+1
n

)
=

n∑

i=0

(
2n + 1

i

)
= 22n trìpouc.



MetaxÔ 3n + 1 antikeimènwn ta n eÐnai Ðdia. Me pìsouc
trìpouc mporÿ na epilèxw n apì ta dosmèna 3n + 1
antikeÐmena;

22n+1 =
(2n+1

0

)
+

(2n+1
1

)
+ ... +

(2n+1
n

)
+

(2n+1
n+1

)
+ ... +

(2n+1
2n+1

) ⇒
22n+1 =

(2n+1
0

)
+

(2n+1
1

)
+ ... +

(2n+1
n

)
+

(2n+1
n

)
+ ... +

(2n+1
0

) ⇒
22n+1 = 2 ·

[(2n+1
0

)
+

(2n+1
1

)
+ ... +

(2n+1
n

)] ⇒[(2n+1
0

)
+

(2n+1
1

)
+ ... +

(2n+1
n

)]
= 22n

I
(n
k

)
=

( n
n−k

)
GiatÐ;

’Eqw k Ðdia kapèla kai jèlw na ta dÿsw se n Ĺtoma. EÐte
dialèxw ta k Ĺtoma sta opoÐa ja dÿsw kapèlo eÐte ta
n − k sta opoÐa de ja dÿsw eÐnai to Ðdio.



Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I Dianomă antikeimènwn se upodoqèc



Dianomă Antikeimènwn se Upodoqèc

I Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dianeÐmoume r antikeÐmena
(diakekrimèna ă ìqi) se n upodoqèc.

I DiakrÐnoume periptÿseic:
1. Ta antikeÐmena eÐnai diaforetikĹ (diakekrimèna) kai h

seirĹ stic upodoqèc de metrĹei.

n · n · ... · n︸ ︷︷ ︸
r

= nr

Gia to prÿto antikeÐmeno èqoume n epilogèc wc proc to pou
ja to topojetăsoume. ’Omoia gia to deÔtero, afoÔ den
apagoreÔetai na rÐxoume duo antikeÐmena sthn Ðdia
upodoqă, kok. ’Ara sunolikĹ mporÿ na topojetăsw ta r
antikeÐmena stic n upodoqèc me nr trìpouc.



Dianomă Antikeimènwn se Upodoqèc

2. Ta antikeÐmena eÐnai diaforetikĹ (diakekrimèna) kai h
seirĹ se kĹje upodoqă metrĹei.

(n + r − 1)!

(n − 1)!

ArqikĹ diatĹssw ta r antikeÐmena. Ja prosomoiÿsw tic n
upodoqèc me (n + 1) kĹjetec grammèc pou ja topojetăsw
anĹmesa sta diatetagmèna antikeÐmena. AntikeÐmena pou
brÐskontai metaxÔ thc i-stăc kai thc (i + 1)-stăc grammăc
ja jewroÔme ìti brÐskontai sthn i-stă upodoqă.

|α1α3α5|α2α6|........|︸ ︷︷ ︸
n upodoqèc



Dianomă Antikeimènwn se Upodoqèc

2. Ta antikeÐmena eÐnai diaforetikĹ (diakekrimèna) kai h
seirĹ se kĹje upodoqă metrĹei.

(n + r − 1)!

(n − 1)!

|α1α3α5|α2α6|........|︸ ︷︷ ︸
n upodoqèc

Apì tic n + 1 grammèc pou topojèthsa, mìno oi n − 1
orÐzoun tic upodoqèc (mporÿ na agnoăsw tic akraÐec). O
sunolikìc arijmìc antikeimènwn pou èqw eÐnai r + (n− 1) (r
arqikĹ antikeÐmena kai n − 1 grammèc), kai mporÿ na ta
diatĹxw me (n + r − 1)! trìpouc. ’Omwc ta n − 1
antikeÐmena (oi grammèc) eÐnai Ðdia (den eÐnai diakekrimèna),

Ĺra èqw mìno (n+r−1)!
(n−1)! diaforetikoÔc trìpouc.



Pìsoi eÐnai oi diaforetikoÐ trìpoi na perĹsoun k
(diaforetikĹ) autokÐnhta apì n diaforetikoÔc
upĹllălouc diodÐwn ìtan paÐzei rìlo h seirĹ me thn
opoÐa kĹje upĹllhloc exuphreteÐ ta autokÐnhta;

I To prÿto autokÐnhto èqei n epilogèc ìsoi kai oi upĹllhloi.
I To deÔtero autokÐnhto èqei n + 1 epilogèc: an pĹei ston

upĹllhlo pou păge kai to prÿto autokÐnhto na pĹei prÐn ă
metĹ apì autì.

I To trÐto autokÐnhto èqei n + 2 epilogèc: an pĹei ston
upĹllhlo pou păge kai to prÿto autokÐnhto na pĹei prÐn ă
metĹ apì autì, an pĹei ston upĹllhlo pou păge kai to
deÔtero autokÐnhto na pĹei prÐn ă metĹ apì autì.

I To k autokÐnhto èqei n + k − 1 epilogèc: ìmoia ìpwc
prohgoumènwc.

’Ara sunolikĹ (apì kanìna ginomènou) upĹrqoun

n(n + 1)...(n + k − 1) =
(n + k − 1)!

(n − 1)!
diaforetikoÐ trìpoi.



Dianomă Antikeimènwn se Upodoqèc

3. Ta antikeÐmena eÐnai Ðdia (den eÐnai diakekrimèna).

(
n + r − 1

r

)

’Opwc sthn prohgoÔmenh perÐptwsh, mìno pou aută th
forĹ kai ta r antikeÐmena eÐnai Ðdia (den eÐnai

diakekrimèna), epomènwc èqoume mìno (n+r−1)!
r !(n−1)! =

(n+r−1
r

)

diaforetikoÔc trìpouc na ta diatĹxoume.



Dianomă antikeimènwn se upodoqèc: me pìsouc trìpouc
mporoÔme na topojetăsoume r diaforetikĹ
(diakekrimèna) antikeÐmena se n diaforetikèc
(diakekrimènec) upodoqèc ìtan de metrĹei h seirĹ

I Gia to antikeÐmeno 1 èqoume n trìpouc (dhl. mporoÔme na
to topojetăsoume se kĹje mÐa apì tic n diajèsimec
upodoqèc)

I Gia to antikeÐmeno 2 èqoume n trìpouc (dhl. mporoÔme na
to topojetăsoume se kĹje mÐa apì tic n diajèsimec
upodoqèc)

I ...

I Gia to antikeÐmeno r èqoume n trìpouc (dhl. mporoÔme na
to topojetăsoume se kĹje mÐa apì tic n diajèsimec
upodoqèc)

I ’Ara, sunolikĹ n · ... · n︸ ︷︷ ︸
r forèc

= nr



Dianomă antikeimènwn se upodoqèc: me pìsouc trìpouc
mporoÔme na topojetăsoume r diaforetikĹ
(diakekrimèna) antikeÐmena se n diaforetikèc
(diakekrimènec) upodoqèc ìtan metrĹei h seirĹ

I 1oc trìpoc
I Oi n upodoqèc eÐnai ta diastămata pou orÐzontai apì n + 1

shmeÐa pĹnw se mia eujeÐa.
I To prÿto apì autĹ ta shmeÐa mpaÐnei pĹnta sthn arqă

kai to teleutaÐo pĹnta sto tèloc, epomènwc upĹrqoun
n − 1 Ðdia (mh diakekrimèna) shmeÐa pou prèpei na
diaqwrÐsoun r diaforetikĹ (diakekrimèna) antikeÐmena

I Epomènwc, zhtĹme tic diatĹxeic r + n − 1 antikeimènwn apì
ta opoÐa ta n − 1 eÐnai Ðdia (mh diakekrimèna). Autìc eÐnai:
(r+n−1)!
(n−1)!



Dianomă antikeimènwn se upodoqèc: me pìsouc trìpouc
mporoÔme na topojetăsoume r diaforetikĹ
(diakekrimèna) antikeÐmena se n diaforetikèc
(diakekrimènec) upodoqèc ìtan metrĹei h seirĹ

I 2oc trìpoc
I Gia to 1o apì ta r antikeÐmena, upĹrqoun n trìpoi

topojèthshc se kĹje mÐa apì tic n diajèsimec upodoqèc.
AfoÔ epilegeÐ mÐa, aută qwrÐzetai sta dÔo.

I Gia to 2o apì ta r antikeÐmena, upĹrqoun n + 1 trìpoi
topojèthshc se kĹje mÐa apì tic n diajèsimec upodoqèc kai
th 1 nèa. AfoÔ epilegeÐ mÐa, aută qwrÐzetai sta dÔo.

I Gia to 3o apì ta r antikeÐmena, upĹrqoun n + 2 trìpoi
topojèthshc se kĹje mÐa apì tic n diajèsimec upodoqèc kai
tic 2 nèec. AfoÔ epilegeÐ mÐa, aută qwrÐzetai sta dÔo, kok

I Gia to r -ì apì ta r antikeÐmena, upĹrqoun n + r − 1 trìpoi
topojèthshc se kĹje mÐa apì tic n diajèsimec upodoqèc kai
tic r − 1 nèec.

I ’Ara, sunolikĹ: n · (n + 1) · (n + 2) · ... · (n + r − 1) trìpoi



Dianomă antikeimènwn se upodoqèc: me pìsouc trìpouc
mporoÔme na topojetăsoume r Ðdia (mh diakekrimèna)
antikeÐmena se n diaforetikèc (diakekrimènec) upodoqèc
ìtan metrĹei h seirĹ

I 1oc trìpoc
I Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume r

diaforetikĹ (diakekrimèna) antikeÐmena se n diaforetikèc

(diakekrimènec) upodoqèc ìtan metrĹei h seirĹ; (r+n−1)!
(n−1)!

I AllĹ tÿra ta r antikeÐmena eÐnai Ðdia (mh diakekrimèna) ⇒
oi zhtoÔmenoi trìpoi eÐnai (r+n−1)!

(n−1)!r !



Dianomă antikeimènwn se upodoqèc: me pìsouc trìpouc
mporoÔme na topojetăsoume r Ðdia (mh diakekrimèna)
antikeÐmena se n diaforetikèc (diakekrimènec) upodoqèc
ìtan metrĹei h seirĹ

I 2oc trìpoc
I ’Opwc prin me ta diastămata sthn eujeÐa, mìno pou tÿra

tìso h omĹda pou perièqei ta n − 1 shmeÐa ìso kai aută
pou perièqei ta r antikeÐmena perièqoun Ðdia (mh

diakekrimèna) stoiqeÐa: (r+n−1)!
(n−1)!r !



’Estw ìti topojetoÔme me kĹpoion trìpo tic Ðdiec mpĹlec sta
diaforetikĹ koutiĹ.

Den allĹzei kĹti an eujugrammÐsoume tic mpĹlec.

Den allĹzei kĹti an sbăsoume kĹpoia ìria apì ta koutiĹ.
To pÿc topojetăsame tic mpĹlec sta koutiĹ mporeÐ na
parastajeÐ me mia akoloujÐa apì 0 kai 1: 0001001100



An upĹrqoun r mpĹlec kai n koutiĹ tìte prèpei na
topojetăsoume r fi0fl kai n − 1 fi1fl se n + r − 1 jèseic.
Autì gÐnetai me C (r + n − 1, r) trìpouc.



ParadeÐgmata

I Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume r Ðdiec
mpĹlec se n diaforetikĹ koutiĹ an kĹje koutÐ qwrĹei mÐa
mìno mpĹla;

I C (n, r)

I Pìsec duadikèc akoloujÐec 32 yhfÐwn èqoun akribÿc 7
Ĺssouc;

I C (32, 7)



ParadeÐgmata

I Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume r Ðdiec
mpĹlec se n diaforetikĹ koutiĹ an kĹje koutÐ qwrĹei mÐa
mìno mpĹla;

I C (n, r)

I Pìsec duadikèc akoloujÐec 32 yhfÐwn èqoun akribÿc 7
Ĺssouc;

I C (32, 7)



ParadeÐgmata

I Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume r Ðdiec
mpĹlec se n diaforetikĹ koutiĹ an kĹje koutÐ qwrĹei mÐa
mìno mpĹla;

I C (n, r)

I Pìsec duadikèc akoloujÐec 32 yhfÐwn èqoun akribÿc 7
Ĺssouc;

I C (32, 7)



ParadeÐgmata

I Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume r Ðdiec
mpĹlec se n diaforetikĹ koutiĹ an kĹje koutÐ qwrĹei mÐa
mìno mpĹla;

I C (n, r)

I Pìsec duadikèc akoloujÐec 32 yhfÐwn èqoun akribÿc 7
Ĺssouc;

I C (32, 7)



Me pìsouc trìpouc r Ðdiec mpĹlec mporoÔn na
topojethjoÔn se n diaforetikĹ koutiĹ ètsi ÿste kĹje
koutÐ na perièqei toulĹqiston 9 mpĹlec;

I fitoulĹqiston 9 mpĹlec se kĹje koutÐfl: 9n mpĹlec.

I Mènoun r − 9n Ðdiec mpĹlec tic opoÐec mporoÔme na
topojetăsoume sta n diaforetikĹ koutiĹ me ìlouc touc
dunatoÔc trìpouc ⇒ (r−9n+n−1)!

(n−1)!(r−9n)! =
(r−9n+n−1

r−9n

)



Me pìsouc trìpouc r Ðdia antikeÐmena mporoÔn na
topojethjoÔn se n upodoqèc ètsi ÿste ìlec oi upodoqèc
na pĹroun toulĹqiston 1 antikeÐmeno;

I TopojetoÔme 1 antikeÐmeno se kĹje mÐa apì tic n upodoqèc
gia na mh meÐnei kamÐa Ĺdeia. Mènoun r − n antikeÐmena.

I ’Eqoume r − n Ðdia antkeÐmena ta opoÐa mporoÔme na
topojetăsoume stic n upodoqèc me

(n+r−n−1
r−n

)
trìpouc



’Eqw 7 a, 8 b, 5 g kai 4d. Pìsec sumboloseirèc mporÿ na
ftiĹxw an den prèpei na emfanÐzetai to figafl se kamÐa
apì autèc;

I Mìno me ta 7 a, ta 8 b kai ta 4d mporÿ na ftiĹxw
19!

7!8!4!
diatĹxeic qwrÐc kanènan periorismì.

I Gia kĹje mÐa apì tic parapĹnw diatĹxeic, jewrÿ ìti ta 5 g
eÐnai 5 Ðdia antikeÐmena pou topojetoÔntai se diaforetikèc
upodoqèc pou sqhmatÐzontai apì thn upĹrqousa diĹtaxh.
’Eqoume sunolikĹ 19 grĹmmata pou sqhmatÐzoun 20
diaforetikèc upodoqèc: mÐa prin apì kĹje grĹmma kai mÐa
sto tèloc. To g de mporeÐ na topojethjeÐ prin apì a giatÐ
ja sqhmatisteÐ ga. Opìte mènoun 13 upodoqèc gia na
topojethjeÐ to g: prin apì kĹpoio b, prin apì kĹpoio d ă
sto tèloc. Oi diaforetikoÐ trìpoi na topojethjoÔn ta 5 g

eÐnai:

(
13 + 5− 1

5

)
=

17!

5!12!
.

’Ara sunolikĹ:
19!

7!8!4!
+

17!

5!12!



’Eqw n jèseic sth seirĹ kai jèlw na topojetăsw k
foithtèc gia na grĹyoun exetĹseic ÿste metaxÔ kĹje
dÔo foithtÿn na upĹrqei mÐa kenă jèsh (n ≥ 2k − 1). Me
pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporÿ na to kĹnw;

I BgĹzw foithtèc kai jranÐa apì thn aÐjousa.
I DÐnw èna jranÐo se kĹje foithtă (1 trìpoc upĹrqei afoÔ

ta jranÐa eÐnai Ðdia, desmeÔw k).
I DiatĹssw touc foithtèc me ta jranÐa touc: upĹrqoun k!

diaforetikoÐ trìpoi afoÔ oi foithtèc eÐnai diaforetikoÐ.
I Topojetÿ èna Ĺdeio jranÐo anĹmesa se kĹje zeugĹri

foithtÿn (1 trìpoc afoÔ ta jranÐa eÐnai Ðdia, desmeÔw
k − 1 jranÐa).

I MoirĹzw ta n − 2k + 1 Ðdia jranÐa pou perÐsseyan se
k + 1 diaforetikèc upodoqèc. Autì gÐnetai me(

k + 1 + n − 2k + 1− 1

n − 2k + 1

)
=

(
n − k + 1

n − 2k + 1

)

’Ara sunolikĹ upĹrqoun k! ·
(

n − k + 1

n − 2k + 1

)
diaforetikoÐ trìpoi.



SÔntomh epanĹlhyh: Me pìsouc trìpouc mporoÔme na
dianeÐmoume r antikeÐmena se n upodoqèc;

I DiaforetikĹ antikeÐmena:
I De metrĹei h seirĹ: n · n · ... · n︸ ︷︷ ︸

r

= nr

I MetrĹei h seirĹ:
(n + r − 1)!

(n − 1)!

I Idia antikeÐmena:
(n + r − 1)!

r !(n − 1)!
=

(
n + r − 1

r

)



Jèloume na steÐloume èna mănuma me 12 diaforetikĹ
sÔmbola pĹnw apì èna thlepikoinwniakì kanĹli.
Epiplèon twn sumbìlwn jèloume na steÐloume kai 45 kenĹ
metaxÔ twn sumbìlwn, me toulĹqiston 3 kenĹ metaxÔ
diaforetikÿn sumbìlwn. Me pìsouc diaforetikoÔc
trìpouc mporoÔme na metadÿsoume to mănuma;

I DiaforetikoÐ trìpoi gia na metadÿsw mìno ta 12
diaforetikĹ sÔmbola: 12!

I Gia kajènan apì autoÔc touc trìpouc, sqhmatÐzontai 11
jèseic metaxÔ twn 12 sumbìlwn, se kĹje mÐa apì tic opoÐec
prèpei na bĹloume toulĹqiston 3 kenĹ: Ĺra
qrhsimopoioÔme Ĺllouc 33 apì touc 45 kenoÔc qaraktărec.
Mènoun 12 kenĹ.

I 12 kenĹ pou mènoun ⇔ 12 Ðdia antikeÐmena pou jèloume na
topojetăsoume se 11 diaforetikĹ koutiĹ ⇔ tic jèseic pou
eÐpame prin. Autì mporeÐ na gÐnei me

(11+12−1
12

)
diaforetikoÔc trìpouc.

Epomènwc mporoÔme na metadÿsoume to mănuma me( 12!·11+12−1
12=3.097×1014

)
diaforetikoÔc trìpouc.



Jèloume na steÐloume èna mănuma me 12 diaforetikĹ
sÔmbola pĹnw apì èna thlepikoinwniakì kanĹli.
Epiplèon twn sumbìlwn jèloume na steÐloume kai 45 kenĹ
metaxÔ twn sumbìlwn, me toulĹqiston 3 kenĹ metaxÔ
diaforetikÿn sumbìlwn. Me pìsouc diaforetikoÔc
trìpouc mporoÔme na metadÿsoume to mănuma;

Epomènwc mporoÔme na metadÿsoume to mănuma me

12! ·
(

11 + 12− 1

12

)
= 3.097× 1014 diaforetikoÔc trìpouc.



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume r
diaforetikèc shmaÐec se r diaforetikoÔc istoÔc me
dedomèna ìti (a) èqei shmasÐa h seirĹ me thn opoÐa
emfanÐzontai oi shmaÐec stouc istoÔc kai (b) kanènac
istìc den prèpei na meÐnei Ĺdeioc (r ≥ n);

I Gia na isqÔei to (b):

P(r , n) = r(r − 1)...(r − n + 1) =
r !

(r − n)!
trìpoi

I Gia na isqÔei kai to (a):
(r − n + n − 1)!

(n − 1)!
=

(r − 1)!

(n − 1)!
trìpoi

Epomènwc, sunolikĹ:
r !

(r − n)!
· (r − 1)!

(n − 1)!
trìpoi.



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume 4 Ðdia
portokĹlia kai 6 diaforetikĹ măla se 5 diaforetikĹ
koutiĹ; Se poio posostì autÿn twn trìpwn
topojetoÔntai 2 akribÿc froÔta se kĹje koutÐ;

I Ta 4 Ðdia portokĹlia mporoÔme na ta topojetăsoume sta

5 koutiĹ me
(4 + 5− 1)!

4!(5− 1)!
=

8!

4!4!
= 70 diaforetikoÔc

trìpouc.

I Ta 6 diaforetikĹ măla mporoÔme na ta topojetăsoume
sta 5 koutiĹ (qwrÐc na metrĹei h seirĹ) me 56 = 15.625
diaforetikoÔc trìpouc.

Epomènwc, sunolikĹ èqoume 70 · 15.625 = 1.093.750
diaforetikoÔc trìpouc.



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume 4 Ðdia
portokĹlia kai 6 diaforetikĹ măla se 5 diaforetikĹ
koutiĹ; Se poio posostì autÿn twn trìpwn
topojetoÔntai 2 akribÿc froÔta se kĹje koutÐ;

Gia na èqoume 2 akribÿc froÔta se kĹje koutÐ, asqoloÔmaste
prÿta me ta 4 portokĹlia pou eÐnai Ðdia:

I BĹzoume apì 2 se 2 apì ta pènte koutiĹ. Pìsoi
diaforetikoÐ trìpoi na dialèxw ta koutiĹ autĹ upĹrqoun;
C (5, 2) = 5!

2!3! = 10.
Ta 6 diaforetikĹ măla mporÿ na ta qwrÐsw se 3 dimeleÐc
omĹdec (mÐa gia kajèna apì ta upìloipa 3 koutiĹ) me

6!
2!2!2! = 90 trìpouc.
’Ara sunolikĹ 10 · 90 = 900 trìpoi.



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume 4 Ðdia
portokĹlia kai 6 diaforetikĹ măla se 5 diaforetikĹ
koutiĹ; Se poio posostì autÿn twn trìpwn
topojetoÔntai 2 akribÿc froÔta se kĹje koutÐ;

I BĹzoume 2 portokĹlia se 1 koutÐ me C (5, 1) = 5!
1!4! = 5

trìpouc, kai apì èna portokĹli se 2 apì ta pènte koutiĹ
me C (4, 2) = 4!

2!2! = 6 trìpouc.
Ta 6 diaforetikĹ măla mporÿ na ta qwrÐsw se 2 dimeleÐc
omĹdec (mÐa gia kajèna apì ta upìloipa 2 koutiĹ) me
6!

2!2! = 180 trìpouc.
’Ara sunolikĹ 5 · 6 · 180 = 5.400 trìpoi.



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume 4 Ðdia
portokĹlia kai 6 diaforetikĹ măla se 5 diaforetikĹ
koutiĹ; Se poio posostì autÿn twn trìpwn
topojetoÔntai 2 akribÿc froÔta se kĹje koutÐ;

I BĹzoume apì 1 portokĹlia se 4 koutiĹ me
C (5, 4) = 5!

4!1! = 5 trìpouc.
Ta 6 diaforetikĹ măla mporÿ na ta qwrÐsw se zeugĹria
(gia to koutÐ pou mènei) me 6!

2! = 360 trìpouc.
’Ara sunolikĹ 5 · 360 = 1.800 trìpoi.

Epomènwc, sunolikĹ 900 + 5.400 + 1.800 = 8.100 trìpoi. Opìte
to zhtoÔmeno posostì eÐnai 8.100×100

1.093.750 % = 7.4%



(a) Pìsec akèraiec lÔseic thc exÐswshc
x1 + x2 + x3 + x4 = 12 me xi ≥ 0 upĹrqoun;
(b) Pìsec me xi > 0;
(g) Pìsec me x1 ≥ 2, x2 ≥ 2, x3 ≥ 4, x4 ≥ 0;

I (a) To prìblhma eÐnai Ðdio me thn eÔresh twn diaforetikÿn
trìpwn topojèthshc 12 Ðdiwn antikeimènwn (twn monĹdwn)
se 4 diaforetikĹ koutiĹ (touc ìrouc thc exÐswshc).

Epomènwc upĹrqoun
(12 + 4− 1)!

12!(4− 1)!
= 455 trìpoi, dhl.,

diaforetikèc lÔseic.



(a) Pìsec akèraiec lÔseic thc exÐswshc
x1 + x2 + x3 + x4 = 12 me xi ≥ 0 upĹrqoun;
(b) Pìsec me xi > 0;
(g) Pìsec me x1 ≥ 2, x2 ≥ 2, x3 ≥ 4, x4 ≥ 0;

I (b) To prìblhma eÐnai Ðdio me thn eÔresh twn diaforetikÿn
trìpwn topojèthshc 12 Ðdiwn antikeimènwn (twn monĹdwn)
se 4 diaforetikĹ koutiĹ (touc ìrouc thc exÐswshc) allĹ
kĹnena koutÐ na mhn eÐnai Ĺdeio. Epomènwc upĹrqoun
(8 + 4− 1)!

8!(4− 1)!
= 165 trìpoi, dhl., diaforetikèc lÔseic.



(a) Pìsec akèraiec lÔseic thc exÐswshc
x1 + x2 + x3 + x4 = 12 me xi ≥ 0 upĹrqoun;
(b) Pìsec me xi > 0;
(g) Pìsec me x1 ≥ 2, x2 ≥ 2, x3 ≥ 4, x4 ≥ 0;

I (g) To prìblhma eÐnai Ðdio me thn eÔresh twn diaforetikÿn
trìpwn topojèthshc 12 Ðdiwn antikeimènwn (twn monĹdwn)
se 4 diaforetikĹ koutiĹ (touc ìrouc thc exÐswshc) me touc
dosmènouc periorismoÔc. Epomènwc upĹrqoun
(4 + 4− 1)!

4!(4− 1)!
= 35 trìpoi, dhl., diaforetikèc lÔseic.



(a) Pìsec mh arnhtikèc akèraiec lÔseic èqei h exÐswsh
x1 + x2 + ... + x6 = 10;
(b) Pìsec mh arnhtikèc akèraiec lÔseic èqei h anÐswsh
x1 + x2 + ... + x6 < 10;

I (a) To prìblhma eÐnai Ðdio me thn eÔresh twn diaforetikÿn
trìpwn topojèthshc 10 Ðdiwn antikeimènwn (twn monĹdwn)
se 6 diaforetikĹ koutiĹ (touc ìrouc thc exÐswshc).

Epomènwc upĹrqoun (6+10−1)!
10!(6−1)! = 3003 trìpoi, dhl.,

diaforetikèc lÔseic.
I (b) AntÐ na asqolhjÿ me thn anÐswsh

x1 + x2 + ... + x6 < 10 yĹqnw isodÔnama tic lÔseic thc
exÐswshc: x1 + x2 + ... + x6 + x7 = 10 me touc periorismoÔc:
xi ≥ 0, 0 ≤ i ≤ 6 kai x7 > 0. To prìblhma eÐnai Ðdio me thn
eÔresh twn diaforetikÿn trìpwn topojèthshc 10 Ðdiwn
antikeimènwn (twn monĹdwn) se 7 diaforetikĹ koutiĹ, allĹ
1 koutÐ prèpei pĹnta na mhn eÐnai Ĺdeio. Epomènwc
upĹrqoun (7+9−1)!

9!(7−1)! = 5005 trìpoi, dhl., diaforetikèc lÔseic.



Se èna magazÐ ta antikeÐmena A, B kai G kostÐzoun apì
5 eurÿ kai to antikeÐmeno D 20 eurÿ. An jèlw na xodèyw
sunolikĹ 100 eurÿ pìsec diaforetikèc agorèc mporÿ na
kĹnw;

I To mikrìtero posì eÐnai ta 5 eurÿ kai ta Ĺlla eÐnai
pollaplĹsiĹ tou. Opìte jewrÿ autì wc monĹda kai
mporÿ na diatupÿsw thn parapĹnw erÿthsh wc:
A + B + Γ + 4∆ = 20 me A,B, Γ, ∆ ≥ 0.

I Epeidă to D èqei suntelestă 4, prèpei na poÔme rhtĹ pìsa
antikeÐmena tÔpou D agorĹzoume. ’Estw i to plăjoc touc.
Opìte h exÐswsh gÐnetai:
A + B + Γ + 4i = 20 ⇔ A + B + Γ = 20− 4i me
A, B, Γ, ∆ ≥ 0 kai 0 ≤ i ≤ 5.



Se èna magazÐ ta antikeÐmena A, B kai G kostÐzoun apì
5 eurÿ kai to antikeÐmeno D 20 eurÿ. An jèlw na xodèyw
sunolikĹ 100 eurÿ pìsec diaforetikèc agorèc mporÿ na
kĹnw;

I To prìblhma eÐnai Ðdio me thn eÔresh twn diaforetikÿn
trìpwn topojèthshc 20− 4i Ðdiwn antikeimènwn (twn
monĹdwn) se 3 diaforetikĹ koutiĹ, gia kĹje timă 0 ≤ i ≤ 5.

Epomènwc upĹrqoun
5∑

i=0

(20− 4i + 3− 1)!

(20− 4i)!(3− 1)!
=

5∑

i=0

(20− 4i + 3− 1)!

(20− 4i)!2!
=

5∑

i=0

(11− 2i)!

(20− 4i)!
= 536 trìpoi, dhl.,

diaforetikèc lÔseic.



SÔnoyh-PraktikĹ (1)

’Eqw 10 yhfÐa (diakekrimèna antikeÐmena).

I Mporÿ na ftiĹxw 10 · 9 · 8 · 7 diaforetikèc 4-Ĺdec
(diatĹxeic 4 apì 10 antikeimènwn = P(10, 4)).
PARATHRHSH: h tetrĹda 1,2,3,4 eÐnai diaforetikă apì thn
tetrĹda 4,3,2,1

I Mporÿ na dialèxw
10 · 9 · 8 · 7

4!
diaforetikèc 4-Ĺdec

(sunduasmoÐ 4 apì 10 antikeimènwn = C (10, 4) = P(10,4)
P(4,4) ).

PARATHRHSH: h tetrĹda 1,2,3,4 metrĹei 1 forĹ kai den
eÐnai diaforetikă apì thn tetrĹda 4,3,2,1



SÔnoyh-PraktikĹ (2)

I ’Eqw 100 mpĹlec (mh diakekrimèna antikeÐmena).
Tic qwrÐzw se omĹdec apì prĹsinec, kìkkinec kai mple
mpĹlec.
Oi prĹsinec mpĹlec eÐnai 60, oi kìkkinec 30 kai oi mple 10.

UpĹrqoun
100!

60!30!10!
trìpoi na diatĹxw tic 100 mpĹlec.

I ’Eqw 2 diaforetikĹ duadikĹ yhfÐa (diakekrimèna
antikeÐmena): 0 kai 1.
’Eqw ìsa jèlw apì autĹ (epitrèpontai oi epanalăyeic).
Mporÿ na ftiĹxw 25 diaforetikèc 5-Ĺdec.

I ’Eqw 2 zĹria allĹ de me endiafèrei h seirĹ pou pèftoun
(sunduasmoÐ).
KĹje zĹri èqei 6 pijanèc timèc kai mporeÐ na fèrnei thn
Ðdia timă suneqÿc (epitrèpontai epanalăyeic).
UpĹrqoun sunolikĹ C (6 + 2− 1, 2) zarièc.



SÔnoyh-PraktikĹ (3)

I ’Eqw n antikeÐmena, èna apì to kajèna kai de me noiĹzei h
seirĹ.
UpĹrqoun 2n − 1 trìpoi gia na epilèxw èna ă perissìtera
apì autĹ.

I 2: epilègw/den epilègw kĹpoio antikeÐmeno
I -1: prèpei na epilèxw toulĹqiston èna

I ’Eqw t omĹdec mh diakekrimènwn antikeimènwn, kĹje mÐa me
mègejoc q1, q2, ..., qt , antÐstoiqa.

I Mporÿ na dialèxw èna ă perissìtera antikeÐmena me
(q1 + 1)(q2 + 1)...(qt + 1)− 1 trìpouc.



SÔnoyh-PraktikĹ (4)

I n diakekrimènec upodoqèc, r diakekrimèna antikeÐmena, de
metrĹei h seirĹ stic upodoqèc: nr trìpoi (mporeÐ na
upĹrqoun kai Ĺdeiec upodoqèc)

I n diakekrimènec upodoqèc, r diakekrimèna antikeÐmena,

metrĹei h seirĹ stic upodoqèc:
(n + r − 1)!

(n − 1)!
trìpoi (mporeÐ

na upĹrqoun kai Ĺdeiec upodoqèc)

I n diakekrimènec upodoqèc, r mh diakekrimèna antikeÐmena:(
n + r − 1

r

)
=

(n + r − 1)!

(n − 1)!r !
trìpoi (mporeÐ na upĹrqoun

kai Ĺdeiec upodoqèc)



Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I DiwnumikoÐ Suntelestèc



DiwnumikoÐ Suntelestèc

(1 + x)n =

diÿnumo︷ ︸︸ ︷
(1 + x) ·(1 + x) · ... · (1 + x)︸ ︷︷ ︸

n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
xk

I Gia ton suntelestă tou xk :
Apì kĹje diÿnumo mporoÔme na pĹroume èna fix fl gia na
sqhmatÐsoume to xk , mporeÐ kai ìqi. Epomènwc èqoume n
eukairÐec (ìsa kai ta diÿnuma) na pĹroume k antikeÐmena
fix fl. O arijmìc twn trìpwn pou mporoÔme na pĹroume k
antikeÐmena apì n qwrÐc na mac endiafèrei h seirĹ, eÐnai(n
k

)
.

I GenikĹ:

(x + y)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
xkyn−k



Idiìthtec Diwnumikÿn Suntelestÿn

1.

(
n

k

)
=

(
n

n − k

)

Oi trìpoi pou mporÿ na dialèxw k antikeÐmena apì n eÐnai
Ðsoi me touc trìpouc pou mporÿ na dialèxw ta (upìloipa)
n − k antikeÐmena apì ta n.

2.

(
n + 1

k + 1

)
=

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)

’Estw ìti xeqwrÐzw èna antikeÐmeno apì ta n + 1. An pĹrw
k + 1 antikeÐmena sunolikĹ, mporÿ na sumperilĹbw kai
autì pou xeqÿrisa ă ìqi. Sthn prÿth perÐptwsh prèpei na
pĹrw ta upìloipa k antikeÐmena apì ta (upìloipa) n, enÿ
sthn deÔterh, prèpei na pĹrw kai ta k + 1 antikeÐmena apì
ta n.

3.

(
n + r + 1

r

)
=

r∑

k=0

(
n + k

k

)



Idiìthtec Diwnumikÿn Suntelestÿn

1.

(
n

k

)
=

(
n

n − k

)

Oi trìpoi pou mporÿ na dialèxw k antikeÐmena apì n eÐnai
Ðsoi me touc trìpouc pou mporÿ na dialèxw ta (upìloipa)
n − k antikeÐmena apì ta n.

2.

(
n + 1

k + 1

)
=

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)

’Estw ìti xeqwrÐzw èna antikeÐmeno apì ta n + 1. An pĹrw
k + 1 antikeÐmena sunolikĹ, mporÿ na sumperilĹbw kai
autì pou xeqÿrisa ă ìqi. Sthn prÿth perÐptwsh prèpei na
pĹrw ta upìloipa k antikeÐmena apì ta (upìloipa) n, enÿ
sthn deÔterh, prèpei na pĹrw kai ta k + 1 antikeÐmena apì
ta n.

3.

(
n + r + 1

r

)
=

r∑

k=0

(
n + k

k

)



Idiìthtec Diwnumikÿn Suntelestÿn

1.

(
n

k

)
=

(
n

n − k

)

Oi trìpoi pou mporÿ na dialèxw k antikeÐmena apì n eÐnai
Ðsoi me touc trìpouc pou mporÿ na dialèxw ta (upìloipa)
n − k antikeÐmena apì ta n.

2.

(
n + 1

k + 1

)
=

(
n

k + 1

)
+

(
n

k

)

’Estw ìti xeqwrÐzw èna antikeÐmeno apì ta n + 1. An pĹrw
k + 1 antikeÐmena sunolikĹ, mporÿ na sumperilĹbw kai
autì pou xeqÿrisa ă ìqi. Sthn prÿth perÐptwsh prèpei na
pĹrw ta upìloipa k antikeÐmena apì ta (upìloipa) n, enÿ
sthn deÔterh, prèpei na pĹrw kai ta k + 1 antikeÐmena apì
ta n.

3.

(
n + r + 1

r

)
=

r∑

k=0

(
n + k

k

)



Idiìthtec Diwnumikÿn Suntelestÿn

4.

(
n + 1

r + 1

)
=

n∑

k=r

(
k

r

)

5.

(
n

r

)
=

n

r

(
n − 1

r − 1

)

Gia na dialèxw r antikeÐmena apì n arkeÐ na dialèxw
prÿta èna antikeÐmeno, kai ta upìloipa r − 1 antikeÐmena
na ta dialèxw apì ta upìloipa n − 1. To fiprÿtofl
antikeÐmeno mporÿ na to epilèxw me n trìpouc, kai ta
upìloipa r − 1 me

(n−1
r−1

)
trìpouc. Epeidă ìmwc den èqei

shmasÐa poio apì ta r antikeÐmena eÐnai prÿto (dhladă ja
mporouse na eÐnai prÿto opoiodăpote apì ta upìloipa
r − 1 antikeÐmena pou epelèghsan ston sunduasmì, qwrÐc
na prokÔptei diaforetikìc sunduasmìc), diairÿ me r .



Idiìthtec Diwnumikÿn Suntelestÿn

4.

(
n + 1

r + 1

)
=

n∑

k=r

(
k

r

)

5.

(
n

r

)
=

n

r

(
n − 1

r − 1

)

Gia na dialèxw r antikeÐmena apì n arkeÐ na dialèxw
prÿta èna antikeÐmeno, kai ta upìloipa r − 1 antikeÐmena
na ta dialèxw apì ta upìloipa n − 1. To fiprÿtofl
antikeÐmeno mporÿ na to epilèxw me n trìpouc, kai ta
upìloipa r − 1 me

(n−1
r−1

)
trìpouc. Epeidă ìmwc den èqei

shmasÐa poio apì ta r antikeÐmena eÐnai prÿto (dhladă ja
mporouse na eÐnai prÿto opoiodăpote apì ta upìloipa
r − 1 antikeÐmena pou epelèghsan ston sunduasmì, qwrÐc
na prokÔptei diaforetikìc sunduasmìc), diairÿ me r .



Idiìthtec

I C (n, r) = C (n − 1, r) + C (n − 1, r − 1)
’Enac sunduasmìc mporeÐ eÐte na perièqei to n-stì stoiqeÐo
eÐte ìqi.
UpĹrqoun C (n − 1, r) sunduasmoÐ pou den perièqoun to
n-stì stoiqeÐo kai C (n − 1, r − 1) sunduasmoÐ pou to
perièqoun.

I C (n, r) = n
r C (n − 1, r − 1)

KĹje stoiqeÐo metèqei se C (n − 1, r − 1) sunduasmoÔc twn
n anĹ r .
Sunolikèc summetoqèc gia ta n stoiqeÐa: n · C (n − 1, r − 1)
Oi sunolikèc summetoqèc stoiqeÐwn eÐnai r · C (n, r).



DiwnumikoÐ suntelestèc

I (1 + x): diÿnumo

I (1 + x)n: poluÿnumo bajmoÔ n

I O suntelestăc tou x r sto poluÿnumo isoÔtai me to plăjoc
twn trìpwn na epilèxoume r apì touc n ìrouc x pou
emfanÐzontai sto ginìmeno (1 + x)...(1 + x)︸ ︷︷ ︸

n forèc
I Epomènwc, suntelestăc tou x r sto poluÿnumo

(1 + x)n = C (n, r)

I anĹptugma diwnÔmou tou NeÔtwna: (1 + x)n =
n∑

r=0

C (n, r)x r

I GenikĹ: (s + t)n =
n∑

r=0

C (n, r)sr tn−r



Poio eÐnai o stajerìc ìroc sto anĹptugma tou
(x2 + 1

x )12;

I IsqÔei (s + t)n =
n∑

r=0

C (n, r)sr tn−r

I Gia s = x2 kai t = 1
x = x−1 èqoume:

I (x2 + 1
x )12 = (x2 + x−1)12 =

12∑

r=0

C (n, r)x2rx−12+r =

12∑

r=0

C (12, r)x3r−12

I O stajerìc ìroc eÐnai o sunetelestăc tou x0. Dhladă,
prèpei 3r − 12 = 0 ⇔ r = 4. Epomènwc, o zhtoÔmenoc
suntelestăc eÐnai o C (12, 4) = 495



Poioc eÐnai o suntelestăc tou x40 sthn parĹstash
(1 + x4 + x5)100; Parathrăste ìti sthn exÐswsh
4i + 5j = 40 oi akèraiec lÔseic eÐnai oi
(i , j) ∈ {(0, 8), (5, 4), (10, 0)}

I IsqÔei (s + t)n =
n∑

r=0

C (n, r)sr tn−r

I Gia s = x5 kai t = 1 + x4 èqoume:

I (1 + x4 + x5)100 =
100∑

r=0

(
100

r

)
x5·r (1 + x4)100−r

I (1 + x4)100−j =
100−r∑

k=0

(
100− r

k

)
x4·k ⇒



I (1 + x4 + x5)100 =
100∑

r=0

(
100

r

)
x5·r

100−r∑

k=0

(
100− r

k

)
x4·k

I Gia na upologÐsoume to suntelestă tou x40 prèpei na
epilèxoume katĹllhla zeÔgh timÿn gia k kai r tètoia ÿste
4k + 5r = 40, me k kai r jetikoÔc akèraiouc mikrìterouc
tou 100. AutĹ dÐnontai apì thn ekfÿnhsh:
{(0, 8), (5, 4), (10, 0)}

I Opìte o suntelestăc tou x40 eÐnai:(100
8

)(92
0

)
+

(100
4

)(96
5

)
+

(100
0

)(100
10

)



Gia kĹje fusikì arijmì n isqÔei:
n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n

I Gia kĹje x isqÔei:
n∑

i=0

(
n

i

)
x i = (1 + x)n

I Gia x = 1 h parapĹnw sqèsh dÐnei:
n∑

i=0

(
n

i

)
= (1+1)n = 2n



Gia kĹje fusikì arijmì n isqÔei:
n∑

i=0

(
n

i

)
2i = 3n

I Gia kĹje x isqÔei:
n∑

i=0

(
n

i

)
x i = (1 + x)n

I Gia x = 2 h parapĹnw sqèsh dÐnei:
n∑

i=0

(
n

i

)
2i = (1 + 2)n = 3n



Gia kĹje fusikì arijmì n isqÔei:(
n
0

)
+

(
n
2

)
+

(
n
4

)
+ ... =

(
n
1

)
+

(
n
3

)
+

(
n
5

)
+ ...

I Gia kĹje x isqÔei:
n∑

i=0

(
n

i

)
x i = (1 + x)n

I Gia x = −1 h parapĹnw sqèsh dÐnei:
n∑

i=0

(
n

i

)
(−1)i = 0

I
(n
0

)− (n
1

)
+

(n
2

)− (n
3

)
+

(n
4

)− (n
5

)
+ ... = 0 ⇒

I
(n
0

)
+

(n
2

)
+

(n
4

)
+ ... =

(n
1

)
+

(n
3

)
+

(n
5

)
+ ...



Gia kĹje fusikì arijmì n isqÔei:
n∑

i=0

i ·
(

n

i

)
= n2n−1

I Gia kĹje x isqÔei:
n∑

i=0

(
n

i

)
x i = (1 + x)n

I ParagwgÐzoume kai ta dÔo mèlh thc isìthtac:
n∑

i=0

i ·
(

n

i

)
x i−1 = n(1 + x)n−1

I Jètoume x = 1 kai h parapĹnw sqèsh dÐnei:
n∑

i=0

i ·
(

n

i

)
= n(1 + 1)n−1 = n2n−1



Gia kĹje fusikì arijmì n isqÔei:
n∑

i=0

(
n

i

)2

=

(
2n

n

)

I Epeidă
(n

i

)
=

( n
n−i

)
, eÐnai

n∑

i=0

(
n

i

)2

=
n∑

i=0

(
n

i

)(
n

n − i

)

I
(2n

n

)
shmaÐnei na dialèxoume n apì 2n antikeÐmena. Autì

mporeÐ na gÐnei wc exăc:
I QwrÐzoume ta 2n antikeÐmena se 2 omĹdec ÿste kĹje mÐa na

èqei n antikeÐmena.
I Gia i = 0, 1, 2, 3, ..., n, dialègoume i antikeÐmena apì thn

prÿth omĹda me
(
n
i

)
trìpouc kai n − i antikeÐmena apì th

deÔterh omĹda me
(

n
n−i

)
trìpouc.

I Gia i = 0, 1, 2, 3, ..., n, upĹrqoun
(
n
i

)(
n

n−i

)
trìpoi epilogăc.

I Ta endeqìmena gia diaforetikèc timèc tou i eÐnai amoibaÐa
apokleiìmena, opìte me kanìna ajroÐsmatoc èqoume:(

2n

n

)
=

n∑

i=0

(
n

i

)(
n

n − i

)



ApodeÐxte ìti:

(
m + n

r

)
=

r∑

k=0

(
m

r − k

)(
n

k

)

I
(

m + n

r

)
: me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw r apì èna

sÔnolo me m arijmhmènec prĹsinec mpĹlec kai n
arijmhmènec kìkkinec mpĹlec.

I EÐnai san na dialègw (1) r − k apì tic m arijmhmènec
prĹsinec mpĹlec kai (2) tic upìloipec k apì tic n
arijmhmènec kìkkinec mpĹlec.

I To (1) mporeÐ na gÐnei me

(
m

r − k

)
trìpouc kai to (2) me

(
n

k

)
trìpouc. ’Ara sunolikĹ upĹrqoun

(
m

r − k

)(
n

k

)

trìpoi gia kĹje timă tou k .
I Ta gegonìta eÐnai amoibaÐa apokleiìmena gia diaforetikèc

timèc tou k . Opìte apì kanìna ajroÐsmatoc, upĹrqoun

sunolikĹ
r∑

k=0

(
m

r − k

)(
n

k

)
trìpoi.



ApodeÐxte ìti:

(
m + n

r

)
=

r∑

k=0

(
m

r − k

)(
n

k

)

I ’Amesh sunèpeia:

(
2n

n

)
=

n∑

k=0

(
n

n − k

)(
n

k

)
=

n∑

k=0

(
n

k

)2



TrÐgwno tou Pascal

I Anadromikìc trìpoc upologismoÔ diwnumikÿn suntelestÿn.

(
n

k

)
=





(
n − 1

k − 1

)
+

(
n − 1

k

)
, an 0 < k < n

1, diaforetikĹ.



H Ôlh sunoptikĹ...

I Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I Gennătriec sunartăseic

I Egkleismìc - Apokleismìc

I JewrÐa Polyá



H Ôlh sunoptikĹ...

I Gennătriec sunartăseic



Ti eÐnai h gennătria

I Sthn akoloujÐa twn arijmÿn

α0, α1, α2, α3, ...

antistoiqeÐ h gennătria sunĹrthsh:

A(z) = α0 + α1z + α2z
2 + α3z

3 + ...

pou grĹfetai pio sÔntoma:

∞∑

n=0

αnz
n

I An h akoloujÐa eÐnai peperasmènh (stamatĹei p.q., ston
ìro α10) tìte kai h gennătria èqei peperasmèno măkoc:
10∑

n=0

αnz
n



Ti eÐnai h gennătria

I ’Estw h akoloujÐa α0 = 1, α1 = 0, α2 = 2, α3 = 5 enÿ gia
n ≥ 4 eÐnai αn = 0.

I H antÐstoiqh gennătria sunĹrthsh eÐnai h:

3∑

n=0

αnz
n = 1 + 2z2 + 5z3



Qrhsimìthta gennhtriÿn sunartăsewn

I Se orismèna polÔploka problămata eÐnai dÔskolo na
doulèyoume me akoloujÐec.

I Metatrèpoume tic akoloujÐec se gennătriec sunartăseic
(tic opoÐec mporoÔme na diaqeiristoÔme eukolìtera giatÐ
moiĹzoun me poluÿnuma), katalăgoume se mia telikă
gennătria sunĹrthsh kai epistrèfoume sthn telikă
akoloujÐa pou dÐnei lÔsh sto prìblhmĹ mac.



Qrăsimec sqèseic

I Apì gewmetrikèc proìdouc ja qreiastoÔme touc tÔpouc:

1 + λ + λ2 + λ3 + ... + λn =
1− λn+1

1− λ

I enÿ ìtan èqoume Ĺpeirouc ìrouc:

1 + λ + λ2 + λ3 + ... =
1

1− λ
, isqÔei mìnon ìtan λ < 1

I H ekjetikă sunĹrthsh ex mporeÐ na grafeÐ kai wc Ĺpeirh
seirĹ wc:

ex = 1 + x +
x2

2!
+

x3

3!
+ ...



ParĹdeigma

Poia eÐnai h gennătria sunĹrthsh thc stajerăc akoloujÐac
5, 5, ...;

I Prìkeitai gia thn akoloujÐa αn = 5, gia kĹje n. Epomènwc
h antÐstoiqh gennătria sunĹrthsh eÐnai:

∞∑

n=0

5zn = 5 + 5z + 5z2 + 5z3 + ... = 5(1 + z + z2 + z3 + ...) =

5
1

1− z
=

5

1− z



ParĹdeigma

Poia eÐnai h gennătria sunĹrthsh thc stajerăc akoloujÐac
αn = n + 1;

I Prìkeitai gia thn akoloujÐa α0 = 1, α1 = 2, α2 = 3,
α3 = 4, ... Epomènwc h antÐstoiqh gennătria sunĹrthsh
eÐnai:

1 + 2z + 3z2 + 4z3 + ...

I Gia na broÔme fikleistìfl tÔpo, parathroÔme ìti oi ìroi eÐnai
parĹgwgoi twn dunĹmewn tou z :

z ′ + (z2)′ + (z3)′ + (z4)′ + ... = (z + z2 + z3 + z4 + ...)′ =

[
z(1 + z + z2 + z3 + ...)

]′
=

[
z

1

1− z

]′
=

(
z

1− z
)′ =

1

(1− z)2



Gennătriec sunartăseic se problămata sunduastikăc

I Me pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume n antikeÐmena
ìtan...;

I AfoÔ kĹnoume diergasÐec (ja doÔme sth sunèqeia pÿc)
katalăgoume se mÐa gennătria sunĹrthsh

α0 + α1z + α2z
2 + α3z

3 + ...

kai h apĹnthsh brÐsketai sto suntelestă tou zn, dhl.
mporoÔme na dialèxoume n antikeÐmena me αn trìpouc:
3 antikeÐmena me α3 trìpouc
100 antikeÐmena me α100 trìpouc...

I Dhl. de qreiĹzetai na lÔsoume to prìblhma qwristĹ gia
n = 3, gia n = 100 ktl: to lÔnoume mia kai kală kai oi
suntelestèc αn dÐnoun thn apĹnthsh gia kĹje n



PraktikĹ stic askăseic
’Otan epilègoume antikeÐmena enìc sugkekrimènou eÐdouc,
antistoiqeÐ ènac parĹgontac pou eÐnai kommĹti tou:

z0 + z1 + z2 + z3 + z4 + ...

Oi ekjètec deÐqnoun tic epilogèc pou mporoÔme na kĹnoume:
I An jèloume na epilèxoume apì 3 mèqri 6 antikeÐmena:

(z3 + z4 + z5 + z6)

I An jèloume na epilèxoume apì 0 eÐte 1 eÐte 5 eÐte 7
antikeÐmena:

(z0 + z1 + z5 + z7) = (1 + z + z5 + z7)

I An jèloume na epilèxoume to polÔ 2 antikeÐmena:

(z0 + z1 + z2) = (1 + z + z2)

I An jèloume na epilèxoume toulĹqiston 5 antikeÐmena:

(z5 + z6 + z7 + ...)



PraktikĹ stic askăseic

’Otan epilègoume antikeÐmena enìc sugkekrimènou eÐdouc,
antistoiqeÐ ènac parĹgontac pou eÐnai kommĹti tou:

z0 + z1 + z2 + z3 + z4 + ...

Oi ekjètec deÐqnoun tic epilogèc pou mporoÔme na kĹnoume:

I An jèloume na epilèxoume perittì plăjoc antikeimènwn, to
polÔ 5:

(z1 + z3 + z5) = (z + z3 + z5)

I An den upĹrqei periorismìc, tìte antistoiqeÐ olìklhrh h
parapĹnw parĹstash.

EpanalambĹnoume th diadikasÐa gia kĹje eÐdoc Ðdiwn
antikeimènwn xeqwristĹ, kai sto tèloc
pollaplasiĹzoume touc parĹgontec pou brăkame.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 0 mpĹlec;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 1 mpĹla;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 2 mpĹlec;
Me 1: 2 maÔrec - afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2
maÔrec mpĹlec.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 0 mpĹlec;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 1 mpĹla;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 2 mpĹlec;
Me 1: 2 maÔrec - afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2
maÔrec mpĹlec.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 0 mpĹlec;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 1 mpĹla;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 2 mpĹlec;
Me 1: 2 maÔrec - afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2
maÔrec mpĹlec.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 0 mpĹlec;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 1 mpĹla;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 2 mpĹlec;
Me 1: 2 maÔrec - afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2
maÔrec mpĹlec.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 0 mpĹlec;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 1 mpĹla;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 2 mpĹlec;
Me 1: 2 maÔrec - afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2
maÔrec mpĹlec.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 0 mpĹlec;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 1 mpĹla;
Me kanènan afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2 maÔrec
mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 2 mpĹlec;
Me 1: 2 maÔrec - afoÔ prèpei na èqw toulĹqiston 2
maÔrec mpĹlec.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 3 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec ă 1 Ĺsprh kai 2 maÔrec mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 4 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec kai 1 Ĺsprh ă 2 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 5 mpĹlec;
Me 1: na tic epilèxw ìlec - 3 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

Pÿc mporoÔme na pĹroume ta Ðdia apotelèsmata me mia
gennătria sunĹrthsh;



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 3 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec ă 1 Ĺsprh kai 2 maÔrec mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 4 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec kai 1 Ĺsprh ă 2 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 5 mpĹlec;
Me 1: na tic epilèxw ìlec - 3 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

Pÿc mporoÔme na pĹroume ta Ðdia apotelèsmata me mia
gennătria sunĹrthsh;



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 3 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec ă 1 Ĺsprh kai 2 maÔrec mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 4 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec kai 1 Ĺsprh ă 2 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 5 mpĹlec;
Me 1: na tic epilèxw ìlec - 3 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

Pÿc mporoÔme na pĹroume ta Ðdia apotelèsmata me mia
gennătria sunĹrthsh;



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 3 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec ă 1 Ĺsprh kai 2 maÔrec mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 4 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec kai 1 Ĺsprh ă 2 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 5 mpĹlec;
Me 1: na tic epilèxw ìlec - 3 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

Pÿc mporoÔme na pĹroume ta Ðdia apotelèsmata me mia
gennătria sunĹrthsh;



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 3 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec ă 1 Ĺsprh kai 2 maÔrec mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 4 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec kai 1 Ĺsprh ă 2 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 5 mpĹlec;
Me 1: na tic epilèxw ìlec - 3 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

Pÿc mporoÔme na pĹroume ta Ðdia apotelèsmata me mia
gennătria sunĹrthsh;



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 3 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec ă 1 Ĺsprh kai 2 maÔrec mpĹlec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 4 mpĹlec;
Me 2: 3 maÔrec kai 1 Ĺsprh ă 2 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

I Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw 5 mpĹlec;
Me 1: na tic epilèxw ìlec - 3 maÔrec kai 2 Ĺsprec.

Pÿc mporoÔme na pĹroume ta Ðdia apotelèsmata me mia
gennătria sunĹrthsh;



’Eqoume 2 Ĺsprec kai 3 maÔrec mpĹlec. Jèloume na
dialèxoume merikèc mpĹlec (de mĹc endiafèrei h seirĹ)
allĹ me ton exăc periorismì:
na dialèxoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec

’Eqoume 2 Ĺsprec mpĹlec, Ĺra sthn epilogă twn Ĺsprwn
mpalÿn antistoiqeÐ o parĹgontac:

(z0 + z1 + z2) = (1 + z + z2)

’Eqoume 3 maÔrec mpĹlec kai prèpei upoqrewtikĹ na epilèxoume
2 maÔrec mpĹlec, Ĺra sthn epilogă twn maÔrwn mpalÿn
antistoiqeÐ o parĹgontac:

(z2 + z3)

Epomènwc, h gennătria sunĹrthsh eÐnai:

A(x) = (1 + z + z2)(z2 + z3) = z2 + 2z3 + 2z4 + z5 =

0z0 + 0z1 + 1z2 + 2z3 + 2z4 + 1z5



Paratărhsh

An se mia omĹda èqoume Ĺpeira antikeÐmena apì ta opoÐa
mporoÔme na dialèxoume, o antÐstoiqoc parĹgontac eÐnai
kommĹti tou

(1 + z + z2 + z3 + ...)

to opoÐo an to doÔme san Ĺjroisma ìrwn gewmetrikăc proìdou
isoÔtai me:

1

1− z
= (1− z)−1



’Eqoume 2 Ĺsprec kai Ĺpeirec maÔrec mpĹlec. Me pìsouc
trìpouc mporoÔme na dialèxoume n mpĹlec ìtan
dialègoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec;

Sthn epilogă twn Ĺsprwn mpalÿn antistoiqeÐ o parĹgontac

(1 + z + z2)

Sthn epilogă twn maÔrwn mpalÿn, epeidă jèloume toulĹqiston
2 maÔrec mpĹlec, antistoiqeÐ o parĹgontac

(z2 + z3 + z4 + ...)

Epomènwc, h gennătria sunĹrthsh eÐnai:

A(x) = (1 + z + z2)(z2 + z3 + z4 + ...) =

(z2 + z3 + z4 + ...) + (z3 + z4 + z5 + ...) + (z4 + z5 + z6 + ...) =

z2 + 2z3 + 3z4 + 3z5 + 3z6 + ...

Oi sunetelestèc deÐqoun tic antÐstoiqec apantăseic.



’Eqoume 2 Ĺsprec kai Ĺpeirec maÔrec mpĹlec. Me pìsouc
trìpouc mporoÔme na dialèxoume n mpĹlec ìtan
dialègoume upoqrewtikĹ toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec;

z2 + 2z3 + 3z4 + 3z5 + 3z6 + ...

ParĹdeigma: Me pìsouc trìpouc mporÿ na epilèxw 5 mpĹlec;
H apĹnthsh brÐsketai sto suntelesth tou z5: me 3 trìpouc.
PrĹgmati, oi dunatèc epilogèc eÐnai:
5 maÔrec mpĹlec
4 maÔrec kai 1 Ĺsprh mpĹla
3 maÔrec mpĹlec kai 2 Ĺsprec mpĹlec



’Otan ta antikeÐmena èqoun kĹpoio mègejoc (p.q., bĹroc,
nomismatikă axÐa, ktl)

ParĹdeigma: ’Eqoume 2 Ĺsprec twn 5 kilÿn kai Ĺpeirec
maÔrec mpĹlec twn 10 kilÿn.
AllĹzei kĹti sto erÿthma fifiMe pìsouc trìpouc mporÿ na
dialèxw 5 mpĹlec;flfl
OQI, afoÔ to bĹroc den paÐzei kanèna rìlo, h apĹnthsh kai
pĹli eÐnai 3.
’Allo erÿthma fifiMe pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw mpĹlec
ÿste na sugkentrÿsw bĹroc 40 kilÿn;flfl
PraktikĹ, oi trìpoi eÐnai 2:
5 + 5 + 10 + 10 + 10 kai 10 + 10 + 10 + 10
Pÿc ja pèrname aută thn apĹnthsh me gennătriec;



’Otan ta antikeÐmena èqoun kĹpoio mègejoc (p.q., bĹroc,
nomismatikă axÐa, ktl)

ParĹdeigma: ’Eqoume 2 Ĺsprec twn 5 kilÿn kai Ĺpeirec
maÔrec mpĹlec twn 10 kilÿn.
AllĹzei kĹti sto erÿthma fifiMe pìsouc trìpouc mporÿ na
dialèxw 5 mpĹlec;flfl
OQI, afoÔ to bĹroc den paÐzei kanèna rìlo, h apĹnthsh kai
pĹli eÐnai 3.
’Allo erÿthma fifiMe pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw mpĹlec
ÿste na sugkentrÿsw bĹroc 40 kilÿn;flfl
PraktikĹ, oi trìpoi eÐnai 2:
5 + 5 + 10 + 10 + 10 kai 10 + 10 + 10 + 10
Pÿc ja pèrname aută thn apĹnthsh me gennătriec;



fifiMe pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw mpĹlec ÿste na
sugkentrÿsw bĹroc 40 kilÿn;flfl
Se kĹje parĹgonta thc gennătriac sunĹrthshc oi dunĹmeic tou
z ja deÐqnoun pìsa kilĹ mporoÔme na sugkentrÿsoume:
Sthn epilogă twn 5-kilwn (Ĺsprwn) mpalÿn antistoiqeÐ o
parĹgontac

(z0 + z5 + z10)

afoÔ me dÔo 5-kilec mpĹlec mporoÔme na sugkentrÿsoume 0 ă 5
ă 10 kilĹ.
Sthn epilogă twn 10-kilwn (maÔrwn) mpalÿn, epeidă jèloume
toulĹqiston 2 maÔrec mpĹlec, antistoiqeÐ o parĹgontac

(z20 + z30 + z40 + ...)

Epomènwc, h gennătria sunĹrthsh eÐnai:

A(x) = (1 + z5 + z10)(z20 + z30 + z40 + ...) =

(z20+z30+z40+...)+(z25+z35+z45+...)+(z30+z40+z50+...) =

z20 + 2z30 + z35 + 2z40 + z45 + 2z50 + ...

PrĹgmati, h sunetelestăc tou z40 pou mĹc endiafèrei eÐnai 2.



Qrăsimec sqèseic gia upologismì gennhtriÿn
sunartăsewn

1. 1 + z + z2 + z3 + ... + zn =
1− zn+1

1− z

2. (1 + z)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
zk

3. (1 + z)−n =
n∑

k=0

(−n

k

)
zk ìpou

(
n

k

)
=

n!

k!(n − k)!
kai

(−n

k

)
= (−1)k

(
k + n − 1

k

)

An stic parapĹnw sqèseic sth jèsh tou z bĹloume −z èqoume:



Qrăsimec sqèseic gia upologismì gennhtriÿn
sunartăsewn

4. (1− z)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−z)k =

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)kzk

5. (1− z)−n =
n∑

k=0

(−n

k

)
(−z)k =

n∑

k=0

(−1)k
(

k + n − 1

k

)
(−1)kzk =

n∑

k=0

(
k + n − 1

k

)
zk



ParadeÐgmata

AkoloujÐa: 1, 0, 0, 1
Gennătria sunĹrthsh: 1 · z0 + 0 · z1 + 0 · z2 + 1 · z3 = 1 + z3

AkoloujÐa: 1, 2, 1, 0, 0, 0, ...
Gennătria sunĹrthsh:
1 · z0 + 2 · z1 + 1 · z2 + 0 · z3 + 0 · z4 + ... = 1 + 2z + z2 = (1 + z)2

AkoloujÐa: 1, 1, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸
n+1 ìroi

Gennătria sunĹrthsh: 1 + z + z2 + z3 + ... + zn =
1− zn+1

1− z
AkoloujÐa: 1,−1, 1,−1, ...

Gennătria sunĹrthsh: 1− z + z2 − z3 + ... =
1

1 + z
AkoloujÐa:

(n
0

)
,
(n
1

)
,
(n
2

)
, ...,

(n
n

)
Gennătria sunĹrthsh:(n
0

) · z0 +
(n
1

) · z1 +
(n
2

) · z2 +
(n
3

) · z3 + ... +
(n
n

) · zn = (1 + x)n
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ParadeÐgmata

AkoloujÐa: 1, 0, 0, 1
Gennătria sunĹrthsh: 1 · z0 + 0 · z1 + 0 · z2 + 1 · z3 = 1 + z3
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’Eqoume 10 Ĺsprec mpĹlec kai dialègoume kĹpoiec apì
autèc. Me pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì;

I MporoÔme na dialèxoume 0,1,2,...,10 Ĺsprec mpĹlec me 1
trìpo kĹje forĹ, enÿ 10,11,... me kanènan trìpo.

I ’Ara, h antÐstoiqh gennătria sunĹrthsh eÐnai:

1 + z + z2 + z3 + ... + z10 + 0 + 0 + ... =
1− z11

1− z



’Eqoume Ĺsprec mpĹlec kai dialègoume kĹpoiec apì
autèc. Me pìsouc trìpouc mporeÐ na gÐnei autì;

I MporoÔme na dialèxoume 0,1,2,... Ĺsprec mpĹlec me 1
trìpo kĹje forĹ.

I ’Ara, h antÐstoiqh gennătria sunĹrthsh eÐnai:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z



’Eqoume Ĺsprec, prĹsinec kai kìkkinec mpĹlec. Me
pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume r apì autèc;

I Apì tic Ĺsprec mpĹlec mporoÔme na dialèxoume me 1 trìpo
kĹje forĹ 0,1,2,3,... apì autèc ⇒
Gennătria sunĹrthsh gia tic Ĺsprec mpĹlec eÐnai:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z

I Apì tic prĹsinec mpĹlec mporoÔme na dialèxoume me 1
trìpo kĹje forĹ 0,1,2,3,... apì autèc ⇒
Gennătria sunĹrthsh gia tic prĹsinec mpĹlec:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z

I Apì tic kìkkinec mpĹlec mporoÔme na dialèxoume me 1
trìpo kĹje forĹ 0,1,2,3,... apì autèc ⇒
Gennătria sunĹrthsh gia tic kìkkinec mpĹlec:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z



’Eqoume Ĺsprec, prĹsinec kai kìkkinec mpĹlec. Me
pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume r apì autèc;

I ’Ara, h telikă gennătria sunĹrthsh gia to fifidialègw
kĹpoiec apì Ĺsprec, prĹsinec kai kìkkinec mpĹlec flfl eÐnai

h: (
1

1− z
)3

I To plăjoc twn trìpwn me touc opoÐouc mporÿ na dialèxw

r apì autèc dÐnetai apì to suntelestă tou z r sto (
1

1− z
)3

I (
1

1− z
)3 = (1− z)−3 =

∞∑

k=0

(
2 + k

k

)
zk

I Opìte o suntelestăc tou z r sto (
1

1− z
)3 eÐnai:

(
2 + r

r

)
,

pou eÐnai to plăjoc twn zhtoÔmenwn trìpwn.



’Eqoume Ĺsprec, prĹsinec kai kìkkinec mpĹlec. Me
pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume r apì autèc;

Me aplă sunduastikă: jèlw na dialèxw r apì 3 antikeÐmena me
epanalăyeic: autì mporeÐ na gÐnei me

(
3 + r − 1

r

)
=

(
2 + r

r

)

trìpouc.



’Eqoume Ĺsprec, prĹsinec kai kìkkinec mpĹlec. Me
pìsouc trìpouc mporoÔme na dialèxoume r apì autèc
ìtan prèpei na pĹroume perittì arijmì apì Ĺsprec kai
Ĺrtio arijmì apì kìkkinec mpĹlec;

I Gia tic Ĺsprec mpĹlec o aparijmhtăc eÐnai:

z + z3 + z5... = z(1 + z2 + z4...)

I Gia tic kìkkinec mpĹlec o aparijmhtăc eÐnai:

1 + z2 + z4 + ...

I Gia tic prĹsinec mpĹlec o aparijmhtăc eÐnai:

1 + z + z2 + z3 + ... =
1

1− z

I To plăjoc twn trìpwn pou zhtĹw dÐnetai apì to
suntelestă tou z r sto

z(1 + z2 + z4...)2
1

1− z
=

z

1− z
(

1

1− z2
)2



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume 2n + 1
Ðdiec mpĹlec se 3 diaforetikĹ koutiĹ ÿste kĹje koutÐ na
èqei to polÔ n mpĹlec;

I Gia kĹje koutÐ h gennătria sunĹrthsh eÐnai:

1 + z + z2 + z3 + ... + zn =
1− zn+1

1− z
I Epomènwc, h telikă gennătria sunĹrthsh eÐnai:

A(z) =

(
1− zn+1

1− z

)3

I To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă
tou z2n+1 sthn parapĹnw parĹstash.

I A(z) = (1− 3zn+1 + 3z2n+2 − z3n+3)(1− z)−3 =

(1− 3zn+1 + 3z2n+2 − z3n+3)

(
1 +

∞∑

k=1

(
k + 2

2

)
zk

)

I O suntelestăc tou z2n+1 eÐnai:
(2n+3

2

)− 3
(n+2

2

)
=

n(n + 1)

2



Poioc eÐnai o arijmìc lÔsewn thc exÐswshc
z1 + z2 + z3 + z4 = 30 stouc fusikoÔc an z1 Ĺrtioc ≤ 10,
z2 perittìc ≤ 11, 3 ≤ z3 ≤ 10, 0 ≤ z4 ≤ 15;

Oi gennătriec sunartăseic eÐnai:
Gia th metablhtă z1: 1 + x2 + x4 + ... + x10

Gia th metablhtă z2: x + x3 + x5 + ... + x11

Gia th metablhtă z3: x3 + x4 + x5 + ... + x10

Gia th metablhtă z4: 1 + x + x2 + x3 + x4 + ... + x15

Dhl. telikĹ: (1 + x2 + x4 + ... + x10)(x + x3 + x5 + ... +
x11)(x3 + x4 + x5 + ... + x10)(1 + x + x2 + x3 + x4 + ... + x15)
To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă tou x30

sthn parapĹnw parĹstash pou eÐnai 185.
PROSOQH: EÐnai diaforetikìc apì to suntelestă tou x30 sthn
parĹstash: (1 + x2 + x4 + ...)(x + x3 + x5 + ...)(x3 + x4 + x5 +
...)(1 + x + x2 + x3 + x4 + ...)



’Eqoume kèrmata twn 20 leptÿn, 50 leptÿn, 1 eurÿ kai 2
eurÿ. Me pìsouc trìpouc mporÿ na dialèxw kèrmata
sunolikăc axÐac n eurÿ, dialègontac upoqrewtikĹ
toulĹqiston 1 kèrma apì kĹje eÐdoc;

KwdikopoioÔme ston ekjèth thn axÐa twn kermĹtwn se leptĹ.
Oi gennătriec sunartăseic eÐnai:
Gia ta 20-lepta: z20 + z40 + z60 + ...
Gia ta 50-lepta: z50 + z100 + z150 + ...
Gia ta 1-eura: z100 + z200 + z300 + ...
Gia ta 2-eura: z200 + z400 + z600 + ...
Dhl. telikĹ: (z20 + z40 + z60 + ...)(z50 + z100 + z150 + ...)(z100 +
z200 + z300 + ...)(z200 + z400 + z600 + ...)
To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă tou
z100n sthn parapĹnw parĹstash.



’Eqoume 20 markadìrouc, 6 maÔrouc, 10 prĹsinouc kai 4
kìkkinouc. Me pìsouc trìpouc mporoÔme na touc
moirĹsoume se 2 Ĺtoma ÿste kajèna na pĹrei 10
markadìrouc kai toulĹqiston 1 apì kĹje qrÿma;

UpologÐzoume me pìsouc trìpouc mporoÔme na dÿsoume
markadìrouc sto 1o Ĺtomo sÔmfwna me touc periorismoÔc afoÔ
autì kajorÐzei monadikĹ autoÔc pou ja pĹrei to 2o Ĺtomo.
Oi gennătriec sunartăseic eÐnai:
Gia touc maÔrouc markadìrouc: z + z2 + z3 + ... + z5

Gia touc prĹsinouc markadìrouc: z + z2 + z3 + ... + z9

Gia touc kìkkinouc markadìrouc: z + z2 + z3

Dhl. telikĹ:
(z + z2 + z3 + ... + z5)(z + z2 + z3 + ... + z9)(z + z2 + z3)
To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă tou z10

sthn parapĹnw parĹstash pou eÐnai 15.



Me pìsouc trìpouc 100 Ðdioi epibĹtec mporoÔn na
kateboÔn se 4 diaforetikèc stĹseic;

I AnazhtoÔme tic akèraiec lÔseic thc exÐswshc
x1 + x2 + x3 + x4 = 100 me x1, x2, x3, x4 ≥ 0

I H gennătria sunĹrthsh gia kĹje stĹsh eÐnai:
1 + z + z2 + z3 + ... - de stamatĹw sto 100 giatÐ mporeÐ na
upĹrqoun ki Ĺlloi epibĹtec

I H telikă gennătria sunĹrthsh eÐnai:

(1 + z + z2 + z3 + ...)4 =

(
1

1− z

)4

=
1

(1− z)4

I To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă
tou z100 sthn parapĹnw parĹstash pou eÐnai C (103, 100).



Me pìsouc trìpouc 100 Ðdioi epibĹtec mporoÔn na
kateboÔn se 4 diaforetikèc stĹseic ìtan prèpei plăjoc
epibatÿn sthn 3h stĹsh ≥ plăjoc epibatÿn sthn 2h
stĹsh ≥ plăjoc epibatÿn sthn 1h stĹsh;

I Prèpei x2 = x1 + k, k ≥ 0, x3 = x2 + λ = x1 + k + λ, λ ≥ 0

I AnazhtoÔme tic akèraiec lÔseic thc exÐswshc
3x1 + 2k + λ + x4 = 100 me x1, k, λ, x4 ≥ 0

I H gennătria sunĹrthsh eÐnai:
(1 + z3 + z6 + ... + z99)(1 + z2 + z4 + ... + z100)(1 + z + z2 +
z3 + ... + z100)(1 + z + z2 + z3 + ... + z100) = (1 + z3 + z6 +
...+ z99)(1+ z2 + z4 + ...+ z100)(1+ z + z2 + z3 + ...+ z100)2

I To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă
tou z100 sthn parapĹnw parĹstash pou eÐnai 30.787.



Ekjetikèc gennătriec sunartăseic
’Otan endiaferìmaste gia DIATAXEIS kai ìqi gia
SUNDUASMOUS qrhsimopoioÔme ekjetikă gennătria
sunĹrthsh.
Skeftìmaste akribÿc ìpwc prin mìno pou tÿra paÐrnoume
kommĹtia thc seirĹc:

1 + z +
z2

2!
+

z3

3!
+ ... = ex

GIATI; Se ì,ti èqoume dei èwc tÿra, o suntelestăc tou z r deÐqnei
to plăjoc twn sunduasmÿn r antikeimènwn apì n antikeÐmena.

’Omwc C (n, k) =
P(n, r)

P(r , r)
.

Opìte gia na deÐqnei o suntelestăc tou z r diatĹxeic prèpei na
diairoÔme me P(r , r).
’Otan upologÐsoume thn telikă ekjetikă gennătria sunĹrthsh, h
apĹnthsh sto erÿthma fifime pìsouc trìpouc mporoÔme na
diatĹxoume n antikeÐmena ìtan...flfl ja brÐsketai sto

suntelestă tou
zn

n!



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na ektupÿsoume 25
diaforetikĹ arqeÐa se 3 diaforetikoÔc ektupwtèc me ton
periorismì ìti kĹje ektupwtăc prèpei na ektupÿsei
toulĹqiston èna arqeÐo;

I OusiastikĹ yĹqnoume to plăjoc twn trìpwn me touc
opoÐouc mporoÔme na diatĹxoume 25 antikeÐmena
epilegmèna apì 3 antikeÐmena ìtan epitrèpontai
epanalăyeic twn 3 antikeimènwn.

I Gia ton 1o ektupwtă - afoÔ prèpei opwsdăpote na lĹbei
èna toulĹqiston arqeÐo - h gennătria sunĹrthsh eÐnai:

z +
z2

2!
+

z3

3!
+ ... +

z25

25!
= ez − 1.

’Omoia gia to 2o kai 3o ektupwtă.

I H telikă gennătria sunĹrthsh gia ìlouc touc ektupwtèc
eÐnai: (ez − 1)3 kai to plăjoc twn zhtoÔmenwn trìpwn

dÐnetai apì to suntelestă tou
z25

25!
sto (ez − 1)3.



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na ektupÿsoume 25
diaforetikĹ arqeÐa se 3 diaforetikoÔc ektupwtèc me ton
periorismì ìti kĹje ektupwtăc prèpei na ektupÿsei
toulĹqiston èna arqeÐo;

KĹnoume prĹxeic:

(ez − 1)3 = 33z − 3e2z + 3ez − 1 =

∞∑

r=0

3r z r

r !
− 3

∞∑

r=0

2r z r

r !
+ 3

∞∑

r=0

z r

r !
− 1 =

∞∑

r=0

(3r − 3 · 2r + 3)
z r

r !
− 1

Epomènwc, o suntelestăc tou
z25

25!
eÐnai 325 − 3 · 225 + 3.



Poio eÐnai to plăjoc twn pentadikÿn sumboloseirÿn
măkouc n me Ĺrtio plăjoc 1 kai perittì plăjoc 0 stic
opoÐec ta yhfÐa 2,3,4 emfanÐzontai toulĹqiston 1 forĹ;

Ekjetikìc aparijmhtăc gia ta yhfÐa 2,3,4: (ex − 1)3

Ekjetikìc aparijmhtăc gia to yhfÐo 1:

x0 +
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+ ... =

(ex + e−x)

2
Ekjetikìc aparijmhtăc gia to yhfÐo 0:

x +
x3

3!
+

x5

5!
+

x7

7!
+ ... =

(ex − e−x)

2
H telikă gennătria sunĹrthsh eÐnai:

(ex − 1)3 · (ex + e−x)

2
· (ex − e−x)

2

O suntelestăc tou
xn

n!
pou deÐqnei to zhtoÔmeno plăjoc trìpwn

eÐnai: 5n − 3 · 4n + 3n+1 − 2n + (−2)n − 3 · (−1)n − 1



Qrăsimoi tÔpoi

I ’Ajroisma n arqikÿn ìrwn gewmetrikăc proìdou:

1 + x + x2 + x3 + ... + xn =
1− xn+1

1− x
I ’Ajroisma Ĺpeirwn ìrwn gewmetrikăc proìdou (ìtan x ≤ 1):

1 + x + x2 + x3 + ... =
1

1− x

I Diwnumikì anĹptugma: (1 + x)n =
∞∑

k=0

(
n

k

)
xk

I Gia −n: (1 + x)−n =
∞∑

k=0

(−n

k

)
xk

I ’Otan n < 0:

(
n

k

)
= (−1)k

(
k − n − 1

k

)
ă

(−n

k

)
= (−1)k

(
k + n − 1

k

)



Qrăsimoi tÔpoi

I Gia −x :

(1− x)n = (1 + (−x))n =
∞∑

k=0

(
n

k

)
(−x)k =

∞∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)
xk

I (1− x)−n = (1 + (−x))−n =
∞∑

k=0

(−n

k

)
(−x)k =

∞∑

k=0

(−1)k
(−n

k

)
xk =

∞∑

k=0

(−1)k(−1)k
(

k + n − 1

k

)
xk =

∞∑

k=0

(−1)2k

(
k + n − 1

k

)
xk =

∞∑

k=0

(
k + n − 1

k

)
xk



Qrăsimoi tÔpoi

I 1 +
x1

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ ... =

∞∑

r=0

x r

r !
= ex

I eαx =
∞∑

r=0

αr x r

r !

I 1 +
x2

2!
+

x4

4!
+ ... =

ex + e−x

2

I x +
x3

3!
+

x5

5!
+ ... =

ex − e−x

2



Poio eÐnai to plăjoc twn pentadikÿn sumboloseirÿn
măkouc n me Ĺrtio plăjoc 1;

Ekjetikìc aparijmhtăc gia ta yhfÐa 0,2,3,4:

(1 +
x1

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+ ...)4 = (ex)4

Ekjetikìc aparijmhtăc gia to yhfÐo 1:

x0 +
x2

2!
+

x4

4!
+

x6

6!
+ ... =

(ex + e−x)

2

H telikă gennătria sunĹrthsh eÐnai: e4x · (ex + e−x)

2
=

(e5x + e3x)

2
=

1

2
(
∞∑

k=0

5k xk

k!
+

∞∑

k=0

3k xk

k!
) =

1

2

∞∑

k=0

(5k + 3k)
xk

k!

O suntelestăc tou
xn

n!
pou deÐqnei to zhtoÔmeno plăjoc trìpwn

eÐnai:
1

2
(5n + 3n)



Me pìsouc trìpouc èna sÔnolo apì r ≥ 6 Ðdia
antikeÐmena mporeÐ na diaqwristeÐ se 3 diaforetikĹ
uposÔnola, anĹ dÔo xèna metaxÔ touc, ÿste kĹje
uposÔnolo na èqei toulĹqiston 2 antikeÐmena (h ènwsh
twn 3 uposunìlwn ja perièqei ìla ta r antikeÐmena);

I Gia na èqei kĹje èna apì ta 3 uposÔnola toulĹqiston dÔo
antikeÐmena, paÐrnoume 6 antikeÐmena kai ta topojetoÔme
apì 2 se kĹje uposÔnolo. AfoÔ ta antikeÐmena eÐnai Ðdia,
de mĹc endiafèrei poia antikeÐmena ja topojetăsoume se
kĹje uposÔnolo, arkeÐ na eÐnai 2.

I O sunolikìc arijmìc twn trìpwn na moirĹsoume ta
upìloipa r − 6 Ðdia antikeÐmena prokÔptei wc exăc:

I Se kĹje antikeÐmeno apì ta r − 6 anajètoume èna
uposÔnolo apì ta 3.

I Autì gÐnetai me touc trìpouc pou mporoÔme na dialèxoume
(r − 6) antikeÐmena apì 3 me epanĹlhyh:(

r − 6 + 3− 1

r − 6

)
=

(
r − 4

r − 6

)
=

(r − 4)(r − 5)

2



Me pìsouc trìpouc èna sÔnolo apì r ≥ 6 Ðdia
antikeÐmena mporeÐ na diaqwristeÐ se 3 diaforetikĹ
uposÔnola, anĹ dÔo xèna metaxÔ touc, ÿste kĹje
uposÔnolo na èqei toulĹqiston 2 antikeÐmena (h ènwsh
twn 3 uposunìlwn ja perièqei ìla ta r antikeÐmena);

I H gennătria sunĹrthsh èqei sa suntelestèc ton arijmì
twn trìpwn pou mporoÔme na topojetăsoume ta r
antikeÐmena sta 3 uposÔnola, me ton periorismì ìti kĹje
uposÔnolo èqei toulĹqiston 2 antikeÐmena.

A(x) = (x2 +x3 +x4 + ...)(x2 +x3 +x4 + ...)(x2 +x3 +x4 + ...)

A(x) = x6(1+x+x2+...)(1+x+x2+...)(1+x+x2+...) = x6

(
1

1− x

)3

=

x6(1− x)−3 = x6
∞∑

k=0

(−1)k
(−3

k

)
xk = x6

∞∑

k=0

(
3 + k − 1

k

)
xk



Me pìsouc trìpouc èna sÔnolo apì r ≥ 6 Ðdia
antikeÐmena mporeÐ na diaqwristeÐ se 3 diaforetikĹ
uposÔnola, anĹ dÔo xèna metaxÔ touc, ÿste kĹje
uposÔnolo na èqei toulĹqiston 2 antikeÐmena (h ènwsh
twn 3 uposunìlwn ja perièqei ìla ta r antikeÐmena);

A(x) = x6
∞∑

k=0

(
3 + k − 1

k

)
xk

I Gia na broÔme to suntelestă tou x r pou eÐnai h apĹnthsh
sthn erÿthsh jètoume k = r − 6 kai èqoume(

r − 6 + 3− 1

r − 6

)
=

(
r − 4

r − 6

)
=

(r − 4)(r − 5)

2



DeÐxte ìti h gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac

αr =
(
2r
r

)
eÐnai h A(x) = (1− 4x)−1/2.

Apì to diwnumikì anĹptugma èqoume: (1 + x)n =

1 +
∞∑

r=1

n(n − 1)(n − 2)...(n − r + 1)

r !
x r ⇒ (1− 4x)−1/2 =

1 +
∞∑

r=1

(−1
2)(−1

2 − 1)(−1
2 − 2)...(−1

2 − r + 1)

r !
(−4x)r =

1 +
∞∑

r=1

4r (1
2)(3

2)(5
2)...(2r−1

2 )

r !
x r =

1 +
∞∑

r=1

2r (1 · 3 · 5 · ... · (2r − 1))

r !
x r =

1 +
∞∑

r=1

2r r !(1 · 3 · 5 · ... · (2r − 1))

r !r !
x r =



DeÐxte ìti h gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac

αr =
(
2r
r

)
eÐnai h A(x) = (1− 4x)−1/2.

1 +
∞∑

r=1

(2 · 4 · 6 · ... · 2r)(1 · 3 · 5 · ... · (2r − 1))

r !r !
x r =

1 +
∞∑

r=1

(2r)!

r !r !
x r =

1 +
∞∑

r=1

(
2r

r

)
x r =

∞∑

r=0

(
2r

r

)
x r

’Ara h akoloujÐa αr =
(2r

r

)
èqei gennătria sunĹrthsh th

A(x) = (1− 4x)−1/2



Poia akoloujÐa antistoiqeÐ sth gennătria sunĹrthsh
1

1 + x
;

I Apì to diwnumikì anĹptugma èqoume:

(1 + x)n = 1 +
∞∑

r=1

n(n − 1)(n − 2)...(n − r + 1)

r !
x r ⇒

(1 + x)−1 =

1 +
∞∑

r=1

(−1)(−1− 1)(−1− 2)...(−1− r + 1)

r !
x r ⇒

(1 + x)−1 = 1 +
∞∑

r=1

(−1)(−2)(−3)...(−r)

r !
x r ⇒

(1 + x)−1 = 1 +
∞∑

r=1

(−1)r
1 · 2 · 3 · ... · r

r !
x r ⇒

(1 + x)−1 =
∞∑

r=0

(−1)rx r

I ’Ara, h zhtoÔmenh akoloujÐa eÐnai: 1,−1, 1,−1, ..., (−1)n, ...



’Eqoume aperiìristo arijmì kermĹtwn twn 50, 20 kai 10
leptÿn kai jèloume na dialèxoume 10 kèrmata. Dÿste
th gennătria sunĹrthsh kai to plăjoc twn trìpwn gia
aută thn epilogă.

I ’Estw αk o arijmìc twn diaforetikÿn trìpwn na
dialèxoume k kèrmata.

I Gia kĹje eÐdoc kermĹtwn, mporoÔme na dialèxoume kanèna,
1,2,.... Autì kwdikopoieÐtai sth GS
1 + x + x2 + x3 + ... = 1

1−x .
I AfoÔ èqoume 3 diaforetikĹ eÐdh kermĹtwn, h GS gia thn αk

eÐnai (1− x)−3.
I To zhtoÔmeno dÐnetai apì to α10 pou eÐnai o suntelestăc

tou x10 sto anĹptugma thc GS.
I Efarmìzoume to diwnumikì anĹptugma kai brÐskoume ìti o

zhtoÔmenoc suntelestăc eÐnai:
(3+10−1

10

)
=

(12
2

)
= 12·11

2 = 66
I H lÔsh prokÔptei kai me sunduasmoÔc antikeimènwn me

epanĹlhyh.



’Eqoume aperiìristo arijmì kermĹtwn twn 50, 20 kai 10
leptÿn kai jèloume na dialèxoume 10 kèrmata ÿste na
èqoume toulĹqiston 1 kèrma kai to polÔ 8 kèrmata twn
50 leptÿn, Ĺrtio arijmì kermĹtwn twn 10 leptÿn kai o
arijmìc twn kermĹtwn twn 20 leptÿn na eÐnai perittìc
kai na mhn xepernĹ to 5. Dÿste th gennătria sunĹrthsh
kai to plăjoc twn trìpwn gia aută thn epilogă.

I ’Estw αk o arijmìc twn diaforetikÿn trìpwn na
dialèxoume k kèrmata me touc parapĹnw periorismoÔc.

I Gia ta 50-lepta, h GS eÐnai: x + x2 + x3 + ... + x8.

I Gia ta 10-lepta, h GS eÐnai: 1 + x2 + x4 + x6 + ....

I Gia ta 20-lepta, h GS eÐnai: x + x3 + x5.



’Eqoume aperiìristo arijmì kermĹtwn twn 50, 20 kai 10
leptÿn kai jèloume na dialèxoume 10 kèrmata ÿste na
èqoume toulĹqiston 1 kèrma kai to polÔ 8 kèrmata twn
50 leptÿn, Ĺrtio arijmì kermĹtwn twn 10 leptÿn kai o
arijmìc twn kermĹtwn twn 20 leptÿn na eÐnai perittìc
kai na mhn xepernĹ to 5. Dÿste th gennătria sunĹrthsh
kai to plăjoc twn trìpwn gia aută thn epilogă.

I PollaplasiĹzontac tic GS gia kĹje eÐdoc kermĹtwn
èqoume th GS gia thn akoloujÐa αk

(x + x2 + x3 + ... + x8)(1 + x2 + x4 + x6 + ...)(x + x3 + x5)

I To zhtoÔmeno dÐnetai apì to suntelestă tou x10 sto
anĹptugma thc GS pou (kĹnontac prĹxeic) eÐnai 11.



’Eqoume aperiìristo arijmì kermĹtwn twn 50, 20 kai 10
leptÿn. Dÿste th gennătria sunĹrthsh kai to plăjoc
twn trìpwn gia na sqhmatÐsoume to posì twn 2 eurÿ.

I ’Estw αk o arijmìc twn diaforetikÿn trìpwn na
sqhmatÐsoume to posì twn k leptÿn dialègontac apì ta
parapĹnw kèrmata.

I Gia ta 50-lepta, h GS eÐnai: 1 + x50 + x100 + ... = 1
1−x50 .

I Gia ta 10-lepta, h GS eÐnai: 1 + x20 + x40 + ... = 1
1−x20 .

I Gia ta 20-lepta, h GS eÐnai: 1 + x10 + x20 + ... = 1
1−x10 .

I PollaplasiĹzontac tic GS gia kĹje eÐdoc kermĹtwn
èqoume th GS gia thn akoloujÐa αk

(
1

1− x50
)(

1

1− x20
)(

1

1− x10
)

I AfoÔ jèloume na sqhmatÐsoume to posì twn 200 leptÿn
(=2 eurÿ), to zhtoÔmeno dÐnetai apì to suntelestă tou
x200 sto anĹptugma thc GS pou (kĹnontac prĹxeic) eÐnai
29. GiatÐ;



(
1

1− x50
)(

1

1− x20
)(

1

1− x10
) =

∞∑

k=0

(−1

k

)
(−1)kx50k +

∞∑

l=0

(−1

l

)
(−1)lx20l +

∞∑

r=0

(−1

r

)
(−1)rx10r =

∞∑

k=0

x50k +
∞∑

l=0

x20l +
∞∑

r=0

x10r =

∞∑

k,l ,r=0

x50k+20l+10r

OusiastikĹ anazhtÿ to suntelestă tou x200 sto parapĹnw
anĹptugma, dhl., tic akèraiec lÔseic thc exÐswshc:
50k + 20l + 10r = 200 ⇒ 5k + 2l + r = 20 me
0 ≤ k ≤ 4, 0 ≤ l ≤ 10, 0 ≤ r ≤ 20.
Gia k = 0, prokÔptoun 11 lÔseic
Gia k = 1, prokÔptoun 8 lÔseic
Gia k = 2, prokÔptoun 6 lÔseic
Gia k = 3, prokÔptoun 3 lÔseic
Gia k = 4, prokÔptoun 1 lÔsh
’Ara, sunolikĹ: 11 + 8 + 6 + 3 + 1 = 29 lÔseic.



Mia omĹda dÐnei 30 agÿnec. Ta dunatĹ apotelèsmata
gia kĹje agÿna eÐnai nÐkh, ătta, isopalÐa. Me qrăsh
gennhtriÿn sunartăsewn na upologisteÐ o arijmìc twn
diaforetikÿn apotelesmĹtwn an o sunolikìc arijmìc twn
nikÿn eÐnai perittìc, o sunolikìc arijmìc twn httÿn eÐnai
Ĺrtioc, enÿ oi isopalÐec eÐnai toulĹqiston 2.

I ’Estw αk o arijmìc twn diaforetikÿn apotelesmĹtwn me
touc parapĹnw periorismoÔc gia k agÿnec sunolikĹ.

I Gia tic nÐkec h GS eÐnai: z + z3 + z5 + ...z29.
I Gia tic ăttec h GS eÐnai: 1 + z2 + z4 + ...z30.
I Gia tic isopalÐec h GS eÐnai: z2 + z3 + z4 + ...z30.
I PollaplasiĹzontac tic GS gia kĹje eÐdoc kermĹtwn

èqoume th GS gia thn akoloujÐa αk

(z + z3 + z5 + ...z29)(1+ z2 + z4 + ...z30)(z2 + z3 + z4 + ...z30)

I To zhtoÔmeno prokÔptei apì to suntelestă tou x30 sto
anĹptugma thc parapĹnw GS.



Mia omĹda dÐnei 30 agÿnec. Ta dunatĹ apotelèsmata
gia kĹje agÿna eÐnai nÐkh, ătta, isopalÐa. Me qrăsh
gennhtriÿn sunartăsewn na upologisteÐ o arijmìc twn
diaforetikÿn apotelesmĹtwn an o sunolikìc arijmìc twn
nikÿn eÐnai perittìc, o sunolikìc arijmìc twn httÿn eÐnai
Ĺrtioc, enÿ oi isopalÐec eÐnai toulĹqiston 2.

I Gia na upologÐsoume to suntelestă, epekteÐnoume to
Ĺjroisma mèqri to Ĺpeiro (kai èqoume Ĺpeirouc ìrouc
gewmetrikăc proìdou). Autì den ephreĹzei to suntelestă
tou x30 epeidă oi ìroi pou prostÐjentai èqoun ekjèth
megalÔtero tou 30. ’Etsi h GS gÐnetai:
A(x) = (z +z3 +z5 + ...)(1+z2 +z4 + ...)(z2 +z3 +z4 + ...) =

x

1− x2
+

x2

1− x
+

1

1− x2
=

x3

(1− x)3(1 + x)2
=

x3

(1− x2)3
+

x4

(1− x2)3



Mia omĹda dÐnei 30 agÿnec. Ta dunatĹ apotelèsmata
gia kĹje agÿna eÐnai nÐkh, ătta, isopalÐa. Me qrăsh
gennhtriÿn sunartăsewn na upologisteÐ o arijmìc twn
diaforetikÿn apotelesmĹtwn an o sunolikìc arijmìc twn
nikÿn eÐnai perittìc, o sunolikìc arijmìc twn httÿn eÐnai
Ĺrtioc, enÿ oi isopalÐec eÐnai toulĹqiston 2.

I Efarmìzoume to diwnumikì anĹptugma kai èqoume:
x3

(1− x2)3
=

∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
x2k+3 kai

x4

(1− x2)3
=

∞∑

k=0

(
k + 2

2

)
x2k+4

I Sto prÿto anĹptugma den upĹrqei to x30, enÿ sto deÔtero
to x30 emfanÐzetai gia k = 13 kai o antÐstoiqoc
suntelestăc eÐnai

(15
2

)
= 15·14

2 = 105 dÐnei to sunolikì
arijmì apotelesmĹtwn gia 30 agÿnec me touc dosmènouc
periorismoÔc.



Jèloume na moirĹsoume 24 karamèlec se 4 paidiĹ ÿste
kĹje paidÐ na pĹrei toulĹqiston 3 kai to polÔ 8
karamèlec. Dÿste th gennătria sunĹrthsh kai to
plăjoc twn trìpwn gia na gÐnei autì.

I H GS gia kajèna apì ta 4 paidiĹ eÐnai: z3 + z4 + ... + z8.

I H telikă GS eÐnai:

(z3+z4+...+z8)4 = z12(1+z+z2+...+z5)4 = z12

(
1− z6

1− z

)4

.

I To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă
tou z24 sto anĹptugma thc parapĹnw GS o opoÐoc eÐnai
Ðdioc me to suntelestă tou z12 sto anĹptugma thc

sunĹrthshc

(
1− z6

1− z

)4

.

I PROSOQH: De mporoÔme na epekteÐnoume to Ĺjroisma sto
Ĺpeiro giatÐ ta z9, ..., z24 suneisfèroun sto suntelestă tou
z24.



Jèloume na moirĹsoume 24 karamèlec se 4 paidiĹ ÿste
kĹje paidÐ na pĹrei toulĹqiston 3 kai to polÔ 8
karamèlec. Dÿste th gennătria sunĹrthsh kai to
plăjoc twn trìpwn gia na gÐnei autì.

I Efarmìzoume to diwnumikì anĹptugma gia th sunĹrthsh:(
1− z6

1− z

)4

.

I (1− z6)4(1− z)−4 = (1− 4z6 + 6z12 + ...)
∞∑

k=0

(
k + 3

3

)
zk

I To z12 sqhmatÐzetai apì to z0 ston prÿto ìro kai apì to
z12 sto deÔtero ìro (suntelestăc

(15
3

)
), apì to z6 apì

kĹje ìro (suntelestăc −4
(9
3

)
) kai to z12 ston prÿto ìro

kai to z0 sto deÔtero ìro (suntelestăc 6).

I ’Ara o zhtoÔmenoc suntelestăc eÐnai:(15
3

)
+ (−4)

(9
3

)
+ 6 = 125.



Me pìsouc trìpouc mporeÐ kĹpoioc na moirĹsei 24 (Ðdia)
antikeÐmena se 4 Ĺtoma ètsi ÿste kĹje Ĺtomo na pĹrei
toulĹqiston 3 kai ìqi parapĹnw apì 8 antikeÐmena;

I Gia kĹje Ĺtomo h GS eÐnai: x3 + x4 + ... + x8, opìte kai gia
ta 4 Ĺtoma h GS eÐnai: (x3 + x4 + ... + x8)4

I To plăjoc twn zhtoÔmenwn trìpwn dÐnetai apì to
suntelestă tou x24 sto anĹptugma thc parapĹnw GS.

I (x3+x4+ ...+x8)4 = x12(1+x +x2+ ...+x5)4 = x12
(

1−x6

1−x

)4

I ’Ara anazhtoÔme to suntelestă tou x24 sto anĹptugma

tou
(

1−x6

1−x

)4
= (1− x6)4(1− x)−4 =

[1−(4
1

)
x6+

(4
2

)
x12−...+x24][

(−4
0

)
+

(−4
1

)
(−x)+

(−4
2

)
(−x)2+...]

I O suntelestăc tou x12 eÐnai:

[

(−4

12

)
(−1)12 −

(
4

1

)(−4

6

)
(−1)6 +

(
4

2

)(−4

0

)
] =

[

(
15

12

)
−

(
4

1

)(
9

6

)
+

(
4

2

)
] = 125



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
1 + 2x − x2 − x3

1 + x − x2 − x3

I A(x) =
1 + x − x2 − x3

1 + x − x2 − x3
+

x

1 + x − x2 − x3
=

1 +
x

1 + x − x2(1 + x)
= 1 +

x

(1 + x)(1− x2)
=

1 +
x

(1 + x)2(1− x)
I AnalÔoume to klĹsma x

(1+x)2(1−x)
se Ĺjroisma aplÿn

klasmĹtwn. ’Eqoume:

I A(x) = 1 +
1

4
(1− x)−1 +

1

4
(1 + x)−1 − 1

2
(1 + x)−2 =

1+
1

4

∞∑

k=0

(−1

k

)
(−1)kxk +

1

4

∞∑

k=0

(−1

k

)
xk − 1

2

∞∑

k=0

(−2

k

)
xk =

1 +
1

4

∞∑

k=0

xk +
1

4

∞∑

k=0

(−1)kxk − 1

2

∞∑

k=0

(−1)k(k + 1)xk =



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
1 + 2x − x2 − x3

1 + x − x2 − x3

I

1 +
∞∑

k=0

[
1

4
+

1

4
(−1)k − 1

2
(−1)k(1 + k)

]
xk =

1 + x − x2 + 2x3 − 2x4 + 3x5 − 3x6 + ...



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
2 + 3x − 6x2

1 + 2x

I A(x) =
2 + 3x − 6x2

1 + 2x
= −3x + 3− 1

2x + 1
=

3− 3x − (1 + 2x)−1 = 3− 3x −
∞∑

k=0

(−1

k

)
2kxk =

3− 3x −
∞∑

k=0

(−1)k2kxk = 2− x − 4x2 + 8x3 − 16x4 + ...



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
2

1− 4x2

I A(x) =
2

1− 4x2
= 2(1−4x2)−1 = 2

∞∑

k=0

(−1

k

)
(−1)k(4x2)k =

2
∞∑

k=0

4kx2k = 2 + 0 · x + 8x2 + 0 · x3 + 32x4 + ...



Na upologisteÐ h gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac
2, 5, 13, 35, ..., 2n + 3n, ...

I A(x) = 20 + 30 + (21 + 31)x + (22 + 32)x + ... =

(20 + 2x + 22x2 + ...) + (30 + 3x + 23x2 + ...)

[(2x)0 + (2x)1 + (2x)2 + ...] + [(3x)0 + (3x)1 + (3x)2 + ...] =

1

1− 2x
+

1

1− 3x
=

1− 3x + 1− 2x

1− 5x + 6x2
=

2− 5x

1− 5x + 6x2



Na upologisteÐ h gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac
1, 2, 3, ..., r , ...

I A(x) = 1 + 2x + 3x2 + ... + rx r−1 + ... =

(x+x2+x3+...+x r+...)′ = [(1+x+x2+x3+...+x r+...)−1]′ =(
1

1− x
− 1

)′
=

1

(1− x)2



Na apodeiqjeÐ me qrăsh gennhtriÿn sunartăsewn h

sqèsh
(

n
k

)
=

(
n−1
k

)
+

(
n−1
k−1

)
.

I
(n
k

)
eÐnai oi suntelestèc tou z r sto anĹptugma tou (1+ z)n.

I ’Omwc
(1 + z)n = (1 + z)(1 + z)n−1 = (1 + z)n−1 + z(1 + z)n−1

I Sto parapĹnw Ĺjroisma, oi suntelestèc tou z r eÐnai:(n−1
k

)
apì ton prÿto ìro kai

(n−1
k−1

)
apì to deÔtero ìro,

dhl. sunolikĹ
(n−1

k

)
+

(n−1
k−1

)



Na brejeÐ h gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac
α0, α1, ..., ìpou αr eÐnai o arijmìc twn trìpwn na
epilèxoume (me epanalăyeic) r grĹmmata apì to
alfĹbhto 0, 1, 2 me ton periorismì ìti to grĹmma 0 ja
epilegeÐ Ĺrtio arijmì forÿn. Me bĹsh th gennătria
sunĹrthsh upologÐste to αr .

I H GS eÐnai:

A(x) = (1 + x2 + x4 + ...)︸ ︷︷ ︸
gia to 0

(1 + x + x2 + ...)︸ ︷︷ ︸
gia to 1

(1 + x + x2 + ...)︸ ︷︷ ︸
gia to 2

=

1

1− x2

1

(1− x)2
=

1

1 + x

1

(1− x)3

I AnalÔontac se aplĹ klĹsmata:
A(x) = 1

8(1+ x)−1 + 1
8(1− x)−1 + 1

4(1− x)−2 + 1
2(1− x)−3 =



1

8

∞∑

k=0

(−3

k

)
xk +

1

8

∞∑

k=0

(−1

k

)
(−1)kxk +

1

4

∞∑

k=0

(−2

k

)
(−1)kxk

+
1

2

∞∑

k=0

(−3

k

)
(−1)kxk =

1

8

∞∑

k=0

(−1)kxk+
1

8

∞∑

k=0

xk+
1

4

∞∑

k=0

(k+1)xk+
1

2

∞∑

k=0

(k + 1)(k + 2)

2
xk ⇒

αr =
1

8
(−1)r +

1

8
+

r + 1

4
+

(r + 1)(r + 2)

4
=

1

8
[1 + (−1)r ] +

(r + 1)(r + 3)

4



Na brejeÐ h gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac
α0, α1, ..., ìpou o ìroc αr isoÔtai me ton arijmì twn
trìpwn na epilèxoume (me epanalăyeic) r apì 10
sunolikĹ antikeÐmena, metaxÔ twn opoÐwn to antikeÐmeno
Q mporeÐ na epilegeÐ to polÔ 2 forèc, to antikeÐmeno U
to polÔ 3 forèc kai ta upìloipa antikeÐmena apì mÐa
forĹ to polÔ.

I GS gia to Q: z0 + z1 + z2 = 1 + z + z2

I GS gia to U: z0 + z1 + z2 + z3 = 1 + z + z2 + z3

I GS gia kajèna apì ta upìloipa 8 antikeÐmena:
z0 + z1 = 1 + z

I H telikă GS eÐnai:
A(z) = (1 + z + z2)(1 + z + z2 + z3)(1 + z)8

I To plăjoc twn trìpwn na epilèxoume r apì ta antikeÐmena
autĹ dÐnetai apì to suntelestă tou z r sto anĹptugma thc
A(z).



Na brejeÐ me qrăsh aparijmhtÿn o arijmìc twn trìpwn
na epilèxoume r antikeÐmena me aperiìristec epanalăyeic
apì n antikeÐmena.

I GS gia kajèna apì ta n antikeÐmena: 1 + x + x2 + x3 + ...

I H telikă GS eÐnai: A(x) = (1 + x + x2 + x3 + ...)n

A(x) = (1 + x + x2 + ...)n = ( 1
1−x )n = (1− x)−n =

∑∞
k=0

(−n
k

)
(−1)kxk =

∑∞
k=0

(−n)(−n−1)...(−n−k+1)
k! (−1)kxk =

∑∞
k=0

(n)(n+1)...(n+k−1)
k! xk =

∑∞
k=0

(n+k−1)!
k!(n−1)! xk =

∑∞
k=0

(n+k−1
k

)
xk

I To plăjoc twn trìpwn na epilèxoume r apì ta antikeÐmena
autĹ dÐnetai apì to suntelestă tou x r sto anĹptugma thc
A(x) pou eÐnai

(n+r−1
r

)
.



Na brejeÐ o gia tic epilogèc r antikeimènwn apì n
antikeÐmena (r ≥ n) me aperiìristec epanalăyeic ìtan
kĹje antikeÐmeno epilègetai kĹje forĹ.

I AfoÔ fifikĹje antikeÐmeno epilègetai kĹje forĹflfl h GS gia
kajèna apì ta n antikeÐmena: x + x2 + x3 + ...

I H telikă GS eÐnai:

A(x) = (x + x2 + ...)n = ( 1
1−x − 1)n =

(
1−1+x
1−x

)n
=

(
x

1−x

)n
= xn(1− x)−n = xn

∞∑

k=0

(−n

k

)
(−1)kxk =

∞∑

k=0

(
n + k − 1

k

)
xn+k

I To plăjoc twn trìpwn na epilèxoume r apì ta antikeÐmena
autĹ me touc dosmènouc periorismoÔc dÐnetai apì to
suntelestă tou x r sto anĹptugma thc A(x) pou prokÔptei

gia k = r − n kai eÐnai

(
r − 1

r − n

)
.



Na prosdioristeÐ o suntelestăc tou x15 sto anĹptugma
thc f (x) = (x2 + x3 + x4 + ...)4.

I (x2 + x3 + x4 + ...)4 =
[
x2(1 + x + x2 + ...)

]4
=[

x2( 1
1−x )

]4
= x8( 1

1−x )4 = x8(1− x)−4 =

x8
∑∞

k=0(−1)k
(−4

k

)
xk = x8

∑∞
k=0

(3+k
k

)
xk

I OusiastikĹ anazhtÿ to suntelestă tou x7 ston ìro∑∞
k=0

(3+k
k

)
xk pou eÐnai:

(10
7

)
= 120



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume 25
(Ðdia) antikeÐmena se 7 diaforetikĹ koutiĹ me ton
periorismì ìti to prÿto koutÐ den epitrèpetai na èqei
pĹnw apì 10 antikeÐmena;

I H GS gia to 1o koutÐ eÐnai: 1 + x + x2 + ... + x10

I H GS gia kajèna apì ta upìloipa 6 koutiĹ eÐnai:
1 + x + x2 + ...

I Opìte, h telikă GS gia ta 7 koutiĹ eÐnai:
(1 + x + x2 + ... + x10)(1 + x + x2 + ...)7 =(

1− x11

1− x

) (
1

1− x

)
= (1− x)−7(1− x11) =

[ ∞∑

k=0

(−1)k
(−7

k

)
xk

]
(1− x11) =

[ ∞∑

k=0

(
6 + k

k

)
xk

]
(1− x11)



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na topojetăsoume 25
(Ðdia) antikeÐmena se 7 diaforetikĹ koutiĹ me ton
periorismì ìti to prÿto koutÐ den epitrèpetai na èqei
pĹnw apì 10 antikeÐmena;

I To zhtoÔmeno plăjoc trìpwn dÐnetai apì to suntelestă

tou x25 sto anĹptugma tou

[ ∞∑

k=0

(
6 + k

k

)
xk

]
(1− x11)

I Autìc mporeÐ na prokÔyei eÐte gia k = 25 eÐte gia k = 14
kai eÐnai:

(6+25
25

)− (6+14
14

)
=

(31
25

)− (20
14

)
= 697521



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na epilèxoume 25 paiqnÐdia
apì 7 diaforetikĹ pou upĹrqoun sunolikĹ ìtan
mporoÔme na epilèxoume apì 2 èwc 6 kommĹtia apì kĹje
paiqnÐdi;

I H GS gia kĹje paiqnÐdi eÐnai: x2 + x3 + x4 + x5 + x6

I H GS gia ìla ta paiqnÐdia eÐnai:
(x2 + x3 + x4 + x5 + x6)7 =

(
x2(1 + x + x2 + x3 + x4)

)7
=

x14(1 + x + x2 + x3 + x4)7 = x14

(
1− x5

1− x

)7

= x14(1−
x)−7(1− x5)7 = x14

∑∞
k=0(−1)k

(−7
k

)
xk

∑∞
r=0(−1)r

(−7
r

)
x5r

I OusiastikĹ anazhtÿ to suntelestă tou x11 ston ìro∑∞
k=0(−1)k

(−7
k

)
xk

∑∞
r=0(−1)r

(7
r

)
x5r =∑∞

k=0

(6+k
k

)
xk

∑∞
r=0(−1)r

(7
r

)
x5r

I Autìc prokÔptei eÐte gia k = 11, r = 0, eÐte gia
k = 6, r = 1, eÐte gia k = 1, r = 2.

I ’Ara:(17
11

)
+

(12
6

)
(−1)

(7
1

)
+

(7
1

)(7
2

)
= 12.376− 6.468 + 147 = 6.055



Na brejeÐ gennătria sunĹrthsh gia thn akoloujÐa αr

pou èqei wc ìrouc thc touc arijmoÔc twn trìpwn
èkfrashc tou r san Ĺjroisma diaforetikÿn akeraÐwn.

I Gia kĹje akèraio k , to Ĺjroisma 1 + xk ekfrĹzei to ìti
mporoÔme na qrhsimopoiăsoume ton akèraio k kamÐa ă mÐa
forĹ sto Ĺjroisma gia to sqhmatismì tou akeraÐou r .

I Opìte, gia ìlouc touc akèraiouc h GS eÐnai:
(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)(1 + x4)...(1 + xk)...

I H GS deÐqnei ìti o r mporeÐ na sqhmatisteÐ me qrăsh kĹje
akeraÐou to polÔ mÐa forĹ.



Na brejeÐ h ekjetikă gennătria sunĹrthsh gia ton arijmì
αr twn diaforetikÿn metajèsewn r antikeimènwn pou
epilègontai apì 4 diaforetikoÔc tÔpouc antikeimènwn, ek
twn opoÐwn ta antikeÐmena kĹje tÔpou epilègontai
toulĹqiston 2 kai ìqi perissìterec apì 5 forèc.

I H GS gia kĹje antikeÐmeno kĹje tÔpou eÐnai:
x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!
I H GS gia touc 4 tÔpouc antikeimènwn eÐnai:(

x2

2!
+

x3

3!
+

x4

4!
+

x5

5!

)4

I O zhtoÔmenoc arijmìc αr dÐnetai apì to suntelestă tou
x r

r !
sto anĹptugma thc parapĹnw sunĹrthshc.



Na brejeÐ h ekjetikă gennătria sunĹrthsh gia ton
arijmì αr twn trìpwn topojèthshc r (diaforetikÿn)
anjrÿpwn se 3 diaforetikèc aÐjousec me 1 toulĹqiston
Ĺnjrwpo se kĹje aÐjousa. Poia eÐnai h gennătria
sunĹrthsh ìtan tejeÐ o periorismìc ìti prèpei na
topojethjeÐ Ĺrtioc arijmìc anjrÿpwn se kĹje aÐjousa;

Kai oi Ĺnjrwpoi kai oi aÐjousec eÐnai diaforetikèc, opìte
anazhtoÔme diatĹxeic me ton periorismì ìti 1 toulĹqiston
Ĺtomo ja pĹei se kĹje aÐjousa.

I H GS gia kĹje aÐjousa eÐnai:
x + x2

2! + x3

3! + ... = 1 + x + x2

2! + x3

3! + ...− 1 = ex − 1

I Epomènwc, h GS gia tic 3 aÐjousec eÐnai:
(ex − 1)3 = e3x − 3e2x + 3ex − 1 =
∞∑

k=0

3k xk

k!
−3

∞∑

k=0

2k xk

k!
+3

∞∑

k=0

xk

k!
−1 =

∞∑

k=0

(3k−3·2k+3)
xk

k!
−1



Na brejeÐ h ekjetikă gennătria sunĹrthsh gia ton
arijmì αr twn trìpwn topojèthshc r (diaforetikÿn)
anjrÿpwn se 3 diaforetikèc aÐjousec me 1 toulĹqiston
Ĺnjrwpo se kĹje aÐjousa. Poia eÐnai h gennătria
sunĹrthsh ìtan tejeÐ o periorismìc ìti prèpei na
topojethjeÐ Ĺrtioc arijmìc anjrÿpwn se kĹje aÐjousa;

Kai oi Ĺnjrwpoi kai oi aÐjousec eÐnai diaforetikèc, opìte
anazhtoÔme diatĹxeic me ton periorismì ìti 1 toulĹqiston
Ĺtomo ja pĹei se kĹje aÐjousa.

I H GS gia kĹje aÐjousa eÐnai:
x + x2

2! + x3

3! + ... = 1 + x + x2

2! + x3

3! + ...− 1 = ex − 1
I Epomènwc, h GS gia tic 3 aÐjousec eÐnai:

(ex − 1)3 = e3x − 3e2x + 3ex − 1 =
∞∑

k=0

3k xk

k!
− 3

∞∑

k=0

2k xk

k!
+

3
∞∑

k=0

xk

k!
− 1 =

∞∑

k=0

(3k − 3 · 2k + 3)︸ ︷︷ ︸
αrgia k=r

xk

k!
− 1



Na brejeÐ h ekjetikă gennătria sunĹrthsh gia ton
arijmì αr twn trìpwn topojèthshc r (diaforetikÿn)
anjrÿpwn se 3 diaforetikèc aÐjousec me 1 toulĹqiston
Ĺnjrwpo se kĹje aÐjousa. Poia eÐnai h gennătria
sunĹrthsh ìtan tejeÐ o periorismìc ìti prèpei na
topojethjeÐ Ĺrtioc arijmìc anjrÿpwn se kĹje aÐjousa;

Kai oi Ĺnjrwpoi kai oi aÐjousec eÐnai diaforetikèc, opìte
anazhtoÔme diatĹxeic me ton periorismì ìti Ĺrtio plăjoc
atìmwn ja pĹei se kĹje aÐjousa.

I H GS gia kĹje aÐjousa eÐnai:
1 + x2

2! + x4

4! + ... = ex+e−x

2 = 1
2(ex + e−x)

I Epomènwc, h GS gia tic 3 aÐjousec eÐnai:
[12(ex + e−x)]3 = 1

8(e3x − 3ex + 3e−x − e−3x) =

1

8
(
∞∑

k=0

3k xk

k!
− 3

∞∑

k=0

xk

k!
+ 3

∞∑

k=0

(−1)k
xk

k!
−

∞∑

k=0

3k(−1)k
xk

k!
)



Na brejeÐ h ekjetikă gennătria sunĹrthsh gia ton
arijmì αr twn trìpwn topojèthshc r (diaforetikÿn)
anjrÿpwn se 3 diaforetikèc aÐjousec me 1 toulĹqiston
Ĺnjrwpo se kĹje aÐjousa. Poia eÐnai h gennătria
sunĹrthsh ìtan tejeÐ o periorismìc ìti prèpei na
topojethjeÐ Ĺrtioc arijmìc anjrÿpwn se kĹje aÐjousa;

I 1

8
(
∞∑

k=0

3k xk

k!
− 3

∞∑

k=0

xk

k!
+ 3

∞∑

k=0

(−1)k
xk

k!
−

∞∑

k=0

3k(−1)k
xk

k!
) =

1

8

( ∞∑

k=0

[3k − 3 + 3(−1)k − 3k(−1)k ]
xk

k!

)



Na brejeÐ h ekjetikă gennătria sunĹrthsh gia ton
arijmì αr twn trìpwn topojèthshc r (diaforetikÿn)
anjrÿpwn se 3 diaforetikèc aÐjousec me 1 toulĹqiston
Ĺnjrwpo se kĹje aÐjousa. Poia eÐnai h gennătria
sunĹrthsh ìtan tejeÐ o periorismìc ìti prèpei na
topojethjeÐ Ĺrtioc arijmìc anjrÿpwn se kĹje aÐjousa;

I 1

8
(
∞∑

k=0

3k xk

k!
− 3

∞∑

k=0

xk

k!
+ 3

∞∑

k=0

(−1)k
xk

k!
−

∞∑

k=0

3k(−1)k
xk

k!
) =

1

8




∞∑

k=0

[3k − 3 + 3(−1)k − 3k(−1)k ]︸ ︷︷ ︸
αrgia k=r

xk

k!






BreÐte mia aplă èkfrash gia th gennătria sunĹrthsh
thc arijmhtikăc akoloujÐac 1, 1, 2, 2, 3, 3, 4, 4, ....

⇒ (1− z2)A(z) =
1

1− z

⇒ A(z) =
1

(1− z2)(1− z)
=

1

(1 + z)(1− z)2

I ’Ara h gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac dÐnetai apì th
sqèsh:

A(z) =
1

(1 + z)(1− z)2



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na diatĹxoume r
diaforetikĹ antikeÐmena pou epilègontai apì
aperiìristo arijmì antikeimènwn n diaforetikÿn eidÿn;

I H GS gia kĹje antikeÐmeno eÐnai: 1 + x + x2

2! + x3

3! + ...

I Epomènwc, h GS gia ìla ta n antikeÐmena eÐnai:(
1 + x + x2

2! + x3

3! + ...
)n

= (ex)n = exn

I IsqÔei ìti: eαx =
∞∑

r=0

αr x r

r !
, opìte:

I exn =
∞∑

r=0

nr x r

r !

I To zhtoÔmeno plăjoc diatĹxewn dÐnetai apì to suntelestă
tou x r

r ! sto parapĹnw anĹptugma pou eÐnai nr .



’Ena ploÐo èqei 48 shmaÐec, apì tic opoÐec 12 kìkkinec, 12
Ĺsprec, 12 mple kai 12 maÔrec. 12 apì autèc tic shmaÐec
topojetoÔntai se ènan katakìrufo istì gia na
antallĹssontai mhnÔmata me Ĺlla ploÐa. Pìsa apì
autĹ ta mhnÔmata qrhsimopoioÔn Ĺrtio arijmì mple
shmaiÿn kai perittì arijmì maÔrwn shmaiÿn;

I GS gia Ĺrtio arijmì mple shmaiÿn: 1 + x2

2! + x4

4! + ...

I GS gia perittì arijmì maÔrwn shmaiÿn: x + x3

3! + x5

5! + ...
I GS gia kìkkinec kai Ĺsprec (den upĹrqei kĹpoioc

periorismìc): (1 + x + x2

2! + x3

3! + x4

4! + x5

5! + ...)2

I Epomènwc, h telikă GS eÐnai:

f (x) = (ex)2(
ex + e−x

2
)(

ex − e−x

2
) =

1

4
e2x(e2x − e−2x)

=
1

4
(e4x − 1) =

1

4

( ∞∑

i=0

(4x)i

i !
− 1

)
=

1

4

∞∑

i=1

(4x)i

i !



’Ena ploÐo èqei 48 shmaÐec, apì tic opoÐec 12 kìkkinec, 12
Ĺsprec, 12 mple kai 12 maÔrec. 12 apì autèc tic shmaÐec
topojetoÔntai se ènan katakìrufo istì gia na
antallĹssontai mhnÔmata me Ĺlla ploÐa. Pìsa apì
autĹ ta mhnÔmata qrhsimopoioÔn Ĺrtio arijmì mple
shmaiÿn kai perittì arijmì maÔrwn shmaiÿn;

I Epomènwc, o suntelestăc tou x12

12! sth sunĹrthsh
∞∑

i=1

(4x)i

i !

pou dÐnei to zhtoÔmeno arijmo mhnumĹtwn eÐnai:
1
4412 = 411 = 4.194.304



Mia etaireÐa proslambĹnei 11 nèouc upallălouc. KĹje
upĹllhloc topojeteÐtai se èna apì ta 4
upokatastămata thc etaireÐac kai kĹje upokatĹsthma
enisqÔetai me ènan toulĹqiston nèo upĹllhlo. Me
pìsouc trìpouc mporoÔn na gÐnoun oi topojetăseic twn
neoproslhfjèntwn upallălwn;

I OnomĹzoume A, B, G kai D ta 4 upokatastămata.

I Oi zhtoÔmenoi trìpoi eÐnai ousiastikĹ apantăseic sthn
erÿthsh: kajènac apì touc upallălouc se poio
katĹsthma phgaÐnei (upì touc dosmènouc periorismoÔc).

I ’Ara anazhtoÔme to plăjoc twn diaforetikÿn 11-Ĺdwn pou
mporoÔme na pĹroume qrhsimopoiÿntac ta fifigrĹmmataflfl A,
B, G kai D, me ton periorismì ìti to kajèna prèpei na
emfanÐzetai opwsdăpote mÐa forĹ sthn 11-Ĺda.
Profanÿc, h seirĹ èqei shmasÐa, Ĺra anazhtoÔme
diatĹxeic kai epomènwc ekjetikă gennătria sunĹrthsh.



Mia etaireÐa proslambĹnei 11 nèouc upallălouc. KĹje
upĹllhloc topojeteÐtai se èna apì ta 4
upokatastămata thc etaireÐac kai kĹje upokatĹsthma
enisqÔetai me ènan toulĹqiston nèo upĹllhlo. Me
pìsouc trìpouc mporoÔn na gÐnoun oi topojetăseic twn
neoproslhfjèntwn upallălwn;

I Gia to fifigrĹmmaflfl A (ìmoia kai gia ta upìloipa) h GS

eÐnai: x + x2

2! + x3

3! + ...
I ’Ara telikĹ h GS eÐnai:

(
1 + x +

x2

2!
+

x3

3!
+ ...

)4

= (ex−1)4 = e4x−4e3x+6e2x−4ex+1

I O zhtoÔmenoc arijmìc topojetăsewn dÐnetai apì to
suntelestă tou x11

11! sto anĹptugma thc GS.

I
∞∑

r=0

4r x r

r !
− 4

∞∑

r=0

3r x r

r !
+ 6

∞∑

r=0

2r x r

r !
− 4

∞∑

r=0

1r x r

r !
+ 1 =



Mia etaireÐa proslambĹnei 11 nèouc upallălouc. KĹje
upĹllhloc topojeteÐtai se èna apì ta 4
upokatastămata thc etaireÐac kai kĹje upokatĹsthma
enisqÔetai me ènan toulĹqiston nèo upĹllhlo. Me
pìsouc trìpouc mporoÔn na gÐnoun oi topojetăseic twn
neoproslhfjèntwn upallălwn;

I
∞∑

r=0

(4r − 4 · 3r + 6 · 2r − 4r)
x r

r !
+ 1

I UpologÐzoume to suntelestă tou x11

11! jètontac r = 11 sthn
parĹstash: (4r − 4 · 3r + 6 · 2r − 4r)

I 4r − 4 · 3r + 6 · 2r − 4r =
411 − 4 · 311 + 6 · 211 − 4 · 11 =
411 − 4 · 311 + 6 · 211 − 4



Na brejeÐ o arijmìc twn trìpwn na rÐxoume k
diakekrimèna antikeÐmena se n diakekrimènec upodoqèc
ètsi ÿste kĹje upodoqă na deqjeÐ toulĹqiston èna
antikeÐmeno.

Se kĹje upodoqă prèpei na upĹrqei toulĹqiston èna
antikeÐmeno kai metrĹei h seirĹ.

I H GS gia kĹje upodoqă eÐnai: x + x2

2! + x3

3! + ... = ex − 1

I H GS gia ìlec tic n upodoqèc eÐnai:

(ex − 1)n =
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k(ex)n−k =

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)kex(n−k) =

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k

∞∑

r=0

(n − k)r
x r

r !
=

∞∑

r=0

(
n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k(n − k)r

)
x r

r !



Na brejeÐ o arijmìc twn trìpwn na diamerÐsw èna
sÔnolo apì k diakekrimèna antikeÐmena se n uposÔnola
mh kenĹ kai anĹ duo xèna.

I An jewrăsoume ìti ta n uposÔnola antistoiqoÔn se n
upodoqèc, tìte oi apaităseic gia ta uposÔnola na eÐnai
anĹ duo xèna kai mh kenĹ metatrèpontai stouc
periorismoÔc gia tic upodoqèc na eÐnai diakekrimènec kai na
èqoun toulĹqiston èna antikeÐmeno antÐstoiqa.

I Epomènwc, o arijmìc pou yĹqnoume eÐnai to apotèlesma
tou prohgoÔmenou paradeÐgmatoc, me th diaforĹ ìti afoÔ
den mac endiafèrei h seirĹ twn stoiqeÐwn mèsa sta
uposÔnola (ă twn antikeimènwn stic upodoqèc antÐstoiqa),
ja prèpei na diairèsoume me n!. ’Ara:(

n∑

k=0

(
n

k

)
(−1)k(n − k)r

)
1

n!



Na brejeÐ o arijmìc twn trìpwn na diamerÐsw èna
sÔnolo apì k diakekrimèna antikeÐmena se n uposÔnola
mh kenĹ kai anĹ duo xèna.

I O prohgoÔmenoc arijmìc lègetai kai arijmìc Stirling
deutèrou eÐdouc kai sumbolÐzetai me:

S(k , n) = { n
k
} =

(
n∑

i=1

(
n

i

)
(n − 1)k(−1)i

)
1

n!

I Gia touc arijmoÔc Stirling deutèrou eÐdouc isqÔei o
parakĹtw anadromikìc tÔpoc:
S(k + 1, n + 1) = S(k, n) + (n + 1)S(k, n + 1)



Idiìthtec gennhtriÿn sunartăsewn

JewroÔme akoloujÐec α = (α0, α1, α2, ..., αn, ...) kai
β = (β0, β1, β2, ..., βn, ... me gennătriec sunartăseic A(x) kai
B(x) antÐstoiqa.
IsqÔoun oi akìloujec idiìthtec:

I Grammikă idiìthta

I Idiìthta klÐmakac

I Idiìthta olÐsjhshc

I Idiìthta merikÿn ajroismĹtwn

I Idiìthta sumplhrwmatikÿn merikÿn ajroismĹtwn

I Idiìthta paragÿgou

I Idiìthta oloklărwshc

I Idiìthta sunèlixhc



Grammikă idiìthta

H akoloujÐa α = (α0, α1, α2, ..., αn, ...) èqei gennătria

sunĹrthsh thn A(x) =
∞∑

r=0

αrx
r .

H akoloujÐa β = (β0, β1, β2, ..., βn, ... èqei gennătria sunĹrthsh

th B(x) =
∞∑

r=0

brx
r .

’Estw c , d stajerèc.
H GS thc akoloujÐac c ·α+d ·β eÐnai h c ·A(x)+d ·B(x). GiatÐ;
H GS thc c · α + d · β ja eÐnai h

Γ(x) =
∞∑

r=0

(c · αr + d · βr )x
r =

∞∑

r=0

(c · αrx
r + d · βrx

r ) =

∞∑

r=0

c ·αrx
r +

∞∑

r=0

d ·βrx
r = c ·

∞∑

r=0

αrx
r +d ·

∞∑

r=0

βrx
r = cA(x)+dB(x)



Grammikă idiìthta

I H GS thc akoloujÐac 4n + 9 · 2n eÐnai h
1

1− 4x
+

9

1− 2x
=

10− 38x

1− 6x + 8x2

I AntÐstrofa, h akoloujÐa me GS
9− 47x

1− 10x + 21x2
prokÔptei

an analÔsoume th GS se merikĹ klĹsmata
5

1− 3x
+

4

1− 7x
. H akoloujÐa eÐnai h 5 · 3n + 4 · 7n.



Idiìthta klÐmakac

H akoloujÐa α = (α0, α1, α2, ..., αn, ...) èqei gennătria

sunĹrthsh thn A(x) =
∞∑

r=0

αrx
r .

H GS thc akoloujÐac br = λrαr eÐnai h A(λx). GiatÐ;
B(x) = λ0α0x

0 + λ1α1x
1 + λ2α2x

2 + ... + λrαrx
r + ... =

α0λ
0x0 + α1λ

1x1 + α2λ
2x2 + ... + αrλ

rx r + ... =
α0(λx)0 + α1(λx)1 + α2(λx)2 + ... + αr (λx)r + ... =
∞∑

r=0

αr (λx)r = A(λx)



Idiìthta olÐsjhshc

H akoloujÐa α = (α0, α1, α2, ..., αn, ...) èqei gennătria

sunĹrthsh thn A(x) =
∞∑

r=0

αrx
r .

H GS thc akoloujÐac:
br = 0 gia r = 0, ..., n − 1 kai
br = αr−n gia r = n, n + 1, ...
eÐnai h B(x) = xnA(x). GiatÐ;

B(x) =
∞∑

r=0

brx
r =

n−1∑

r=0

brx
r +

∞∑
r=n

brx
r = 0 +

∞∑
r=n

αr−nx
r

Jètoume r − n = k , opìte:

B(x) =
∞∑

k=0

αkxn+k =
∞∑

k=0

αkxkxn = xn
∞∑

k=0

αkxk = xnA(x)



Idiìthta olÐsjhshc

I H akoloujÐa 0,0,0,0,1,1,1,1,... prokÔptei apì thn 1,1,1,1,...
an thn olisjăsoume proc ta dexiĹ katĹ 4 jèseic:
0,0,0,0,1,1,1,1,...
Opìte, h GS thc akoloujÐac 0,0,0,0,1,1,1,1,... eÐnai
x4A(x) = x4 1

1−x = x4

1−x

I H akoloujÐa 0,0,1,2,4,8,...,2n,... prokÔptei apì thn
1,2,4,8,...,2n,... an thn olisjăsoume proc ta dexiĹ katĹ 2
jèseic: 0,0,1,2,4,8,...,2n,...
Opìte, h GS thc akoloujÐac 0,0,1,2,4,8,...,2n,... eÐnai
x2A(x) = x2 1

1−2x = x2

1−2x



BreÐte th diakrită arijmhtikă sunĹrthsh pou antistoiqeÐ

sth gennătria sunĹrthsh A(z) =
z5

5− 6z + z2
.

I H gennătria sunĹrthsh A(z) isoÔtai me z5B(z) ìpou

B(z) =
1

5− 6z + z2
.

I An broÔme thn arijmhtikă sunĹrthsh bn pou antistoiqeÐ
sth gennătria sunĹrthsh B(z), h arijmhtikă sunĹrthsh αn

pou antistoiqeÐ sth gennătria sunĹrthsh A(z) ja eÐnai h
αn = S5bn.

I B(z) =
1

5− 6z + z2
=

1

(5− z)(1 + z)
=

−1

4
· 1

5− z
+

1

4
· 1

1− z
= − 1

20
· 1

1− 1
5z

+
1

4
· 1

1− z



BreÐte th diakrită arijmhtikă sunĹrthsh pou antistoiqeÐ

sth gennătria sunĹrthsh A(z) =
z5

5− 6z + z2
.

I B(z) =
1

5− 6z + z2
=

1

(5− z)(1 + z)
=

−1

4
· 1

5− z
+

1

4
· 1

1− z
= − 1

20
· 1

1− 1
5z

+
1

4
· 1

1− z

I H gennătria sunĹrthsh 1
1− 1

5
z
antistoiqeÐ sthn arijmhtikă

sunĹrthsh
(

1
5

)n
, n ≥ 0

I H gennătria sunĹrthsh 1
1−z antistoiqeÐ sthn (stajeră)

arijmhtikă sunĹrthsh 1

I ’Ara: bn = − 1
20

(
1
5

)n
+ 1

4 , n ≥ 0

I Epomènwc: αn =

{
0, 0 ≤ n ≤ 4,

− 1
20

(
1
5

)n−5
+ 1

4 , n ≥ 5.



Idiìthta merikÿn ajroismĹtwn

H akoloujÐa α = (α0, α1, α2, ..., αn, ...) èqei gennătria

sunĹrthsh thn A(x) =
∞∑

r=0

αrx
r .

H GS thc akoloujÐac bk =
k∑

r=0

αr , k = 0, 1, 2, ... eÐnai

B(x) =
A(x)

1− x
. GiatÐ;

αk = bk − bk−1 =⇒
grammikă idiìthta

∞∑

k=0

αkxk =
∞∑

k=0

bkxk −
∞∑

k=0

bk−1x
k =⇒
idiìthta olÐsjhshc

A(x) = B(x)− xB(x) ⇒ B(x) =
A(x)

1− x



Idiìthta merikÿn ajroismĹtwn

I H akoloujÐa γn = n + 1 mporeÐ na jewrhjeÐ san h
akoloujÐa twn merikÿn ajroismĹtwn thc αn = 1:
γn = 1, 1 + 1, 1 + 1 + 1, ...

I H GS thc αn = 1 eÐnai h A(x) = 1
1−x

I Opìte h GS thc γn = n + 1 ja eÐnai h A(x)
1−x = 1

(1−x)2

I Qrhsimopoiÿntac thn idiìthta thc olÐsjhshc, èqoume ìti h
GS thc akoloujÐac γn−1 = n eÐnai h xΓ(x) = x

(1−x)2

I Qrhsimopoiÿntac xanĹ thn idiìthta twn merikÿn
ajroismĹtwn, èqoume ìti h akoloujÐa δn =

∑n
i=0 i èqei sa

GS th ∆(x) = x
(1−x)3



Dÿste kleistì tÔpo gia thn akoloujÐa ∆(x) = x
(1−x)3

I H ∆(x) = x
(1−x)3

eÐnai GS thc akoloujÐac δn =
∑n

i=0 i

I Efarmìzoume to diwnumikì anĹptugma kai èqoume:

(1− x)−3 = 1 +
∞∑

k=1

(
3 + k − 1

k

)
xk = 1 +

∞∑

k=1

(
k + 2

2

)
xk

I Apì thn idiìthta olÐsjhshc:

x(1− x)−3 = 0x0 + 1x +
∞∑

k=1

(
k + 2

2

)
xk+1

= 0 + x +
∞∑

k=2

(
k + 1

2

)
xk =

∞∑

k=1

(
k + 1

2

)
xk

I O ìroc δn eÐnai o suntelestăc tou xn sto parapĹnw
anĹptugma, dhl.

(n+1
2

)
.



Na upologisteÐ kleistìc tÔpoc gia to Ĺjroisma
11 + 22 + 32 + ... + n2 me qrăsh gennhtriÿn sunartăsewn.
Upìdeixh: BreÐte prÿta th gennătria sunĹrthsh thc
akoloujÐac αk = k2.

Gia th gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac αk = k2 èqoume:

A(x) = 0 + 12x + 22x2 + 32x3 + 42x4 + ... =

x(12 + 22x + 32x2 + 42x3 + ...) = x(x + 2x2 + 3x3 + 4x4 + ...)′ =

x
[
x(1 + 2x + 3x2 + 4x3 + ...)

]′
= x

[
x(x + x2 + x3 + x4...)′

]′
=

x

[
x

(
1

1− x
− 1

)′]′
= x

[
x

x

(1− x)2

]′
=

x(1 + x)

(1− x)3



Na upologisteÐ kleistìc tÔpoc gia to Ĺjroisma
11 + 22 + 32 + ... + n2 me qrăsh gennhtriÿn sunartăsewn.
Upìdeixh: BreÐte prÿta th gennătria sunĹrthsh thc
akoloujÐac αk = k2.

Apì thn idiìthta twn merikÿn ajroismĹtwn prokÔptei ìti h
gennătria sunĹrthsh thc akoloujÐac
b = 02, 02 + 12, 02 + 12 + 22, ..., 02 + 12 + ... + r2, ... gia thn

opoÐa eÐnai bk =
k∑

r=0

αr eÐnai h S(x) =
A(x)

1− x
=

x(1 + x)

(1− x)4

Opìte gia na upologÐsoume to zhtoÔmeno Ĺjroisma, prèpei na
upologÐsoume to suntelestă tou x r sthn parapĹnw sunĹrthsh.
Apì to diwnumikì anĹptugma èqoume gia to suntelestă tou x r

sto (1− x)−4:

(−4)(−4− 1)...(−4− r + 1)

r !
(−1)r =

4 · 5 · ... · (r + 3)

r !

=
(r + 1)(r + 2)(r + 3)

1 · 2 · 3



Na upologisteÐ kleistìc tÔpoc gia to Ĺjroisma
11 + 22 + 32 + ... + n2 me qrăsh gennhtriÿn sunartăsewn.
Upìdeixh: BreÐte prÿta th gennătria sunĹrthsh thc
akoloujÐac αk = k2.

Pÿc mporoÔme na èqoume x r sth dikă mac parĹstash; EÐte san
x r = x1 · x r−1 eÐte san x r = x2 · x r−2

Opìte o suntelestăc tou x r sth sunĹrthsh S(x) =
x(1 + x)

(1− x)4

eÐnai o:

r(r + 1)(r + 2)

1 · 2 · 3 +
(r − 1)r(r + 1)

1 · 2 · 3 =
r(r + 1)(2r + 1)

6

’Ara: 11 + 22 + 32 + ... + r2 =
r(r + 1)(2r + 1)

6



Idiìthta sumplhrwmatikÿn merikÿn ajroismĹtwn

H akoloujÐa α = (α0, α1, α2, ..., αn, ...) èqei gennătria

sunĹrthsh thn A(x) =
∞∑

r=0

αrx
r .

H GS thc akoloujÐac bk =
∞∑

r=k

αr , k = 0, 1, 2, ... eÐnai

B(x) =
A(1)− xA(x)

1− x
. GiatÐ;

bk =
∞∑

r=k

αr =
∞∑

r=0

αr −
k−1∑

r=0

αr ⇒

bk = A(1)−
k−1∑

r=0

αr ⇒
∞∑

k=0

bkxk =
∞∑

k=0

A(1)xk −
∞∑

k=0

(
k−1∑

r=0

αr )x
k ⇒

B(x) =
A(1)− xA(x)

1− x



Idiìthta paragÿgou

I H akoloujÐa γn = nαn èqei GS th Γ(x) = xA′(x), ìpou
A′(x) eÐnai h prÿth parĹgwgoc thc sunĹrthshc A(x).

I GIATI;

Γ(x) = xA′(x) = x
∞∑

n=0

(αnx
n)′ = x

∞∑

n=0

nαnx
n−1 =

∞∑

n=0

(nαn)x
n



Idiìthta oloklhrÿmatoc

I H akoloujÐa δn = αn
n+1 èqei GS th ∆(x) = 1

x

∫ x
0 A(z)dz .

I H parĹgousa tou zn eÐnai zn+1

n+1 , opìte èqoume:

∆(x) =
1

x

∫ x

0
A(z)dz =

1

x

∞∑

n=0

∫ x

0
αnz

ndz =

1

x

∞∑

n=0

αn

n + 1
xn+1 =

∞∑

n=0

αn

n + 1
xn



Na upologisteÐ h GS thc akoloujÐac αn = n(n + 1).

I H akoloujÐa βn = n èqei GS th B(x) = x
(1−x)2

.

I Apì thn idiìthta thc paragÿgou, h γn = n2 = nbn èqei GS
Γ(x) = xB ′(x) = x(x+1)

(1−x)3
.

I Apì th grammikă idiìthta, h akoloujÐa
αn = n(n + 1) = n2 + n èqei GS th

Γ(x) + B(x) =
x(x + 1)

(1− x)3
+

x

(1− x)2
=

2x

(1− x)3



Idiìthta sunèlixhc

H akoloujÐa dk =
∑k

r=0 αrβk−r , k = 0, 1, 2, ... onomĹzetai
sunèlixh twn akoloujiÿn α kai β kai sumbolÐzetai α ∗ β.
H GS thc akoloujÐac dk eÐnai h D(x) = A(x)B(x), ìpou A(x)
eÐnai h GS thc akoloujÐac αr kai B(x) eÐnai h GS thc
akoloujÐac br . GiatÐ;
A(x)B(x) = (α0 + α1x + α2x

2 + ...)(b0 + b1x + b2x
2 + ...) =

(α0b0) + (α1b1)x + (α2b2)x
2 + ... =

∞∑

k=0

(dkxk)xk = D(x)



Idiìthta sunèlixhc

I H akoloujÐa γn =
∑n

i=1 αiβn−1 onomĹzetai sunèlixh twn
akoloujiÿn α kai β kai sumbolÐzetai α ∗ β.

I ’Estw Γ(x) h GS thc akoloujÐac γ. EÐnai Γ(x) = A(x)B(x)
ă pio aplĹ h GS thc sunèlixhc dÔo akoloujiÿn dÐnetai apì
to ginìmeno twn GS touc.

I Autì prokÔptei eÔkola apì ton orismì tou ginomènou
poluwnÔmwn: o sunetelestăc tou xn sto ginìmeno
A(x)B(x) isoÔtai me

∑n
i=0 αiβn−i epeidă ìloi oi dunatoÐ

trìpoi na pĹroume to xn sto ginìmeno prokÔptoun
pollaplasiĹzontac to x i sto A(x) me to xn−i sto B(x),
gia ìla ta i = 0, ..., n.



ApodeÐxte ìti h prĹxh thc sunèlixhc eÐnai prĹxh
antimetajetikă, dhl., ìti gia opoiesdăpote akoloujÐec α

kai β isqÔei ìti α ∗ β = β ∗ α.

I To ginìmeno poluwnÔmwn eÐnai antimetajetikă prĹxh.

I Apì thn idiìthta thc sunèlixhc, oi akoloujÐec α ∗ β kai
β ∗ α èqoun thn Ðdia GS.

I ’Ara prìkeitai gia tic Ðdiec akoloujÐec.



ApodeÐxte thn idiìthta twn merikÿn ajroismĹtwn
qrhsimopoiÿntac thn idiìthta thc sunèlixhc.

I H sunèlixh thc akoloujÐac α me thn akoloujÐa βn = 1 eÐnai∑n
i=0 αi , dhl., h akoloujÐa twn merikÿn ajroismĹtwn thc α.

I ’Estw A(x) h GS thc α.

I H GS thc βn = 1 eÐnai B(x) = (1− x)−1.

I Apì thn idiìthta thc sunèlixhc, h GS thc akoloujÐac twn
merikÿn ajroismĹtwn thc α eÐnai A(x)

1−x .



UpologÐste to Ĺjroisma
∑n

i=0 3i2n−i qrhsimopoiÿntac
gennătriec sunartăseic.

I To zhtoÔmeno Ĺjroisma eÐnai o n-ostìc ìroc thc sunèlixhc
twn akoloujiÿn αn = 3n kai βn = 2n.

I H αn èqei GS 1
1−3x kai h βn èqei GS B(x) = 1

1−2x .

I H GS thc sunèlixăc touc eÐnai

1

(1− 3x)(1− 2x)
=

3

1− 3x
− 2

1− 2x

Autì prokÔptei me merikă klasmatikă anĹlush.

I Apì th grammikă idiìthta, h akoloujÐa pou antistoiqeÐ se
aută th GS èqei n-ostì ìro 3n+1 − 2n+1.

I Epomènwc,
∑n

i=0 3i2n−i = 3n+1 − 2n+1



AnĹlush se klĹsmata kai antistrofă gennhtriÿn
sunartăsewn

I Jèloume na upologÐsoume thn akoloujÐa me gennătria

sunĹrthsh
P(x)

D(x)
, ìpou P(x) kai D(x) eÐnai poluÿnuma wc

proc x .

I Efarmìzoume merikă klasmatikă anĹlush eÐte apeujeÐac

sth sunĹrthsh
P(x)

D(x)
eÐte sth sunĹrthsh

1

D(x)
.

I Apì to apotèlesma thc anĹlushc se merikĹ klĹsmata
upologÐzoume thn akoloujÐa me thn antÐstoiqh gennătria
sunĹrthsh.

I An èqoume thn
1

D(x)
qrhsimopoioÔme thn idiìthta thc

olÐsjhshc kai th grammikă idiìthta.



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh thn

F (x) =
4x2(1− 8x)

(1− 4x)(1− 2x)2

I BrÐskoume prÿta th GS tou parĹgonta:

G (x) =
1− 8x

(1− 4x)(1− 2x)2

I Me klasmatikă anĹlush:

G (x) =
1− 8x

(1− 4x)(1− 2x)2
=

−4

(1− 4x)
+

3

(1− 2x)2
+

2

(1− 2x)
I H akoloujÐa pou antistoiqeÐ sth gennătria sunĹrthsh

G (x) eÐnai h:

αr = −4 · 4r + 3 · (r + 1)2r + 2 · 2r , r = 0, 1, 2, ...

I Epomènwc, h F (x) = 4x2G (x) (me bĹsh idiìthta olÐsjhshc)
eÐnai h GS thc akoloujÐac 4αr−2,

dhl.:αr =

{
3(r + 1)2r − 4r , an r = 2, 3, 4, ...,
0, an r < 2.



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
2

1− 4x2

I Me klasmatikă anĹlush:
2

1− 4x2
=

1

1− 2x
+

1

1 + 2x

I Gia th gennătria sunĹrthsh
1

1− 2x
h akoloujÐa eÐnai h

βn = 2n.

I Gia th gennătria sunĹrthsh
1

1 + 2x
h akoloujÐa eÐnai h

γn = (−2)n.

I Apì th grammikă idiìthta h zhtoÔmenh akoloujÐa eÐnai:

αn =

{
2n+1, an n Ĺrtioc,
0, an n perittìc.



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
22x3 − 9x2 − 14x − 1

(1 + x)(1 + 3x)(1− 2x)2

I Me klasmatikă anĹlush:
1

(1 + x)(1 + 3x)(1− 2x)2
=

−1/18

1 + x
+

27/50

1 + 3x
+

56/225

1− 2x
+

4/15

(1− 2x)2

I H akoloujÐa me GS (1 + x)−1 eÐnai h (−1)n. Me grammikă
idiìthta kai idiìthta olÐsjhshc: akoloujÐa me GS
(−1/18)(22x3 − 9x2 − 14x − 1)

(1 + x)
eÐnai h:

− 1
18

[
22(−1)n−3 − 9(−1)n−2 − 14(−1)n−1 − (−1)n

]
=

− 1
18 [−22− 9 + 14− 1] (−1)n = (−1)n



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
22x3 − 9x2 − 14x − 1

(1 + x)(1 + 3x)(1− 2x)2

I H akoloujÐa me GS (1 + 3x)−1 eÐnai h (−3)n. Me grammikă
idiìthta kai idiìthta olÐsjhshc: akoloujÐa me GS
(27/50)(22x3 − 9x2 − 14x − 1)

(1 + 3x)
eÐnai h:

27
50

[
22(−3)n−3 − 9(−3)n−2 − 14(−3)n−1 − (−3)n

]
=

27
50 [−22/27− 9/9 + 14/3− 1] (−3)n = (−3)n

I H akoloujÐa me GS (1− 2x)−1 eÐnai h 2n. Me grammikă
idiìthta kai idiìthta olÐsjhshc: akoloujÐa me GS
(56/225)(22x3 − 9x2 − 14x − 1)

(1 + 3x)
eÐnai h:

56
225

[
22 · 2n−3 − 9 · 2n−2 − 14 · 2n−1 − ·2n

]
=

56
225 [−22/8− 9/4− 14/2− 1] 2n = −28

152n



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
22x3 − 9x2 − 14x − 1

(1 + x)(1 + 3x)(1− 2x)2

I H akoloujÐa me GS (1− 2x)−2 eÐnai h (n + 1)2n. Me
grammikă idiìthta kai idiìthta olÐsjhshc: akoloujÐa me

GS
(4/15)(22x3 − 9x2 − 14x − 1)

(1− 2x)2
eÐnai h:

4
15

[
22(n − 2)2n−3 − 9(n − 1)2n−2 − 14n2n−1 − (n + 1)2n

]
=

4
15 [22/8− 9/4− 14/2− 1] n2n +
4
15 [(−2)22/8 + 9/4− 1] 2n = −2n2n − 17

152n

I Apì ìla ta parapĹnw, katalăgoume ìti h zhtoÔmenh
akoloujÐa eÐnai h:

αn = (−1)n + (−3)n − 2n2n − 28 + 17

15
2n =

(−1)n + (−3)n − n2n+1 − 3 · 2n



Na upologisteÐ h akoloujÐa me gennătria sunĹrthsh
22x3 − 9x2 − 14x − 1

(1 + x)(1 + 3x)(1− 2x)2

I H anĹlush eÐnai eukolìterh an qrhsimopoiăsoume th

diĹspash:
1

(1 + x)(1 + 3x)(1− 2x)2
=

1

1 + x
+

1

1 + 3x
− 1

1− 2x
− 2

(1− 2x)2



H Ôlh sunoptikĹ...

I Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I Gennătriec sunartăseic

I Egkleismìc - Apokleismìc

I JewrÐa Polyá



Pìsec apì autèc tic skakièrec eÐnai alăjeia diaforetikèc;



Autèc oi skakièrec eÐnai sthn ousÐa Ðdiec... dhl. isodÔnamec!



H kĹje mÐa prokÔptei apì thn prohgoÔmenh me dexiìstrofh
peristrofă katĹ 90o



Autèc oi skakièrec eÐnai sthn ousÐa Ðdiec... dhl. isodÔnamec!



H kĹje mÐa prokÔptei apì thn prohgoÔmenh me dexiìstrofh
peristrofă katĹ 90o



Autèc oi skakièrec eÐnai sthn ousÐa Ðdiec... dhl. isodÔnamec!



H kĹje mÐa prokÔptei apì thn prohgoÔmenh me dexiìstrofh
peristrofă katĹ 90o



Autèc oi skakièrec eÐnai sthn ousÐa Ðdiec... dhl. isodÔnamec!



H kĹje mÐa prokÔptei apì thn prohgoÔmenh me dexiìstrofh
peristrofă katĹ 90o



Autèc oi skakièrec eÐnai isodÔnamec wc proc thn antÐjesh
qrwmĹtwn...!



I Profanÿc, den eÐnai apodotikì gia kĹje paraplăsia
erÿthsh na kĹnoume thn exantlhtikă anazăthsh pou
kĹname prin ă na basizìmaste aplĹ sthn paratărhsh gia
na metrăsoume to plăjoc twn diaforetikÿn antikeimènwn
ìtan emfanÐzontai omoiìthtec lìgw kĹpoiac morfăc
summetrÐac sth domă twn antikeimènwn...

I UpĹrqei kĹpoia idiìthta pou na èqoun ta diaforetikĹ (ă
ta Ðdia) antikeÐmena bĹsei thc opoÐac na èqoume èna
susthmatikì trìpo prosdiorismoÔ twn fifidiaforetikÿnflfl
antikeimènwn;

I Sth sunèqeia ja doÔme th jewrÐa mètrhshc diaforetikÿn
antikeimènwn ìtan lambĹnontai upìyh jèmata summetrÐac
pou anaptÔqjhke apì ton Pólya to 1938.



Basikă idèa 1... (Jeÿrhma Burnside)

I Pìsouc trìpouc na anadiatĹxw th skakièra èqw; 6
I KĹje forĹ pou kĹpoia anadiĹtaxh enìc antikeimènou dÐnei

Ĺlla isodÔnama antikeÐmena, pìsa epimèrouc stoiqeÐa tou
antikeimènou mènoun Ðdia; 4,0,10,8,10,4, sunolikĹ: 36

I Oi fipragmatikĹ diaforetikèc fl morfèc eÐnai: 36
6 = 6

I IDEA: MetaxÔ isodÔnamwn morfÿn pou prokÔptoun apì
anadiĹtaxh, pìsa epimèrouc stoiqeÐa mènoun Ðdia;



Basikă idèa 1... (Jeÿrhma Burnside)

I DÐnetai to sÔnolo S = {a, b, c, d}.
I Xekinÿntac apì thn tetrĹda (a, b, c , d) mporÿ eÐte na thn

afăsw wc èqei (a, b, c , d) eÐte na thn adiatĹxw me touc
exăc trìpouc: (b, a, c , d), (a, b, d , c), (b, a, d , c).

(abcd)
(abcd)

(abcd)
(bacd)

(abcd)
(abdc)

(abcd)
(badc)

I IDEA: MetaxÔ isodÔnamwn morfÿn pou prokÔptoun apì
anadiĹtaxh, pìsa epimèrouc stoiqeÐa mènoun Ðdia;



Basikă idèa 1... (Jeÿrhma Burnside)

I DÐnetai to sÔnolo S = {a, b, c, d}.
I Xekinÿntac apì thn tetrĹda (a, b, c , d) mporÿ eÐte na thn

afăsw wc èqei (a, b, c , d) eÐte na thn adiatĹxw me touc
exăc trìpouc: (b, a, c , d), (a, b, d , c), (b, a, d , c).

(abcd)
(abcd)

(abcd)
(bacd)

(abcd)
(abdc)

(abcd)
(badc)

I IDEA: MetaxÔ isodÔnamwn morfÿn pou prokÔptoun apì
anadiĹtaxh, pìsa epimèrouc stoiqeÐa mènoun Ðdia;

I Pìsec anadiatĹxeic upĹrqoun; 4
I SunolikĹ pìsa stoiqeÐa mènoun analloÐwta stic

anadiatĹxeic; 8

I UpĹrqoun
8

4
= 2 fipragmatikĹ diaforetikèc fl tetrĹdec.



Kală h mèjodoc, allĹ...

I To mètrhma twn stoiqeÐwn pou den allĹzoun (kai mporeÐ
na eÐnai pollĹ) paramènei mh apodotikă diadikasÐa...

I An mĹc endiafèroun kai parapĹnw idiìthtec/leptomèreiec
gia tic anadiatĹxeic, p.q., anazhtÿ ton arijmì twn
diaforetikÿn skakièrwn me 2 maÔra kai 2 Ĺspra
tetragwnĹkia;

I JewrÐa mètrhshc Pólya...



Basikă idèa 2... (Jeÿrhma Pólya)

I Onìmase ta tetragwnĹkia thc skakièrac me grĹmmata
apì to sÔnolo D = {a, b, c, d}.

I Onìmase ta qrÿmata me ta grĹmmata apì to sÔnolo
R = {x , y}, dÿstouc bĹrh w(x) = x , w(y) = y kai proc to
parìn xèqna ta.



Basikă idèa 2... (Jeÿrhma Pólya)

I Me poiouc trìpouc mporÿ na anadiatĹxw ta koutĹkia thc
skakièrac;

(abcd)
(bcda)

1 kÔkloc
măkouc 4

(abcd)
(cdab)

2 kÔkloi
măkouc 2

(abcd)
(dabc)

1 kÔkloc
măkouc 4

(abcd)
(abcd)

4 kÔkloi
măkouc 1

I PÐsw sta qrÿmata:
gia kÔklouc măkouc 1: x + y trìpoi na qrwmatistoÔn,
gia kÔklouc măkouc 2: x2 + y2 trìpoi na qrwmatistoÔn,
gia kÔklouc măkouc 4: x4 + y4 trìpoi na qrwmatistoÔn



Basikă idèa 2... (Jeÿrhma Pólya)

I Diaforetikèc skakièrec pou mporÿ na ftiĹxw:

PG =
(x + y)4 + (x2 + y2)2 + (x4 + y4)2

4
=

2x4 + 4x3y + 8x2y2 + 4xy3 + 2y4 + x8 + y8 + 2x4y4

4

I Jètoume x = y = 1 sthn parapĹnw sqèsh kai opìte
prokÔptei ìti PG = 6 pou eÐnai to plăjoc twn diaforetikÿn
skakièrwn



BasikĹ stoiqeÐa jewrÐac sunìlwn

I SÔnolo, uposÔnolo, gnăsio uposÔnolo

I ’Enwsh, Tomă, DiaforĹ

I Diamèrish

I Diatetagmèno zeÔgoc

I Kartesianì ginìmeno

I Duadikèc sqèseic



SÔnolo, uposÔnolo, gnăsio uposÔnolo

I SÔnolo: sullogă diaforetikÿn antikeimènwn pou kaloÔntai
stoiqeÐa tou sunìlou, p.q., S = {a, b, c , x , z}

I De metrĹei h seirĹ twn stoiqeÐwn: {a, b, c} = {c , b, a}
I Den èqoun nìhma oi epanalăyeic Ðdiwn stoiqeÐwn:
{a, a, b, c} = {a, b, c}

I {} = ∅: sÔnolo qwrÐc stoiqeÐa

I T ⊆ S : To T eÐnai uposÔnolo tou S dhl., kĹje stoiqeÐo
tou T eÐnai kai stoiqeÐo tou S , p.q.,
{a, b, x} ⊆ {a, b, c , x , z}, {a, b, y} * {a, b, c , x , z}
` KĹje sÔnolo eÐnai uposÔnolo tou eautoÔ tou.

I T ⊂ S : To T eÐnai gnăsio uposÔnolo tou S dhl., to T eÐnai
uposÔnolo tou S kai upĹrqei èna toulĹqiston stoiqeÐo sto
S pou den eÐnai stoiqeÐo tou T .

I α ∈ S : to α eÐnai stoiqeÐo tou sunìlou S

I |S |: plăjoc stoiqeÐwn tou sunìlou S

I To S eÐnai èna k−sÔnolo an perièqei k stoiqeÐa.



’Enwsh, Tomă, DiaforĹ, Diamèrish
’Estw dÔo sÔnola A kai B.

I A ∪ B: ’Enwsh twn sunìlwn A kai B , perièqei ìla ta
stoiqeÐa twn sunìlwn A kai B .
`{a, b, c , d} ∪ {a, d , e, j} = {a, b, c , d , e, j}

I A ∩ B: Tomă twn sunìlwn A kai B , perièqei ta koinĹ
stoiqeÐa twn sunìlwn A kai B .
`{a, b, c , d} ∩ {a, d , e, j} = {a, d}

I A− B : DiaforĹ twn sunìlwn A kai B, perièqei ta
stoiqeÐa tou sunìlou A pou den anăkoun sto B .
`{a, b, c , d} − {a, d , e, j} = {b, c}

I Diamèrish enìc sunìlou eÐnai h upodiaÐresh twn stoiqeÐwn
tou se xèna metaxÔ touc uposÔnola ă ALLIWS
Diamèrish enìc sunìlou eÐnai mia sullogă uposunìlwn tou
tètoia ÿste kĹje stoiqeÐo tou sunìlou na anăkei se
akribÿc èna uposÔnolo,
p.q., to sÔnolo {{a, b, x}, {d}, {c , z}} eÐnai mia diamèrish
tou sunìlou {a, b, c , d , x , z}.



Diatetagmèno zeÔgoc, Kartesianì ginìmeno, Duadikă
sqèsh

I Diatetagmèno zeÔgoc (a, b) eÐnai mia diĹtaxh dÔo - ìqi
aparaÐthta diaforetikÿn - stoiqeÐwn a kai b.
Ta (a, b) kai (b, a) eÐnai dÔo diaforetikĹ diatetagmèna
zeÔgh.

I Kartesianì ginìmeno dÔo sunìlwn S kai T - S × T - eÐnai
to sÔnolo ìlwn twn diatetagmènwn zeugÿn (x , y) sta
opoÐa x ∈ S kai y ∈ T , p.q.,
`{a, b, c} × {1, 2} = {(a, 1), (a, 2), (b, 1), (b, 2), (c , 1), (c , 2)}

I Mia Duadikă sqèsh metaxÔ twn sunìlwn S kai T eÐnai èna
uposÔnolo diatetagmènwn zeugÿn apì to kartesianì
ginìmeno S × T , p.q.,
` {(a, 1), (a, 2), (c , 2)} eÐnai mia duadikă sqèsh metaxÔ twn
sunìlwn {a, b, c} kai {1, 2}.



Diatetagmèno zeÔgoc, Kartesianì ginìmeno, Duadikă
sqèsh

I Mia Duadikă sqèsh metaxÔ dÔo sunìlwn anaparÐstatai me
ènan pÐnaka, p.q., h duadikă sqèsh
{(a, 1), (a, 3), (b, 4), (d , 2), (d , 4)} metaxÔ twn sunìlwn
{a, b, c , d} kai {1, 2, 3, 4, 5} faÐnetai ston parakĹtw
pÐnaka :

I Mia Duadikă sqèsh se èna sÔnolo S eÐnai mia duadikă
sqèsh metaxÔ tou S kai tou eautoÔ tou, p.q.,
{(a, a), (a, c), (b, a), (b, c), (c , b)} eÐnai mia duadikă sqèsh
sto sÔnolo {a, b, c}



Sqèsh isodunamÐac
I Mia Duadikă sqèsh se èna sÔnolo S kaleÐtai fifiSqèsh

isodunamÐac flfl an ikanopoioÔntai oi parakĹtw sunjăkec:
1. KĹje stoiqeÐo sto sÔnolo sqetÐzetai me ton eautì tou

(anaklastikă idiìthta)
2. Gia opoiadăpote stoiqeÐa a, b tou sunìlou, an to a

sqetÐzetai me to b tìte kai to b sqetÐzetai me to a
(summetrikă idiìthta)

3. Gia opoiadăpote stoiqeÐa a, b, c tou sunìlou, an to a
sqetÐzetai me to b kai b sqetÐzetai me to c to tìte kai to a
sqetÐzetai me to c (metabatikă idiìthta)

I H duadikă sqèsh aristerĹ eÐnai sqèsh isodunamÐac enÿ
aută sta dexiĹ den eÐnai.



KlĹseic isodunamÐac kai diamerÐseic
I An èqoume mia sqèsh isodunamÐac se èna sÔnolo S ,

mporoÔme na qwrÐsoume ta stoiqeÐa tou S se klĹseic - pou
kaloÔntai klĹseic isodunamÐac - ètsi ÿste dÔo stoiqeÐa na
anăkoun sthn Ðdia klĹsh mìno an sqetÐzontai metaxÔ touc.

I KĹje stoiqeÐo anăkei se kĹpoia klĹsh isodunamÐac afoÔ
mporeÐ na eÐnai se toulĹqiston mÐa klĹsh apì mìno tou
(lìgw thc anaklastikăc idiìthtac).

I Den upĹrqei asĹfeia sqetikĹ me to an kĹpoio stoiqeÐo
anăkei se kĹpoia klĹsh isodunamÐac (lìgw thc summetrikăc
idiìthtac)

I KĹje stoiqeÐo de mporeÐ na anăkei se parapĹnw apì mÐa
klĹseic isodunamÐac (lìgw thc metabatikăc idiìthtac)



KlĹseic isodunamÐac kai diamerÐseic

I Mia sqèsh isodunamÐac se èna sÔnolo orÐzei mia diamèrish
tou sunìlou sthn opoÐa ta xèna metaxÔ touc uposÔnola
eÐnai oi klĹseic isodunamÐac, p.q.,
` h diamèrish pou orÐzetai apì th sqèsh isodunamÐac sto
sÔnolo {a, b, c, d , e} eÐnai h {{a, b}, {c , d , e}}.

I DÔo stoiqeÐa eÐnai isodÔnama an anăkoun sthn Ðdia klĹsh
isodunamÐac.



Sunartăseic



Metajèseic

I MetĹjesh, SÔnolo metajèsewn G

I H metĹjesh pou antistoiqeÐ kĹje stoiqeÐo ston eautì tou,
afănei dhl. ta stoiqeÐa wc èqoun, lègetai tautotikă.

I Duadikă sqèsh epagìmenh apì sÔnolo metajèsewn G eÐnai
sqèsh isodunamÐac



Metajèseic
I DÐnetai sÔnolo S = {a, b, ...} kai èna sÔnolo metajèsewn G

gia ta stoiqeÐa tou S
I Mia Duadikă sqèsh sto S eÐnai duadikă sqèsh epagìmenh

apì to G ìtan èna stoiqeÐo a sqetÐzetai me èna stoiqeÐo b
an kai mìnon an upĹrqei metĹjesh sto G pou apeikonÐzei
to a sto b.

I ’Estw G = {
(

abcd
abcd

)
,

(
abcd
bacd

)
,

(
abcd
abdc

)
,

(
abcd
badc

)
}.

I H Duadikă sqèsh pou epĹgetai apì to G faÐnetai ston
pÐnaka:

I H Duadikă sqèsh se èna sÔnolo pou epĹgetai apì sÔnolo
metajèsewn G eÐnai sqèsh isodunamÐac.



Jeÿrhma Burnside

I ZhtoÔmeno: Pìsec diaforetikèc morfèc, p.q., qrwmatismoÐ,
stoiqeÐwn enìc sunìlou upĹrqoun ìtan emfanÐzontai
isodÔnamoi sqhmatismoÐ lìgw summetrÐac;

I Idèa:
I PĹre tic endeqìmenec metajèseic twn stoiqeÐwn tou

sunìlou.
I KĹpoiec apì autèc eÐnai isodÔnamec kai ftiĹqnoun klĹseic

isodunamÐac. ’Osec eÐnai oi klĹseic isodunamÐac tìsoi eÐnai
kai oi diaforetikoÐ sqhmatismoÐ pou yĹqneic.

I Pìsec eÐnai oi klĹseic isodunamÐac pou dhmiourgoÔntai apì
tic metajèseic;

I Gia na to breic mètra ta stoiqeÐa pou mènoun Ðdia apì tic
metajèseic, dhl. stoiqeÐa pou h metĹjesh ta apeikonÐzei
ston eautì touc, Ĺjroisè ta kai diaÐrese to Ĺjroisma me to
plăjoc twn metajèsewn.



Jeÿrhma Burnside

I ZhtoÔmeno: na metrăsw diaforetikèc morfèc enìc sunìlou
(antikeimènou) ìtan anadiatĹssontai ta stoiqeÐa (mèrh)
tou.

I Paratărhsh: plăjoc klĹsewn isodunamÐac = plăjoc
diaforetikÿn metajèsewn

I DiatÔpwsh: To plăjoc twn klĹsewn isodunamÐac stic
opoÐec diamerÐzetai èna sÔnolo S apì th sqèsh
isodunamÐac pou epĹgetai apì èna sÔnolo metajèsewn G

tou S eÐnai:
1

|G |
∑

π∈G

ψ(π)

I Efarmogă: DÐnetai èna sÔnolo S .
1. BrÐskw (ektìc an dÐnetai) to sÔnolo metajèsewn G .
2. Se kĹje metĹjesh sto G brÐskw to plăjoc twn
stoiqeÐwn pou den allĹzoun.
3. Ta ajroÐzw gia ìlec tic metajèseic kai diairÿ to
Ĺjroisma me to plăjoc twn metajèsewn |G | kai èqw to
zhtoÔmeno.



Jeÿrhma Burnside: Apìdeixh
I ’Estw sÔnolo S kai sÔnolo metajèsewn G stoiqeÐwn tou S .
I Pìsa stoiqeÐa tou S mènoun Ðdia sunolikĹ se ìlec tic

metajèseic tou G ; UpĹrqoun dÔo trìpoi na ta metrăsoume:
eÐte anĹ stoiqeÐo eÐte anĹ metĹjesh:

I Profanÿc:
∑

s∈S

n(s) =
∑

π∈G

y(π)



Jeÿrhma Burnside: Apìdeixh

I ’Estw stoiqeÐa α kai b tou S pou eÐnai isodÔnama ⇒
upĹrqei metĹjesh sto G me α → b. Pìse tètoiec
metajèseic upĹrqoun;

I ’Osec - n(α) - afănoun to stoiqeÐo α Ðdio, dhl., perièqoun
α → α afoÔ gia kĹje mÐa mporoÔme na èqoume α → b wc
exăc: α → α → b.

I Gia ton Ðdio lìgo n(α) eÐnai kai oi metajèseic me α → c
...α → h, gia kĹje Ĺllo stoiqeÐo sthn Ðdia klĹsh
isodunamÐac me to α.



Jeÿrhma Burnside: Apìdeixh
I Oi metajèseic tou G mporoÔn na omadopoihjoÔn se autèc

pou afănoun to α Ðdio, autèc me α → b, autèc me α → c ...
gia kĹje stoiqeÐo thc klĹshc isodunamÐac pou perièqei to
α.

I KĹje mÐa apì tic omĹdec autèc perièqei n(α) metajèseic,
ìpwc deÐxame prin, dhl., n(α) = n(b) = ... = n(h).

I ’Ara

n(a)∗# stoiqeÐwn sthn kl. isodunamÐac pou perièqei to a = |G |
⇒

n(a) =
|G |

# stoiqeÐwn sthn klĹsh isodunamÐac pou perièqei to a



Jeÿrhma Burnside: Apìdeixh

I Opìte gia ìla ta stoiqeÐa sthn klĹsh isodunamÐac eÐnai:∑

ìla ta s sthn klĹsh isodunamÐac

n(s) = |G |

I Kai gia ìlec tic klĹseic isodunamÐac, dhl., ìla ta
stoiqeÐa tou S :

⇒

#klĹsewn isodunamÐac stic opoÐec qwrÐzetai to S =

∑

s∈S

n(s)

|G |
⇔

#klĹsewn isodunamÐac stic opoÐec qwrÐzetai to S =

∑

π∈G

y(π)

|G |
afoÔ

∑

s∈S

n(s) =
∑

π∈G

y(π)



Jeÿrhma Burnside



Jeÿrhma Burnside



Jeÿrhma Burnside: apìdeixh

I To na metrăsw ta sunolikĹ stoiqeÐa pou mènoun Ðdia gia
ìlec tic metajèseic eÐnai san na metrĹw gia kĹje stoiqeÐo
tou dosmènou sunìlou to plăjoc twn metajèsewn pou den
to allĹzoun (dhl., to apeikonÐzoun ston eautì tou).

I An èqoume dÔo stoiqeÐa a kai b sthn Ðdia klĹsh
isodunamÐac, upĹrqoun tìsec metajèseic pou apeikonÐzoun
to a sto b ìsec eÐnai oi metajèseic pou afănoun to a Ðdio
(dhl., to apeikonÐzoun ston eautì tou). GiatÐ;



Jeÿrhma Burnside



Jeÿrhma Burnside



Jeÿrhma Burnside: apìdeixh

I An èqoume dÔo stoiqeÐa a kai b sthn Ðdia klĹsh
isodunamÐac, upĹrqoun tìsec metajèseic pou apeikonÐzoun
to a sto b ìsec eÐnai oi metajèseic pou afănoun to a Ðdio
(dhl., to apeikonÐzoun ston eautì tou). GiatÐ;

I AfoÔ ta a kai b eÐnai isodÔnama, upĹrqei toulĹqiston mÐa
metĹjesh pou apeikonÐzei to a sto b.

I KoÐta tÿra sunolikĹ tic metajèseic pou afănoun to a wc
èqei.

I Mporÿ na ftiĹxw èna sÔnolo metajèsewn pou apeikonÐzoun
to a sto b wc exăc: kĹnw prÿta kĹpoia apì tic metajèseic
pou afănoun to a wc èqei kai metĹ th metĹjesh pou
apeikonÐzei to a sto b. Oi metajèseic sto sÔnolo autì:
` eÐnai metajèseic pou apeikonÐzoun to a sto b,
` eÐnai ìlec diaforetikèc metaxÔ touc, giatÐ an den ătan kai
tic èkana antÐstrofa ja èdinan duo diaforetikèc morfèc
gia to Ðdio stoiqeÐo a
` autèc eÐnai oi mìnec dunatèc metajèseic pou apeikonÐzoun
to a sto b



Jeÿrhma Burnside



Jeÿrhma Burnside: apìdeixh

I To na metrăsw ta sunolikĹ stoiqeÐa pou mènoun Ðdia gia
ìlec tic metajèseic eÐnai san na metrĹw gia kĹje stoiqeÐo
tou dosmènou sunìlou to plăjoc twn metajèsewn pou den
to allĹzoun (dhl., to apeikonÐzoun ston eautì tou).

I An èqoume dÔo stoiqeÐa a kai b sthn Ðdia klĹsh
isodunamÐac, upĹrqoun tìsec metajèseic pou apeikonÐzoun
to a sto b ìsec eÐnai sunolikĹ oi metajèseic pou afănoun
to a Ðdio (dhl., to apeikonÐzoun ston eautì tou). GiatÐ;

I KoitĹw tÿra ta stoiqeÐa tou S pou eÐnai se mÐa klĹsh
isodunamÐac: {a, b, c, ..., h}.

I Omadopoiÿ tic metajèseic tou G se autèc pou apeikonÐzoun
to a sto a, to a sto b, to a sto c, ..., to a sto h.

I ’Opwc ădh deÐxame se kĹje mia apì autèc tic omĹdec
upĹrqoun tìsec metajèseic ìsec eÐnai sunolikĹ oi
metajèseic pou afănoun to a Ðdio (dhl., to apeikonÐzoun
ston eautì tou), tic opoÐec sumbolÐzw n(a).



Jeÿrhma Burnside



Jeÿrhma Burnside: Apìdeixh
I Oi metajèseic tou G mporoÔn na omadopoihjoÔn se autèc

pou afănoun to α Ðdio, autèc me α → b, autèc me α → c ...
gia kĹje stoiqeÐo thc klĹshc isodunamÐac pou perièqei to
α.

I KĹje mÐa apì tic omĹdec autèc perièqei n(α) metajèseic,
ìpwc deÐxame prin.

I ’Ara

n(a)∗# stoiqeÐwn sthn kl. isodunamÐac pou perièqei to a = |G |
⇒

n(a) =
|G |

# stoiqeÐwn sthn klĹsh isodunamÐac pou perièqei to a



Jeÿrhma Burnside: apìdeixh

I Dhl.,

n(a) =
|G |

# stoiqeÐwn sthn klĹsh isodunamÐac pou perièqei to a

I KĹnw to parapĹnw gia kĹje stoiqeÐo b, c, ..., h, opìte:
n(a) + n(b) + ... + n(h) = |G |. Epomènwc gia kĹje klĹsh
isodunamÐac sto S eÐnai:∑

ìla ta s sthn klĹsh isodunamÐac

n(s) = |G |

I ’Ara gia ìlo to S isqÔei:

∑

s∈S

n(s) = #klĹsewn isodunamÐac stic opoÐec qwrÐzetai to S ·|G |



Jeÿrhma Burnside



Jeÿrhma Burnside



ParĹdeigma
DÐnetai sÔnolo S = {a, b, c, d} kai sÔnolo metajèsewn

G = {π1, π2, π3, π4}, me π1 =

(
abcd
abcd

)
, π2 =

(
abcd
bacd

)
,

π3 =

(
abcd
abdc

)
, π4 =

(
abcd
badc

)
. Pìsoi diaforetikoÐ

sqhmatismoÐ upĹrqoun sto S lìgw tou G ;
Perimènoume na broÔme dÔo diaforetikoÔc sqhmatismoÔc afoÔ 2
eÐnai kai oi klĹseic isodunamÐac sto S lìgw tou G :

Sth metĹjesh π1 mènoun Ðdia 4 stoiqeÐa, sthn π2 2, sthn π3 2
kai sthn π4 0 stoiqeÐa. SunolikĹ, upĹrqoun 4 metajèseic sto
G . Opìte to plăjoc klĹsewn isodunamÐac eÐnai
1
4(4 + 2 + 2 + 0) = 2.



Pìsa diaforetikĹ braqiolĹkia pou na èqoun 2 qĹntrec,
mple kai kÐtrinec, mporoÔme na ftiĹxoume ìtan oi
qĹntrec mporoÔn na peristrèfontai;

DÔo braqiolĹkia eÐnai ta Ðdia an peristrèfontac to èna
prokÔptei to Ĺllo.

I Oi pijanèc duĹdec apì qĹntrec eÐnai oi: bb, by , yb, yy .

I Oi dunatèc metajèseic - na meÐnoun wc èqoun ă na
enallagoÔn ta Ĺkra touc - eÐnai 2:

π1 =

(
bb, by , yb, yy
bb, by , yb, yy

)
, π2 =

(
bb, by , yb, yy
bb, yb, by , yy

)

I Sthn π1 upĹrqoun 4 stoiqeÐa analloÐwta.

I Sthn π2 upĹrqoun 2 stoiqeÐa analloÐwta.

I ’Ara oi klĹseic isodunamÐac eÐnai: 1
2(4 + 2) = 3



Pìsa diaforetikĹ braqiolĹkia pou na èqoun 3 qĹntrec,
mple kai kÐtrinec, mporoÔme na ftiĹxoume ìtan oi
qĹntrec mporoÔn na peristrèfontai;

DÔo braqiolĹkia eÐnai ta Ðdia an peristrèfontac to èna
prokÔptei to Ĺllo.

I Oi pijanèc triĹdec apì qĹntrec eÐnai oi:
bbb, bby , byb, byy , ybb, yby , yyb, yyy .

I Oi dunatèc metajèseic - na meÐnoun wc èqoun ă na
enallagoÔn ta Ĺkra touc - eÐnai 2:

π1 =

(
bbb, bby , byb, byy , ybb, yby , yyb, yyy
bbb, bby , byb, byy , ybb, yby , yyb, yyy

)
,

π2 =

(
bbb, bby , byb, byy , ybb, yby , yyb, yyy
bbb, ybb, byb, yyb, bby , yby , byy , yyy

)

I Sthn π1 upĹrqoun 8 stoiqeÐa analloÐwta.

I Sthn π2 upĹrqoun 4 stoiqeÐa analloÐwta.

I ’Ara oi klĹseic isodunamÐac eÐnai: 1
2(8 + 4) = 6



Pìsa diaforetikĹ braqiolĹkia pou na èqoun 5 qĹntrec,
mple, kÐtrinec kai Ĺsprec, mporoÔme na ftiĹxoume ìtan oi
qĹntrec mporoÔn na peristrèfontai;

I ’Estw S to sÔnolo apì ta 35 = 243 braqiolĹkia (dhl. ìlec
tic dunatèc 5-Ĺdec qwrÐc na lambĹnoume upìyh
summetrÐec).

I Oi dunatèc metajèseic eÐnai:

I Sthn π1 mènoun Ðdia 243 stoiqeÐa. Gia kĹje mia apì tic
upìloipec metajèseic, 3 5-Ĺdec ja dÐnoun Ðdia braqiolĹkia:
ìtan ìlec oi qĹntrec èqoun to Ðdio qrÿma, giatÐ mìno tìte
h peristrofă afănei analloÐwto to braqiolĹki.

I ’Ara, upĹrqoun 1
5(243 + 3 + 3 + 3 + 3) = 51 klĹseic

isodunamÐac (= diaforetikĹ braqiolĹkia).



Me pìsouc trìpouc mporÿ na bĹlw n Ĺtoma na
kajăsoun se kÔklo;

I UpĹrqoun n! metajèseic gia ta n Ĺtoma an de lĹboume
upìyh tic summetrÐec.

I UpĹrqoun G = {π1, ...πn} metajèseic: π1, h tautotikă kai
kĹje mÐa apì tic epìmenec prokÔptei apì thn prohgoÔmenh
me metatìpisă thc katĹ mÐa jèsh katĹ th forĹ tou
rologioÔ.

I Sthn π1 mènoun Ðdiec ìlec oi jèseic, dhl., n! stoiqeÐa. Se
kĹje mia apì tic upìloipec metajèseic kamÐa jèsh de mènei
h Ðdia, Ĺra analloÐwta mènoun 0 stoiqeÐa.

I ’Ara, o sunolikìc arjmìc twn klĹsewn isodunamÐac eÐnai
1
n (n! + 0 + ... + 0) = (n − 1)!.



Jèlw na tupÿsw 5-yăfia noÔmera se qartĹkia, èna se
kĹje qartĹki. Pìsa diaforetikĹ qartĹkia prèpei na
tupÿsw gia na èqw ìla ta noÔmera;

I UpĹrqoun 105 diaforetikĹ 5-yăfia noÔmera an de lĹboume
upìyh tic summetrÐec.

I Pìsec metajèseic upĹrqoun sto sÔnolo G ;
I Ta yhfÐa 0,1,6,8,9 eÐnai Ðdia an ta diabĹsw fipĹnw kĹtwfl

kai fidexiĹ kai pĹnwfl (p.q., 89166 - 99168)
I Opìte eÐnai G = {π1, π2}

π1: tautotikă metĹjesh - afănei ìla ta noÔmera ìpwc
eÐnai - mènoun Ðdia 105 stoiqeÐa
π2: afănei ton arijmì Ðdio ìtan de mporeÐ na diabasteÐ
fipĹnw kĹtwfl (13765 → 13765) kai kĹnei ton arijmì Ðdio me
ton antÐstoiqo ìtan mporeÐ na diabasteÐ anĹpoda (p.q.,
89166 → 99168). Edÿ mènoun Ðdia (105 − 55) + 3 · 52

stoiqeÐa. GiatÐ;
I ’Ara, o sunolikìc arjmìc twn klĹsewn isodunamÐac eÐnai

1
2(105 + 105 − 55 + 3 · 52).



Jèlw na tupÿsw 5-yăfia noÔmera se qartĹkia, èna se
kĹje qartĹki. Pìsa diaforetikĹ qartĹkia prèpei na
tupÿsw gia na èqw ìla ta noÔmera;

I Ta yhfÐa 2,3,4,5,7 de mporoÔn na diabastoÔn anĹpoda kai
mporoÔn na dÿsoun 55 pentayăfiouc.

I Gia na diabĹzontai pentayăfioi Ðdia eÐte pĹnw kĹtw eÐte
dexiĹ kai pĹnw prèpei
` to mesaÐo yhfÐo na eÐnai 0,1,8 (3 epilogèc)
` to prÿto yhfÐo prèpei na eÐnai to teleutaÐo gurismèno
anĹpoda: 0,1,8,6,9 (5 epilogèc)
` to deÔtero yhfÐo prèpei na eÐnai to tètarto gurismèno
anĹpoda: 0,1,8,6,9 (5 epilogèc)



Jèlw na tupÿsw 5-yăfia noÔmera se qartĹkia, èna se
kĹje qartĹki. Pìsa diaforetikĹ qartĹkia prèpei na
tupÿsw gia na èqw ìla ta noÔmera;

I UpĹrqoun 105 diaforetikĹ 5-yăfia noÔmera an de lĹboume
upìyh tic summetrÐec.

I Pìsec metajèseic upĹrqoun sto sÔnolo G ;
I Ta yhfÐa 0,1,6,8,9 eÐnai Ðdia an ta diabĹsw fipĹnw kĹtwfl

kai fidexiĹ kai pĹnwfl (p.q., 89166 - 99168)
I Opìte eÐnai G = {π1, π2}

π1: tautotikă metĹjesh - afănei ìla ta noÔmera ìpwc
eÐnai - mènoun Ðdia 105 stoiqeÐa
π2: afănei ton arijmì Ðdio ìtan de mporeÐ na diabasteÐ
fipĹnw kĹtwfl (13765 → 13765) kai kĹnei ton arijmì Ðdio me
ton antÐstoiqo ìtan mporeÐ na diabasteÐ anĹpoda (p.q.,
89166 → 99168). Edÿ mènoun Ðdia (105 − 55) + 3 · 52

stoiqeÐa. GiatÐ;
I ’Ara, o sunolikìc arjmìc twn klĹsewn isodunamÐac eÐnai

1
2(105 + 105 − 55 + 3 · 52).



Jèlw na tupÿsw 5-yăfia noÔmera se qartĹkia, èna se
kĹje qartĹki. Pìsa diaforetikĹ qartĹkia prèpei na
tupÿsw gia na èqw ìla ta noÔmera;

I Ta yhfÐa 2,3,4,5,7 de mporoÔn na diabastoÔn anĹpoda kai
mporoÔn na dÿsoun 55 pentayăfiouc.

I Gia na diabĹzontai pentayăfioi Ðdia eÐte pĹnw kĹtw (p.q.,
10801) eÐte dexiĹ kai pĹnw (p.q., 16891) prèpei
` to mesaÐo yhfÐo na eÐnai 0,1,8 (3 epilogèc)
` to prÿto yhfÐo prèpei na eÐnai to teleutaÐo gurismèno
anĹpoda: 0,1,8,6,9 (5 epilogèc)
` to deÔtero yhfÐo prèpei na eÐnai to tètarto gurismèno
anĹpoda: 0,1,8,6,9 (5 epilogèc)



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 6 qrÿmata ÿste kĹje qrÿma na
qrhsimopoieÐtai akribÿc mÐa forĹ;

ArijmoÔme tic ìyeic tou kÔbou wc exăc: 1 thn pĹnw, 2 thn kĹtw,
3,4,5,6 tic plaðnèc katĹ th forĹ tou rologioÔ. Oi summetrÐec
ston kÔbo eÐnai oi exăc:

I Na afăsw ton kÔbo ìpwc eÐnai. 6! stoiqeÐa mènoun wc
èqoun.

I Na kratăsw stajerèc thn pĹnw kai thn kĹtw ìyh, dhl., tic
1 kai 2 kai na epitrèyw enallagèc thc mprostĹ me thn
pÐsw kai thc dexiĹ me thn aristerĹ. UpĹrqoun 3
periptÿseic anĹloga me to an koitĹw ton katakìrufo, ton
orizìntio ă ton Ĺxona bĹjouc. Kanèna stoiqeÐo den
paramènei Ðdio. (Ĺxonac 1)



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 6 qrÿmata ÿste kĹje qrÿma na
qrhsimopoieÐtai akribÿc mÐa forĹ;

I Na kratăsw stajerèc thn pĹnw kai thn kĹtw ìyh, dhl., tic
1 kai 2 kai na peristrèyw katĹ mÐa jèsh tic plĹgiec ìyeic,
mÐa forĹ proc th forĹ tou rologioÔ kai mÐa forĹ proc thn
antÐjeth. UpĹrqoun 3 periptÿseic anĹloga me to an
koitĹw ton katakìrufo, ton orizìntio ă ton Ĺxona bĹjouc.
SunolikĹ 6. Kanèna stoiqeÐo den paramènei Ðdio. (Ĺxonac
1)

I StrÐbw to zĹri. UpĹrqoun 3 periptÿseic anĹloga me to an
koitĹw ton katakìrufo, ton orizìntio ă ton Ĺxona bĹjouc.
Se kĹje perÐptwsh mporÿ na strÐyw to zĹri proc th forĹ
tou rologioÔ ă proc thn antÐstrofh. SunolikĹ 6
periptÿseic. Kanèna stoiqeÐo de mènei to Ðdio. (Ĺxonac 2)

I KulĹw to zĹri pÐsw kai dexiĹ (mprostĹ kai aristerĹ,
antÐstoiqa). UpĹrqoun 4 trìpoi na to kĹnw autì.
SunolikĹ 8. Kanèna stoiqeÐo de mènei stajerì. (Ĺxonac 3)







Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 6 qrÿmata ÿste kĹje qrÿma na
qrhsimopoieÐtai akribÿc mÐa forĹ;

I ’Ara sunolikĹ |G | = 24 kai to plăjoc twn klĹsewn
isodunamÐac eÐnai:
1

|G |
∑

π∈G

ψ(π) =
1

24
(6! + 0 + 0 + 0 + 0) = 30



Ja mporoÔsame kai aploÔstera...

I ERWTHSH: ’Eqw èna zĹri kai tampelĹkia me touc arijmoÔc
1 èwc 6. KĹje tampelĹki prèpei na qrhsimopoihjeÐ akribÿc
mÐa forĹ. Pìsa diaforetikĹ zĹria mporÿ na ftiĹxw
kollÿntac ta tampelĹkia stic pleurèc tou zarioÔ;

I APANTHSH: ... Skèyh...!



I DÔo apotelèsmata thc parapĹnw diadikasÐac eÐnai
isodÔnama ìtan peristrèfontac èna apì autĹ sto qÿro
ja èdine to Ĺllo.
’H alliÿc: bĹzw kai ta duo zĹria na stèkontai me ton Ðdio
arijmì sto pĹnw mèroc kai tsekĹrw ti sumbaÐnei me ton
arijmì sto kĹtw mèroc touc: an eÐnai o Ðdioc oi arijmăseic
twn zariÿn eÐnai isodÔnamec, alliÿc ìqi.

I GiatÐ;
An to pĹnw kai to kĹtw mèroc eÐnai ta Ðdia tìte afănontac
ta zĹria wc èqoun mporÿ na ta peristrèyw kai an se kĹje
jèsh mporÿ na tairiĹxw ta tampelĹkia touc tìte ta zĹria
eÐnai Ðdia. Alliÿc den eÐnai.

I Me dedomènh aută th mèjodo gia na apofasÐzoume an dÔo
arijmăseic zariÿn eÐnai Ðdiec, pìsec diaforetikèc
arijmăseic upĹrqoun;



I Kai sta dÔo zĹria upĹrqei to tampelĹki 1. Opìte
topojèthsĹ ta kai ta dÔo me to 1 sto pĹnw mèroc. To
kĹtw mèroc touc mporeÐ na arijmhjeÐ me 5 diaforetikoÔc
trìpouc.

I Tÿra autì pou yĹqnoume eÐnai ousiastikĹ oi diaforetikèc
arijmăseic sta upìloipa mèrh touc.
AnĹloga me ti diĹlexa prin, mènoun 4 diaforetikoÐ arijmoÐ
na topojethjoÔn sto mesaÐo tmăma. UpĹrqoun 4 · 3 · 2 · 1
diĹtaxeic twn 4 arijmÿn. ’Omwc kratÿntac to zĹri
stajerì mporÿ na to peristrèyw proc 4 kateujÔnseic -
opìte oi diatĹxeic anĹ 4 ja eÐnai Ðdiec, dhl., diaforetikèc

eÐnai mìno oi
4 · 3 · 2 · 1

4
.

I ’Ara sunolikĹ, oi diaforetikèc arijmăseic eÐnai

5 · 4 · 3 · 2 · 1
4

= 30



Mporÿ kalÔtera...;;;

I Jeÿrhma Burnside bohjĹei polÔ afoÔ antÐ na metrĹw
klĹseic isodunamÐac koitĹw tic metajèseic kai metrĹw mìno
ta stoiqeÐa pou oi metajèseic afănoun analloÐwta...
ALLA

I PĹli metrĹw fifipollĹflfl stoiqeÐa kai h diadikasÐa paramènei
polÔplokh...

I Ektìc apì to plăjoc twn klĹsewn isodunamÐac de mporÿ
na èqw plhroforÐa kai gia Ĺllec idiìthtec isodÔnamwn
stoiqeÐwn
`p.q., an jèlame na broÔme ton arijmì apì diaforetikèc
skakièrec pou na èqoun 2 prĹsina kai 2 Ĺspra
tetragwnĹkia; To jeÿrhma Burnside de bohjĹei...



Idèa...

I f : trìpoc na rÐxw |D| antikeÐmena se |R| koutiĹ

I plăjoc f apì D → R : plăjoc trìpwn na rÐxw |D|
antikeÐmena se |R| koutiĹ



KlĹseic isodunamÐac sunartăsewn
I ’Estw D kai R sÔnola kai G sÔnolo metajèsewn twn

stoiqeÐwn tou D.
I OrÐzoume thn exăc dimelă sqèsh sto sÔnolo twn

sunartăsewn apì to D sto R : f1, f2 sqetÐzontai an
f1(d) = f2(π(d)), ∀d ∈ D pou eÐnai sqèsh isodunamÐac.

I Epomènwc, oi sunartăseic apì D → R qwrÐzontai se
klĹseic isodunamÐac pou kaloÔntai prìtupa (patterns):
antistoiqoÔn se diaforetikoÔc trìpouc na moirĹsw |D|
antikeÐmena se |R| koutiĹ ìtan h isodunamÐa metaxÔ twn
moirasmĹtwn kajorÐzetai apì to G .



ParĹdeigma
I ’Estw D = {a, b, c , d}, R = {x , y} kai sÔnolo metajèsewn

G = {π1, π2, π3, π4}, me π1 =

(
abcd
bcda

)
, π2 =

(
abcd
cdab

)
,

π3 =

(
abcd
dabc

)
, π4 =

(
abcd
abcd

)
.

I Oi 16 sunartăseic f : D → R eÐnai oi exăc:



ParĹdeigma
I ’Estw D = {a, b, c , d}, R = {x , y} kai sÔnolo metajèsewn

G = {π1, π2, π3, π4}, me π1 =

(
abcd
bcda

)
, π2 =

(
abcd
cdab

)
,

π3 =

(
abcd
dabc

)
, π4 =

(
abcd
abcd

)
.

I Oi 16 sunartăseic f : D → R eÐnai oi exăc:



XanĹ to jèma me tic skakièrec...
I OnomĹzw ta koutĹkia thc skakièrac.
I ’Eqw dÔo qrÿmata: Ĺspro (x)-prĹsino (y)
I Opìte D = {a, b, c, d}, R = {x , y}
I f : D → R deÐqnei th skakièra
I To sÔnolo metajèsewn pou prokÔptoun me peristrofă twn

cells eÐnai

G = {
(

abcd
bcda

)
,

(
abcd
cdab

)
,

(
abcd
dabc

)
,

(
abcd
abcd

)
}.

I Akribÿc to prohgoÔmeno parĹdeigma. UpĹrqoun 6 klĹseic
isodunamÐac, dhl., 6 diaforetikoÐ sqhmatismoÐ 2 qrwmĹtwn.



AnĹjesh barÿn sta stoiqeÐa tou R
I Mèqri edÿ: metrăsame ton arijmì klĹsewn isodunamÐac

sunartăsewn.
I Jèloume KAI: plhroforÐa gia idiìthtec sunartăsewn stic

klĹseic isodunamÐac.
I Ti kĹnoume; Anajètoume fifibĹrhflfl (pou mporeÐ na eÐnai

arijmoÐ ă sÔmbola) sta stoiqeÐa tou R.

I r1 + r2 + r3 shmaÐnei ìti kĹpoio stoiqeÐo tou D mporeÐ na
pĹrei fifibĹroc flfl r1 ă r2 ă r3.

I An èqoume 2 stoiqeÐa me fifibĹroc flfl u kai 1 stoiqeÐo me
fifibĹroc flfl v sto R shmaÐnei ìti kĹpoio stoiqeÐo tou D
mporeÐ na dialèxei stoiqeÐa tÔpou u ă tÔpou v .

I QontrikĹ, me autìn ton trìpo genikeÔetai h ènnoia twn
gennhtriÿn sunartăsewn.



AnĹjesh barÿn sta stoiqeÐa tou R

I To bĹroc miac sunĹrthshc f : D → R eÐnai to ginìmeno twn
barÿn twn eikìnwn twn stoiqeÐwn tou D sto R :∑

d∈D

w(f (d)).

I To bĹroc enìc sunìlou sunartăsewn apì D → R eÐnai to
Ĺjroisma twn barÿn touc.

I ’Ara: to bĹroc miac sunĹrthshc deÐqnei pÿc (ton trìpo)
|D| antikeÐmena rÐqnontai se |R| koutiĹ.

I To bĹroc enìc sunìlou sunartăsewn deÐqnei touc trìpouc
(to plăjoc twn trìpwn) pou katanèmonotai ta antikeÐmena.

I Sunartăseic sthn Ðdia klĹsh isodunamÐac èqoun to Ðdio
bĹroc pou kaleÐtai bĹroc protÔpou, dhl. bĹroc thc
klĹshc isodunamÐac. (FusikĹ, mporeÐ sunartăseic me to
Ðdio bĹroc na mhn anăkoun sthn Ðdia klĹsh isodunamÐac)



Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporoÔme na
qrwmatÐsoume 3 mpĹlec ìtan èqoume 3 qrÿmata: akribì
kìkkino, fjhnì kìkkino kai mple;

I D = {oi treic mpĹlec}
I R = {ta trÐa qrÿmata}

I r1: bĹroc akriboÔ kìkkinou qrÿmatoc
I r2: bĹroc fjhnoÔ kìkkinou qrÿmatoc
I b: bĹroc mple qrÿmatoc

I r1 + r2 + b: trìpoi pou mporeÐ na qrwmatisteÐ mia mpĹla
me r1 ă me r2 ă me b

I (r1 + r2 + b)3: trìpoi pou mporoÔn na qrwmatistoÔn kai oi
3 mpĹlec kai eÐnai to sunolikì bĹroc thc f : D → R

I (r1 + r2 + b)3 =
r3
1 +r3

2 +r3
3 +3r2

1 r2+3r1r
2
2 +3r2

1 b+3r2
2 b+3r1b

2+3r2b
2+3r1r2b

I To parapĹnw èqei ìlh thn plhroforÐa gia touc
diaforetikoÔc trìpouc pou mporoÔme na qrwmatÐsoume tic
3 mpĹlec.

I 3r1r
2
2 : upĹrqoun 3 trìpoi na qrwmatÐsoume 1 mpĹla me

akribì kìkkino qrÿma kai 2 me fjhnì kìkkino qrÿma.



Me pìsouc diaforetikoÔc trìpouc mporoÔme na
qrwmatÐsoume 3 mpĹlec ìtan èqoume 3 qrÿmata: akribì
kìkkino, fjhnì kìkkino kai mple;

I An de mĹc endiafèrei h diĹkrish metaxÔ twn kìkkinwn
qrwmĹtwn, jètoume w(r1) = w(r2) = r opìte èqoume
(r + r + b)3 = (2r + b)3 = ...

I 2r + b: upĹrqoun 2 trìpoi na qrwmatÐsoume mia mpĹla
kìkkinh kai 1 trìpoc na thn kĹnoume mple.



8 Ĺtoma jèloun na pĹne taxÐdi se 3 pìleic. 3 apì ta 8
Ĺtoma anăkoun sthn Ðdia oikogèneia, kai 2 apì ta 8
Ĺtoma anăkoun epÐshc se mia Ĺllh oikogèneia. ’Atoma
sthn Ðdia oikogèneia prèpei na pĹne taxÐdi mazÐ. Me
pìsouc trìpouc ta 8 Ĺtoma mporoÔn na kanonÐsoun to
taxÐdi touc;

I D = {a, b, c, d , e, f , g , h}, ta Ĺtoma
` a, b, c mÐa oikogèneia, d , e Ĺllh oikogèneia

I R = {c1, c2, c3}, oi pìleic me bĹrh A,B, Γ

I Gia touc a, b, c , ta diaforetikĹ taxÐdia pou mporoÔn na
kĹnoun eÐnai A3 + B3 + Γ3 afoÔ prèpei na pĹne mazÐ eÐte
sthn pìlh c1 eÐte sth c2 eÐte sth c3

I AntÐstoiqa, gia touc d , e eÐnai A2 + B2 + Γ2

I Gia touc f , g , h eÐnai A + B + Γ

I SunolikĹ oi trìpoi eÐnai:
(A3 + B3 + Γ3)(A2 + B2 + Γ2)(A + B + Γ)3



Proqwrÿntac...

Stìqoc: na brw to bĹroc ìlwn twn klĹsewn isodunamÐac
sunartăsewn apì D → R

’Eqw mia metĹjesh p.q., π =

(
abcdef
cedabf

)
.

I Ta stoiqeÐa a → c, c → d , d → a sqhmatÐzoun kÔklo,
opìte {a, c , d} eÐnai ènac kÔkloc sthn π me măkoc 3, dhl. me
3 stoiqeÐa.

I ’Alloc kÔkloc: b → e, e → b, {e, b} eÐnai ènac kÔkloc sthn
π me măkoc 2.

I x
plăjoc
bĹroc

: gia thn π èqoume x1
3 , x1

2

I ’Otan pw me tètoio sumbolismì pìsoi kÔkloi upĹrqoun se
mia metĹjesh π èqw mia anaparĹstash domăc kÔklou thc π



Proqwrÿntac...

I An mĹc dÿsoun èna sÔnolo metajèsewn G orÐzoume to
deÐkth kÔklou PG tou G san to Ĺjroisma twn kuklikÿn
anaparastĹsewn twn metajèsewn tou G diĹ to plăjoc twn

metajèsewn tou G : PG =

∑

π∈G

xb1
1 xb2

2 ...xbk
k

|G |



ParĹdeigma

DÐnetai to G = {
(

abcd
abcd

)
,

(
abcd
bacd

)
,

(
abcd
abdc

)
,

(
abcd
badc

)
}.

I ’Eqoume 4 metajèseic: |G | = 4

I π1 : x4
1

I π2 : x2
1x2

I π3 : x2
1x2

I π4 : x2
2

I Opìte: PG =
x4
1 + x2

1x2 + x2
1x2 + x2

2

4
=

x4
1 + x2

2 + 2x2
1x2

4



Jeÿrhma Pólya

I Dedomèna: sÔnola D, R , sunartăseic f : D → R, sÔnolo
metajèsewn G , bĹrh stoiqeÐwn tou R .

I ZhtoÔmeno: to sunolikì bĹroc twn klĹsewn isodunamÐac
twn sunartăsewn f .

I DiatÔpwsh: O katĹlogoc twn klĹsewn isodunamÐac twn
sunartăsewn me pedÐo orismoÔ D kai sÔnolo timÿn R eÐnai

PG

(∑

r∈R

w(r),
∑

r∈R

[w(r)]2, ...,
∑

r∈R

[w(r)]k , ...

)

dhladă o katĹlogoc twn protÔpwn prokÔptei
antikajistÿntac to x1 me

∑

r∈R

w(r), to x2 me
∑

r∈R

[w(r)]2, ...,

to xk me
∑

r∈R

[w(r)]k ,... sthn èkfrash tou deÐkth kÔklwn PG

tou sunìlou metajèsewn G .



Jeÿrhma Pólya

I Dedomèna: sÔnola D, R , sunartăseic f : D → R, sÔnolo
metajèsewn G , bĹrh stoiqeÐwn tou R .

I ZhtoÔmeno: to sunolikì bĹroc twn klĹsewn isodunamÐac
twn sunartăsewn f .

I Efarmogă:
1. BrÐskw kÔklouc sta π ∈ G
2. FtiĹqnw to PG

3. Se kĹje ìro tou PG antikajistÿ to
` x1 me w(r1) + w(r2) + ...,∀ri ∈ R
` x2 me w2(r1) + w2(r2) + ...,∀ri ∈ R
` kok



Poio eÐnai to plăjoc twn diaforetikÿn braqioliÿn me 3
qĹntrec, mple kai kÐtrinec;

IsodÔnama eÐnai braqiìlia pou prokÔptoun apì enallagă twn
Ĺkrwn touc.

I D = {1, 2, 3}, oi qĹntrec
I R = {b, y}, ta qrÿmata me w(b) = b, w(y) = y

I ’Eqoume tic exăc metajèseic: π1 =

(
123
123

)
kai

π2 =

(
123
321

)
, dhl. |G | = 2.

I Sth metĹjesh π1 upĹrqoun 3 kÔkloi măkouc 1, dhl. x3
1

I Sth metĹjesh π2 upĹrqoun 1 kÔkloc măkouc 1 kai 1 kÔkloc
măkouc 2, dhl. x1

1x1
2

I Opìte: PG =
x3
1 + x2x1

2



Poio eÐnai to plăjoc twn diaforetikÿn braqioliÿn me 3
qĹntrec, mple kai kÐtrinec;

IsodÔnama eÐnai braqiìlia pou prokÔptoun apì enallagă twn
Ĺkrwn touc.

I ’Eqoume 2 qrÿmata me bĹrh b, y , opìte:

I Opìte:

PG =
(b + y)3 + (b2 + y2)(b + y)

2
= b3 + 2b2y + 2by2 + y3

I Jètontac b = y = 1 èqoume: 1 + 2 + 2 + 1 = 6 trìpoi dhl.
diaforetikĹ braqiìlia.



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic pleurèc
miac puramÐdac me 2 qrÿmata;

H bĹsh thc puramÐdac paramènei stajeră kai oi summetrÐec
prokÔptoun metĹ apì peristrofă thc gÔrw apì ton
katakìrufo Ĺxona.

I D = {a, b, c, d}, oi pleurèc
I R = {x , y}, ta qrÿmata me w(x) = x , w(y) = y

I ’Eqoume tic exăc metajèseic: π1 =

(
abcd
abcd

)
,

π2 =

(
abcd
bcad

)
kai π3 =

(
abcd
cabd

)
, dhl. |G | = 3.

I Gia thn π1 eÐnai: x4
1

I Gia thn π2 eÐnai: x1
1x1

3

I Gia thn π3 eÐnai: x1
1x1

3

I Opìte: PG =
x4
1 + x1

1x1
3 + x1

1x1
3

3
=

x4
1 + 2x1

1x1
3

3



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic pleurèc
miac puramÐdac me 2 qrÿmata;



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic pleurèc
miac puramÐdac me 2 qrÿmata;

I ’Eqoume 2 qrÿmata me bĹrh x , y , opìte:

I Opìte: PG =
(x + y)4 + 2(x + y)(x3 + y3)

3
=

x4 + y4 + 2x3y + 2x2y2 + 2xy3

I Jètontac x = y = 1 èqoume: 1 + 1 + 2 + 2 + 2 = 8 trìpoi
dhl. diaforetikoÐ qrwmatismoÐ.



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 3 qrÿmata;

I D = {a, b, c, d , e, f }, oi pleurèc
I R = {c1, c2, c3}, ta qrÿmata me w(ci ) = i , 1 ≤ i ≤ 3

I ArijmoÔme tic ìyeic tou kÔbou wc exăc: 1 thn pĹnw, 2 thn
kĹtw, 3,4,5,6 tic plaðnèc katĹ th forĹ tou rologioÔ. Oi
summetrÐec ston kÔbo eÐnai oi exăc:



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 3 qrÿmata;

I Na afăsw ton kÔbo ìpwc eÐnai. (1)(2)(3)(4)(5)(6). Me
kuklikă anaparĹstash: x6

1

I Na kĹnw peristrofèc 180o gÔrw apì ton Ĺxona pou enÿnei
mèsa apènanti ìyewn. (1)(2)(35)(46). UpĹrqoun 3
periptÿseic anĹloga me to an koitĹw ton katakìrufo, ton
orizìntio ă ton Ĺxona bĹjouc. Me kuklikă anaparĹstash:
3x2

1x2
2

I Na kĹnw peristrofèc 90o kai −90o gÔrw apì ton Ĺxona
pou enÿnei mèsa apènanti ìyewn. (1)(2)(3456). UpĹrqoun
3 periptÿseic anĹloga me to an koitĹw ton katakìrufo,
ton orizìntio ă ton Ĺxona bĹjouc. SunolikĹ 6. Me kuklikă
anaparĹstash: 6x2

1x1
4



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 3 qrÿmata;

I Na kĹnw peristrofèc 180o gÔrw apì Ĺxonec pou enÿnoun
mèsa apènanti akmÿn. (15)(23)(46). UpĹrqoun 6
periptÿseic. Me kuklikă anaparĹstash: 6x3

2

I Na kĹnw peristrofèc 120o kai −120o gÔrw apì Ĺxonec
pou enÿnoun apènanti korufèc. (154)(236). UpĹrqoun 8
periptÿseic. Me kuklikă anaparĹstash: 8x2

3





Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 3 qrÿmata;

I ’Ara sunolikĹ |G | = 24 kai

PG =
x6
1 + 3x2

1x2
2 + 6x2

1x1
4 + 6x3

2 + 8x2
3

24
I ’Eqoume 3 qrÿmata: c1 + c2 + c3, opìte:

PG =
1

24
[(c1+c2+c3)

6+3(c1+c2+c3)
2(c2

1 +c2
2 +c2

3 )2+6(c1+

c2 + c3)
2(c4

1 + c4
2 + c4

3 )1 +6(c2
1 + c2

2 + c2
3 )3 +8(c3

1 + c3
2 + c3

3 )2]

I Jètontac w(c1) = w(c2) = w(c3) = 1 èqoume:

PG =
36 + 3 · 3232 + 6 · 323 + 6 · 33 + 8 · 32

24
=

729 + 243 + 162 + 162 + 72

24
=

1368

24
= 57



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic enìc
kÔbou me 6 qrÿmata;

I ’Eqoume ădh dei ìti gia ton kÔbo eÐnai: |G | = 24 kai

PG =
x6
1 + 3x2

1x2
2 + 6x2

1x1
4 + 6x3

2 + 8x2
3

24
I ’Eqoume 6 qrÿmata: c1 + c2 + c3 + c4 + c5 + c6, opìte: PG =

1

24
[(c1 +c2 +c3 +c4 +c5 +c6)

6 +3(c1 +c2 +c3 +c4 +c5 +c6)
2

(c2
1 + c2

2 + c2
3 + c2

4 + c2
5 + c2

6 )2 + 6(c1 + c2 + c3 + c4 + c5 +
c6)

2(c4
1 + c4

2 + c4
3 + c4

4 + c4
5 + c4

6 )1+
6(c2

1 +c2
2 +c2

3 +c2
4 +c2

5 +c2
6 )3 +8(c3

1 +c3
2 +c3

3 +c3
4 +c3

5 +c3
6 )2]

I Jètontac
w(c1) = w(c2) = w(c3) = w(c4) = w(c5) = w(c6) = 1

èqoume: PG =
66 + 3 · 6262 + 6 · 626 + 6 · 63 + 8 · 62

24
= 2226



QrwmatÐzw tic ìyeic enìc kÔbou me 6 qrÿmata. ’Ena apì
autĹ eÐnai to kìkkino. Me pìsouc trìpouc mporÿ na
qrwmatÐsw tic ìyeic enìc kÔbou ÿste akribÿc 3 apì tic
ìyeic na eÐnai kìkkinec;

Sto prohgoÔmeno anĹptugma gia to PG , jewroÔme to c1 na
antiproswpeÔei to kìkkino qrÿma kai ajroÐzoume touc ìrouc
pou perièqoun to c3

1 . ’Eqoume:
1

24
[

(
6

3

)
(c2 + c3 + c4 + c5 + c6)

3c3
1 + 3 · 4(c2 + c3 + c4 + c5 +

c6)(c
2
2 + c2

3 + c2
4 + c2

5 + c2
6 )c3

1 + 8 · 2(c3
2 + c3

3 + c3
4 + c3

5 + c3
6 )c3

1 ]
Jètoume c1 = c2 = c3 = c4 = c5 = c6 = 1, opìte o parapĹnw
suntelestăc èqei thn timă 120.



QrwmatÐzw tic ìyeic enìc kÔbou me 4 qrÿmata, A, B , C ,
D. Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic ìyeic
enìc kÔbou ÿste 2 apì autèc na qrwmatistoÔn me to
qrÿma A, 2 me to qrÿma B , 1 me to C kai 1 me to qrÿma
D;

I ’Eqoume ădh dei ìti gia ton kÔbo eÐnai: |G | = 24 kai

PG =
x6
1 + 3x2

1x2
2 + 6x2

1x1
4 + 6x3

2 + 8x2
3

24
I ’Eqoume 4 qrÿmata: c1 + c2 + c3 + c4, opìte:

PG =
1

24
[(c1 + c2 + c3 + c4)

6 + 3(c1 + c2 + c3 + c4)
2

(c2
1 +c2

2 +c2
3 +c2

4 )2 +6(c1 +c2 +c3 +c4)
2(c4

1 +c4
2 +c4

3 +c4
4 )1+

6(c2
1 + c2

2 + c2
3 + c2

4 )3 + 8(c3
1 + c3

2 + c3
3 + c3

4 )2]
I JewroÔme ìti c1 = A, c2 = B, c3 = C , c4 = D kai apì to

parapĹnw anĹptugma ajroÐzoume touc suntelestèc tou
ìrou c2

1c2
2c3c4

I To apotèlesma eÐnai:
180 + 12

24
= 8



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic korufèc
enìc kÔbou me 2 qrÿmata;

I ’Estw G to sÔnolo metajèsewn pou antistoiqoÔn se ìlec
tic peristrofèc tou kÔbou. UpĹrqoun 24 metajèseic sto G
pou omadopoioÔntai stisparakĹtw 5 kathgorÐec:
1. Tautotikă metĹjesh. Kuklikă anaparĹstash: x8

1

2. 3 metajèseic pou antistoiqoÔn se peristrofèc 180o gÔrw
apì Ĺxonec pou sundèoun ta mèsa apènanti ìyewn.
Kuklikă anaparĹstash: 3x4

2

3. 6 metajèseic pou antistoiqoÔn se peristrofèc 90o gÔrw
apì Ĺxonec pou sundèoun ta mèsa apènanti ìyewn.
Kuklikă anaparĹstash: 6x2

4

4. 6 metajèseic pou antistoiqoÔn se peristrofèc 180o gÔrw
apì Ĺxonec pou sundèoun ta mèsa apènanti akmÿn.
Kuklikă anaparĹstash: 6x4

2

5. 8 metajèseic pou antistoiqoÔn se peristrofèc 120o gÔrw
apì Ĺxonec pou sundèoun apènanti korufèc. Kuklikă
anaparĹstash: 8x2

1 x2
3





Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic korufèc
enìc kÔbou me 2 qrÿmata;

I Epomènwc, o deÐkthc kÔklwn tou sunìlou metajèsewn G

eÐnai: PG =
1

24
(x8

1 + 9x4
2 + 6x2

4 + 8x2
1x2

3 )

I AfoÔ èqoume dÔo qrÿmata, o katĹlogoc protÔpwn eÐnai:
PG =
1

24
((x +y)8 +9(x2 +y2)4 +6(x4 +y4)2 +8(x +y)2(x3 +y3)2)

I Jètontac w(x) = w(y) = 1 sthn parapĹnw sqèsh, to
plăjoc twn protÔpwn eÐnai 23 pou dÐnei kai to plăjoc twn
diaforetikÿn qrwmatismÿn twn 8 korufÿn tou kÔbou me 2
qrÿmata.



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw ènan kÔlindro
pou èqei qwristeÐ se 6 tmămata (orizìntia) me 1 ă
perissìtera qrÿmata;

I ’Estw G to sÔnolo metajèsewn pou antistoiqoÔn se ìlec
tic summetrÐec tou kulÐndrou. UpĹrqoun 2 metajèseic sto
G :
1. Tautotikă metĹjesh. Kuklikă anaparĹstash: x6

1

2. Peristrofă 180o gÔrw apì ton orizìntio Ĺxona pou qwrÐzei
to trÐto apì to tètarto mèroc. Kuklikă anaparĹstash: x3

2



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw ènan kÔlindro
pou èqei qwristeÐ se 6 tmămata (orizìntia) me 1 ă
perissìtera qrÿmata;

I Epomènwc, o deÐkthc kÔklwn tou sunìlou metajèsewn G

eÐnai: PG =
1

2
(x6

1 + x3
2 )

I AfoÔ èqoume n qrÿmata, o katĹlogoc protÔpwn eÐnai:

PG =
1

4
((x1 + ... + xn)

6 + (x2
1 + ... + x2

n )3)

I Jètontac w(x1) = ... = w(xn) = 1 sthn parapĹnw
parĹstash, to plăjoc twn protÔpwn, dhl. to plăjoc twn

diaforetikÿn qrwmatismÿn, eÐnai
1

2
(n6 + n3) =

n3(n3 + 1)

2
.



’Eqoume skakièrec diastĹsewn 2× 4 pou èqoun Ĺspra
kai kìkkina tetrĹgwna. Pìsec diaforetikèc apì autèc
upĹrqoun me 3 kìkkina kai 5 Ĺspra tetrĹgwna;

I ’Estw G to sÔnolo metajèsewn pou antistoiqoÔn se ìlec
tic peristrofèc thc skakièrac. UpĹrqoun 4 metajèseic sto
G pou omadopoioÔntai stic parakĹtw 4 kathgorÐec:
1. Tautotikă metĹjesh. Kuklikă anaparĹstash: x8

1

2. H metĹjesh pou antistoiqeÐ se peristrofă 180o thc
skakièrac gÔrw apì Ĺxona pou eÐnai kĹjetoc sth skakièra
kai dièrqetai apì to kèntro thc. Kuklikă anaparĹstash:
x4
2

3. H metĹjesh pou antistoiqeÐ se peristrofă 180o gÔrw apì
ton orizìntio Ĺxona pou kìbei tic dÔo grammèc thc
skakièrac. Kuklikă anaparĹstash: x4

2

4. H metĹjesh pou antistoiqeÐ se peristrofă 180o gÔrw apì
ton kĹjeto Ĺxona pou kìbei sth mèsh tic 4 stălec thc
skakièrac. Kuklikă anaparĹstash: x4

2





’Eqoume skakièrec diastĹsewn 2× 4 pou èqoun Ĺspra
kai kìkkina tetrĹgwna. Pìsec diaforetikèc apì autèc
upĹrqoun me 3 kìkkina kai 5 Ĺspra tetrĹgwna;

I Epomènwc, o deÐkthc kÔklwn tou sunìlou metajèsewn G

eÐnai: PG =
1

4
(x8

1 + 3x4
2 )

I AfoÔ èqoume dÔo qrÿmata, o katĹlogoc protÔpwn eÐnai:

PG =
1

4
((x + y)8 + 3(x2 + y2)4) =

1

4
[

8∑

k=0

(
8

k

)
xky8−k + 3

4∑

k=0

(
4

k

)
x2ky8−2k ]

I AnazhtoÔme to suntelestă tou ìrou x3y5 sthn parapĹnw
parĹstash. KĹnontac prĹxeic, autìc prokÔptei ìti eÐnai:
1

4
[

(
8

3

)
+ 3 · 0] = 14.



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic korufèc
miac puramÐdac me 4 qrÿmata;

I ’Estw G to sÔnolo metajèsewn pou antistoiqoÔn se ìlec
tic peristrofèc thc puramÐdac. UpĹrqoun 12 metajèseic
sto G pou omadopoioÔntai stic parakĹtw 3 kathgorÐec:
1. Tautotikă metĹjesh. Kuklikă anaparĹstash: x4

1

2. 8 metajèseic pou antistoiqoÔn se peristrofèc 120o gÔrw
apì Ĺxonec pou sundèoun mÐa korufă me to kèntro thc
apènanti ìyhc. Kuklikă anaparĹstash: 8x1x3

3. 3 metajèseic pou antistoiqoÔn se peristrofèc 180o gÔrw
apì Ĺxonec pou sundèoun ta mèsa apènanti akmÿn.
Kuklikă anaparĹstash: 3x2

2



Me pìsouc trìpouc mporÿ na qrwmatÐsw tic korufèc
miac puramÐdac me 4 qrÿmata;

I Epomènwc, o deÐkthc kÔklwn tou sunìlou metajèsewn G

eÐnai: PG =
1

12
(x4

1 + 8x1x3 + 3x2
2 )

I AfoÔ èqoume tèssera qrÿmata, o katĹlogoc protÔpwn

eÐnai: PG =
1

24
((a + b + c + d)4 + 8(a + b + c + d)(a3 +

b3 + c3 + d3) + 3(a2 + b2 + c2 + d2)2)

I Jètontac w(a) = w(b) = w(c) = w(d) = 1 sthn parapĹnw
sqèsh, to plăjoc twn protÔpwn eÐnai 36 pou dÐnei kai to
plăjoc twn diaforetikÿn qrwmatismÿn.



Genikeumènh morfă jewrămatoc Pólya
I Dedomèna: sÔnola D, R , sunartăseic f : D → R, sÔnolo

metajèsewn G gia ta stoiqeÐa tou D, sÔnolo metajèsewn
H gia ta stoiqeÐa tou R , bĹrh stoiqeÐwn tou R .

I ZhtoÔmeno: to sunolikì bĹroc twn klĹsewn isodunamÐac
twn sunartăsewn f .

I DiatÔpwsh: O katĹlogoc twn klĹsewn isodunamÐac twn
sunartăsewn me pedÐo orismoÔ D kai sÔnolo timÿn R eÐnai
1

|G |
1

|H|
∑

π∈G ;τ∈H

ψ[(π, τ)′], ìpou ψ[(π, τ)′] eÐnai to plăjoc

twn sunartăsewn gia tic opoÐec isqÔei τ f (d) = f [π(d)] gia
kĹje stoiqeÐo d ∈ D

I Efarmogă: To plăjoc twn klĹsewn isodunamÐac
sunartăsewn apì to D sto R eÐnai h timă thc èkfrashc
PG (( ∂

∂z1
)b1 , ( ∂

∂z2
)b2 , ( ∂

∂z3
)b3 , ...)×

PH [ec1(z1+z2+z3+...), e2c2(z2+z4+z6+...), e3c3(z3+z6+z9+...), ...] gia
z1 = z2 = z3 = ... = 0, me bi kÔklouc megèjouc i sto G kai
ci kÔklouc megèjouc i sto H.



’Eqoume mÐa skakièra diastĹsewn 2× 2 kai 2 diajèsima
qrÿmata x , y . Pìsoi eÐnai oi diaforetikoÐ sqhmatismoÐ
qrwmatikÿn antijèsewn;

I ’Estw D = {a, b, c , d} ta 4 koutĹkia thc skakièrac kai
R = {x , y} ta 2 diajèsima qrÿmata.

I ’Estw G = {
(

abcd
abcd

)
,

(
abcd
bcda

)
,

(
abcd
cdab

)
,

(
abcd
dabc

)
}

to sÔnolo metajèsewn pou antistoiqeÐ se peristrofèc thc

skakièrac kai H = {
(

xy
xy

)
,

(
xy
yx

)
} sto sÔnolo

metajèsewn pou antistoiqeÐ se enallagèc twn qrwmĹtwn
x , y .

I To sÔnolo G perièqei 1 metĹjesh me 4 kÔklouc megèjouc 1
(z4

1 ), 2 metajèseic me 1 kÔklo megèjouc 4 (2z1
4 ), kai 1

metĹjesh me 2 kÔkloi megèjouc 2 (z2
2 ).

I To sÔnolo H perièqei 1 metĹjesh me 2 kÔklouc megèjouc 1
(z2

1 ), 1 metĹjesh me 1 kÔklo megèjouc 2 (z1
2 ).



’Eqoume mÐa skakièra diastĹsewn 2× 2 kai 2 diajèsima
qrÿmata x , y . Pìsoi eÐnai oi diaforetikoÐ sqhmatismoÐ
qrwmatikÿn antijèsewn;

G : z4
1 + 2z1

4 + z2
2

H: z2
1 + z1

2

I Efarmìzontac th genikeumènh morfă tou jewrămatoc Pólya
èqoume ìti oi zhtoÔmenoi sqhmatismoÐ eÐnai:
1
4

1
2(( ∂

∂z1
)4 + ( ∂

∂z2
)2 + 2( ∂

∂z4
)1)× [e2(z1+z2+z3+z4) +

e2·1(z2+z4)]|z1=z2=z3=z4=0 =
1
8( ∂4

∂z4
1
e2(z1+z2+z3+z4) + ∂2

∂z2
2
e2(z1+z2+z3+z4) + ∂2

∂z2
2
e2(z2+z4) + 2 ·

∂
∂z4

e2(z1+z2+z3+z4) + 2 · ∂
∂z4

e2(z2+z4)) =
1
8(24 + 22 + 22 + 2 · 21 + 2 · 21) = 4



Genikeumènh morfă jewrămatoc Pólya
I Dedomèna: sÔnola D, R , sunartăseic f : D → R, sÔnolo

metajèsewn G gia ta stoiqeÐa tou D, sÔnolo metajèsewn
H gia ta stoiqeÐa tou R , bĹrh stoiqeÐwn tou R .

I ZhtoÔmeno: to sunolikì bĹroc twn klĹsewn isodunamÐac
twn sunartăsewn f .

I DiatÔpwsh: O katĹlogoc twn klĹsewn isodunamÐac twn
sunartăsewn me pedÐo orismoÔ D kai sÔnolo timÿn R eÐnai
1

|G |
1

|H|
∑

π∈G ;τ∈H

ψ[(π, τ)′], ìpou ψ[(π, τ)′] eÐnai to plăjoc

twn sunartăsewn gia tic opoÐec isqÔei τ f (d) = f [π(d)] gia
kĹje stoiqeÐo d ∈ D

I Efarmogă: To plăjoc twn klĹsewn isodunamÐac
sunartăsewn apì to D sto R eÐnai h timă thc èkfrashc
PG (( ∂

∂z1
)b1 , ( ∂

∂z2
)b2 , ( ∂

∂z3
)b3 , ...)×

PH [ec1(z1+z2+z3+...), e2c2(z2+z4+z6+...), e3c3(z3+z6+z9+...), ...] gia
z1 = z2 = z3 = ... = 0, me bi kÔklouc megèjouc i sto G kai
ci kÔklouc megèjouc i sto H.



’Eqoume mÐa skakièra diastĹsewn 2× 2 kai 2 diajèsima
qrÿmata x , y . Pìsoi eÐnai oi diaforetikoÐ sqhmatismoÐ
qrwmatikÿn antijèsewn;

I ’Estw D = {a, b, c , d} ta 4 koutĹkia thc skakièrac kai
R = {x , y} ta 2 diajèsima qrÿmata.

I ’Estw G = {
(

abcd
abcd

)
,

(
abcd
bcda

)
,

(
abcd
cdab

)
,

(
abcd
dabc

)
}

to sÔnolo metajèsewn pou antistoiqeÐ se peristrofèc thc

skakièrac kai H = {
(

xy
xy

)
,

(
xy
yx

)
} sto sÔnolo

metajèsewn pou antistoiqeÐ se enallagèc twn qrwmĹtwn
x , y .

I To sÔnolo G perièqei 1 metĹjesh me 4 kÔklouc megèjouc 1
(z4

1 ), 2 metajèseic me 1 kÔklo megèjouc 4 (2z1
4 ), kai 1

metĹjesh me 2 kÔkloi megèjouc 2 (z2
2 ).

I To sÔnolo H perièqei 1 metĹjesh me 2 kÔklouc megèjouc 1
(z2

1 ), 1 metĹjesh me 1 kÔklo megèjouc 2 (z1
2 ).



’Eqoume mÐa skakièra diastĹsewn 2× 2 kai 2 diajèsima
qrÿmata x , y . Pìsoi eÐnai oi diaforetikoÐ sqhmatismoÐ
qrwmatikÿn antijèsewn;

G : z4
1 + 2z1

4 + z2
2

H: z2
1 + z1

2

I Efarmìzontac th genikeumènh morfă tou jewrămatoc Pólya
èqoume ìti oi zhtoÔmenoi sqhmatismoÐ eÐnai:
1
4

1
2(( ∂

∂z1
)4 + ( ∂

∂z2
)2 + 2( ∂

∂z4
)1)× [e2(z1+z2+z3+z4) +

e2·1(z2+z4)]|z1=z2=z3=z4=0 =
1
8( ∂4

∂z4
1
e2(z1+z2+z3+z4) + ∂4

∂z4
1
e2(z2+z4) + ∂2

∂z2
2
e2(z1+z2+z3+z4) +

∂2

∂z2
2
e2(z2+z4) + 2 · ∂

∂z4
e2(z1+z2+z3+z4) + 2 · ∂

∂z4
e2(z2+z4)) =

1
8(24 + 22 + 22 + 2 · 21 + 2 · 21) = 4



Me pìsouc trìpouc mporÿ na moirĹsw 5 biblÐa, 2 apì
ta opoÐa eÐnai Ðdia, se 4 paidiĹ, metaxÔ twn opoÐwn
upĹrqei èna zeugĹri didÔmwn;

I D = {a, b, c, d , e}: sÔnolo twn 5 biblÐwn, ìpou ta a, b eÐnai
Ðdia.

I To sÔnolo G twn metajèsewn sto sÔnolo D èqei 2

metajèseic: {
(

abcde
abcde

)
,

(
abcde
bacde

)
}

I Sto sÔnolo G upĹrqei 1 metĹjesh me 5 kÔklouc megèjouc 1
o kajènac (z5

1 ) kai 1 metĹjesh me 1 kÔklo megèjouc 2 kai 3
kÔklouc megèjouc 1 o kajènac (z1

2 z3
1 )

I R = {u, v , x , y}: sÔnolo twn 4 paidiÿn, ìpou ta u, v eÐnai
ta dÐduma.

I To sÔnolo H twn metajèsewn sto sÔnolo R èqei 2

metajèseic: {
(

uvxy
uvxy

)
,

(
uvxy
vuxy

)
}

I Sto sÔnolo H upĹrqei 1 metĹjesh me 4 kÔklouc megèjouc 1
o kajènac (z4

1 ) kai 1 metĹjesh me 1 kÔklo megèjouc 2 kai 2
kÔklouc megèjouc 1 o kajènac (z1

2 z2
1 )



Me pìsouc trìpouc mporÿ na moirĹsw 5 biblÐa, 2 apì
ta opoÐa eÐnai Ðdia, se 4 paidiĹ, metaxÔ twn opoÐwn
upĹrqei èna zeugĹri didÔmwn;

G : z5
1 + z1

2 z3
1

H: z4
1 + z1

2 z2
1

I Efarmìzontac th genikeumènh morfă tou jewrămatoc Pólya
èqoume ìti oi zhtoÔmenoi sqhmatismoÐ eÐnai:
1
2

1
2(( ∂

∂z1
)5 + ( ∂

∂z1
)3 ∂

∂z2
)× [e4(z1+z2) + e2(z1+z2)e2z2 ]|z1=z2=0 =

1
4( ∂5

∂z5
1

+ ∂3

∂z3
1

∂
∂z2

)× [e4(z1+z2) + e2(z1+z2)e2z2 ]|z1=z2=0 =

1
4( ∂5

∂z5
1
e4(z1+z2) + ∂5

∂z5
1
e2(z1+z2)e2z2 + ∂3

∂z3
1

∂
∂z2

e4(z1+z2) +

∂3

∂z3
1

∂
∂z2

e2(z1+z2)e2z2) = 1
4(45 + 24 + 43 · 41 + 232121) =

1
4(45 + 24 + 43 · 4 + 23 · 4) = 336



Me pìsouc trìpouc mporÿ na moirĹsw 3 Ðdia antikeÐmena
se 2 diaforetikĹ koutiĹ;

I D = {a, b, c}: sÔnolo twn 3 antikeimènwn, ìpou ìla eÐnai
Ðdia.

I To sÔnolo G twn metajèsewn sto sÔnolo D èqei 4
metajèseic:

{
(

abc
abc

)
,

(
abc
bca

)
,

(
abc
cab

)
,

(
abc
bac

)
,

(
abc
cba

)
,

(
abc
acb

)
}

I Sto sÔnolo G upĹrqei 1 metĹjesh me 3 kÔklouc megèjouc 1
o kajènac (z3

1 ), 2 metajèseic me 1 kÔklo megèjouc 3 (2z1
3 )

kai 3 metajèseic me 1 kÔklo megèjouc 2 kai 1 kÔklo
megèjouc 1 (3z1

2 z1
1 )

I R = {x , y}: sÔnolo twn 2 koutiÿn.
I To sÔnolo H twn metajèsewn sto sÔnolo R èqei 2

metajèseic: {
(

xy
xy

)
,

(
xy
yx

)
}

I Sto sÔnolo H upĹrqei 1 metĹjesh me 2 kÔklouc megèjouc 1
o kajènac (z2

1 ) kai 1 metĹjesh me 1 kÔklo megèjouc 2 (z1
2 )



Me pìsouc trìpouc mporÿ na moirĹsw 3 Ðdia antikeÐmena
se 2 diaforetikĹ koutiĹ;

G : z3
1 + 2z1

3 + 3z1
2 z1

1

H: z2
1 + z1

2

I Efarmìzontac th genikeumènh morfă tou jewrămatoc Pólya
èqoume ìti oi zhtoÔmenoi sqhmatismoÐ eÐnai:
1
6

1
2(( ∂

∂z1
)3 + 2 ∂

∂z3
+ 3 ∂

∂z2

∂
∂z1

)× [e2(z1+z2+z3) + e2z2 ]|z1=z2=0 =
1
12( ∂3

∂z3
1

+ 2 ∂
∂z3

+ 3 ∂
∂z2

∂
∂z1

)× [e2(z1+z2+z3) + e2z2 ]|z1=z2=0 =

1
12( ∂3

∂z3
1
)e2(z1+z2+z3) + ∂3

∂z3
1
e2z2 + 2 ∂

∂z3
e2(z1+z2+z3) + 2 ∂

∂z3
e2z2 +

3 ∂
∂z2

∂
∂z1

e2(z1+z2+z3) + 3 ∂
∂z2

∂
∂z1

e2z2 =
1
12(23+0+2 ·21+0+3 ·21 ·21+0) = 1

12(23+2 ·2+3 ·2 ·2) = 2



H Ôlh sunoptikĹ...

I Stoiqeiÿdhc sunduastikă

I Gennătriec sunartăseic

I Egkleismìc - Apokleismìc

I JewrÐa Polyá



Egkleismìc - Apokleismìc

I Sunolo-jewrhtikă mèjodoc mètrhshc

I ’Estw S sÔnolo me plhjikì arijmì N, |S | = N

I c1, c2, c3, ...ct : sullogă apì sunjăkec pou ikanopoioÔntai
apì merikĹ ă apì ìla ta stoiqeÐa tou S

I KĹpoia stoiqeÐa stoiqeÐa tou S mporeÐ na ikanopoioÔn
parapĹnw apì mÐa sunjăkec kai Ĺlla kamÐa

I N(ci ), 1 ≤ i ≤ t: plăjoc stoiqeÐwn tou S pou ikanopoioÔn
th sunjăkh ci

I N(ci ), 1 ≤ i ≤ t: plăjoc stoiqeÐwn tou S pou den
ikanopoioÔn th sunjăkh ci

I N(ci ) + N(ci ) = N = |S |
I N(cicj), i , j ∈ {1, 2, ..., t}, i 6= j : plăjoc stoiqeÐwn tou S pou

ikanopoioÔn kai tic dÔo sunjăkec ci , cj

I N(ci cj), i , j ∈ {1, 2, ..., t}, i 6= j : plăjoc stoiqeÐwn tou S pou
den ikanopoioÔn kamÐa apì tic dÔo sunjăkec ci , cj

I N(ci cj) = N − N(ci )− N(cj) + N(cicj)



Egkleismìc - Apokleismìc



Se mia tĹxh upĹrqoun 100 Ĺtoma pou parakoloujoÔn
èna mĹjhma. Apì autĹ, 30 Ĺtoma èqoun to mĹjhma san
fifiepilogăflfl. Pìsa Ĺtoma èqoun to mĹjhma san
fifiupoqrewtikìflfl;

I c1: èqw to mĹjhma san epilogă

I N(c1) = 30: 30 majhtèc èqoun to mĹjhma san epilogă

I N(c1) = |S | − N(c1) = 100− 30 = 70: 70 majhtèc èqoun to
mĹjhma san upoqrewtikì



Se mia omĹda upĹrqoun 100 Ĺtoma apì ta opoÐa 50
milĹne agglikĹ, 40 gallikĹ kai 20 milĹne kai tic 2
glÿssec. Pìsa Ĺtoma de milĹne oÔte agglikĹ oÔte
gallikĹ;

I |S | = N = 100

I c1: milĹw agglikĹ, N(c1) = 50

I c2: milĹw gallikĹ, N(c2) = 40

I c1c2: milĹw agglikĹ kai gallikĹ, N(c1c2) = 20

I c1 c2: de milĹw oÔte agglikĹ oÔte gallikĹ,
N(c1 c2) = N − N(c1)− N(c2) + N(c1c2) =
100− 50− 40 + 20 = 30



Arqă EgkleismoÔ-ApokleismoÔ (Principle of Inclusion and
Exclusion)

I ’Estw S sÔnolo me plhjikì arijmì N, |S | = N

I c1, c2, c3, ...ct : sullogă apì sunjăkec pou ikanopoioÔntai
apì merikĹ ă apì ìla ta stoiqeÐa tou S

I To plăjoc twn stoiqeÐwn tou S pou den ikanopoioÔn kamÐa
apì tic sunjăkec eÐnai: N = N(c1 c2... ct) =
N − N(c1)− N(c2)− ...− N(ct) + N(c1c2) + N(c1c3) + ... +
N(c1ct) + N(c2c3) + ...N(ct−1ct)
−N(c1c2c3)−N(c1c2c4)− ...−N(c1c2ct)−N(c1c3c4)− ...−
N(c1c3ct)− N(ct−2ct−1ct) + ... + (−1)tN(c1c2c3...ct) =

N −
∑

1≤i≤t

N(ci ) +
∑

1≤i<j≤t

N(cicj)−
∑

1≤i<j<k≤t

N(cicjck) +

... + (−1)tN(c1c2c3...ct)

Sumpèrasma: to plăjoc twn stoiqeÐwn tou S pou ikanopoioÔn
toulĹqiston mÐa apì tic sunjăkec eÐnai N − N



Arqă EgkleismoÔ-ApokleismoÔ: Apìdeixh

N = N −
∑

1≤i≤t

N(ci ) +
∑

1≤i<j≤t

N(cicj)−
∑

1≤i<j<k≤t

N(cicjck) +

... + (−1)tN(c1c2c3...ct)

I Profanÿc, gÐnetai me epagwgă sto t
I AllĹ gÐnetai kai me sunduastikĹ epiqeirămata:

I An to x ∈ S den ikanopoieÐ kamÐa sunjăkh metriètai mia
forĹ sto N kai mÐa forĹ sto N kai de metriètai se
kanènan Ĺllon ìro.

I An to x ∈ S ikanopoieÐ akribÿc r apì tic sunjăkec
(1 ≤ r ≤ t) de metriètai sto N allĹ metriètai sto dexÐ
mèroc thc sqèshc. Pìsec forèc;



Arqă EgkleismoÔ-ApokleismoÔ: Apìdeixh

N = N −
∑

1≤i≤t

N(ci ) +
∑

1≤i<j≤t

N(cicj)−
∑

1≤i<j<k≤t

N(cicjck) +

... + (−1)tN(c1...ct)

1. 1 forĹ sto N

2. r forèc sto
∑

1≤i≤t

(ci ), mÐa gia kĹje mÐa apì tic r sunjăkec

pou ikanopoieÐ

3.
(r
2

)
forèc sto

∑

1≤i<j≤t

(cicj), mÐa gia kĹje zeÔgoc sunjhkÿn

pou epilègetai apì tic r sunjăkec pou ikanopoieÐ

4.
(r
3

)
forèc sto

∑

1≤i<j<k≤t

(cicjck), mÐa gia kĹje triĹda

sunjhkÿn pou epilègetai apì tic r sunjăkec pou ikanopoieÐ

...

r + 1.
(r
r

)
= 1 forĹ sto

∑
(ci1ci2 ...cir )



Arqă EgkleismoÔ-ApokleismoÔ: Apìdeixh

N = N −
∑

1≤i≤t

N(ci ) +
∑

1≤i<j≤t

N(cicj)−
∑

1≤i<j<k≤t

N(cicjck) +

... + (−1)tN(c1...ct)

I ’Ara sto dexiì mèroc thc sqèshc to x metriètai:
1− r +

(r
2

)− (r
3

)
+ ... + (−1)r

(r
r

)
= [1 + (−1)]r = 0r = 0

forèc

I AllĹ ta dÔo mèrh thc sqèshc metroÔn ta Ðdia stoiqeÐa tou
S kai epomènwc h sqèsh ikanopoieÐtai.



Arqă EgkleismoÔ-ApokleismoÔ: Apìdeixh me epagwgă

ParathroÔme ta exăc:

I N(ci ) = N − N(ci )

I N(cicj) = N(cj)− N(cicj)

I N(ci cj) = N − N(cicj)− N(cicj)− N(cicj) =
N − [N(cicj) + N(cicj)]− [N(cicj) + N(cicj)] + N(cicj) =
N − N(ci )− N(cj) + N(cicj)

I GenikeÔontac ja apodeÐxoume ìti: N(c1c2...cr ) =
N − N(c1)− N(c2)− ...− N(cr )
+N(c1c2) + N(c1c3) + ... + N(cr−1cr )
−N(c1c2c3)− N(c1c2c4)− ...− N(cr−2cr−1cr )
+...
+(−1)rN(c1c2c3...cr ) =

N −
∑

i

N(ci ) +
∑

i ,j ;i 6=j

N(cicj)−
∑

i ,j ,k;i 6=j 6=k

N(cicjck) + ... +

(−1)rN(c1c2...cr )



Arqă EgkleismoÔ-ApokleismoÔ: Apìdeixh me epagwgă

I Basikì băma: IsqÔei gia 1 idiìthta: N(c1) = N − N(c1)

I Epagwgikă Upìjesh: ’Estw ìti isqÔei gia r idiìthtec:
N(c1c2...cr−1) =
N − N(c1)− N(c2)− ...− N(cr−1)
+N(c1c2) + N(c1c3) + ... + N(cr−2cr−1)
−N(c1c2c3)− N(c1c2c4)− ...− N(cr−3cr−2cr−1)
+... + (−1)r−1N(c1c2c3...cr−1)

I Epagwgikì băma: apì N stoiqeÐa pou mporoÔn na plhroÔn
mèqri r idiìthtec, asqoloÔmaste me ekeÐna pou plhroÔn thn
idiìthta r kai mporoÔn fusikĹ na plhroÔn kĹje mÐa apì
tic upìloipec r − 1 idiìthtec. IsqÔei apì thn epagwgikă
upìjesh: N(c1c2...cr−1cr ) =
N(cr )− N(c1cr )− N(c2cr )− ...− N(cr−1cr )
+N(c1c2cr ) + N(c1c3cr ) + ... + N(cr−2cr−1cr )
−N(c1c2c3cr )− N(c1c2c4cr )− ...− N(cr−3cr−2cr−1cr )
+... + (−1)r−1N(c1c2c3...cr−1cr )



Arqă EgkleismoÔ-ApokleismoÔ: Apìdeixh me epagwgă

Afairÿntac katĹ mèlh tic dÔo prohgoÔmenec isìthtec èqoume:

I N(c1c2...cr−1)− N(c1c2...cr−1cr ) =
N − N(c1)− N(c2)− ...− N(cr−1)− N(cr )
+N(c1c2) + N(c1c3) + ... + N(c1cr ) + ... + N(cr−1cr )
−... + (−1)rN(c1c2c3...cr−1cr )

I ’Omwc: N(c1c2...cr−1)− N(c1c2...cr−1cr ) = N(c1c2...cr−1cr )



Pìsec topojetăseic twn yhfÐwn 0,1,2,...,9 upĹrqoun stic
opoÐec to prÿto yhfÐo na eÐnai megalÔtero apì to 1 kai
to teleutaÐo yhfÐo na eÐnai mikrìtero apì to 8;

I ’Estw S to sÔnolo ìlwn twn pijanÿn metajèsewn twn
stoiqeÐwn 0,1,2,...,9. |S | = N = 10!

I c1: to prÿto yhfÐo miac metĹjeshc eÐnai mikrìtero ă Ðso me
1, N(c1) = 2 · 9!

I c2: to teleutaÐo yhfÐo miac metĹjeshc eÐnai megalÔtero ă
Ðso me 8, N(c2) = 2 · 9!

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2).

I N(c1 c2) = N − N(c1)− N(c2) + N(c1c2) =
10!− 2 · 9!− 2 · 9! + 4 · 8! = 2.338.560



Pìsoi akèraioi metaxÔ 1 kai 70 eÐnai sqetikĹ prÿtoi me
to 70; (SqetikĹ prÿtoi eÐnai dÔo arijmoÐ me mìno koinì
diairèth th monĹda.)

EÐnai 70 = 2 · 5 · 7
I ’Estw S = {1, 2, ..., 70}. |S | = N = 70

I c1: o arijmìc diaireÐtai me 2, N(c1) = 35

I c2: o arijmìc diaireÐtai me 5, N(c2) = 14

I c3: o arijmìc diaireÐtai me 7, N(c3) = 10

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2 c3).

I N(c1 c2 c2) = N−N(c1)−N(c2)−N(c3)+N(c1c2)+N(c1c3)+
N(c2c3)−N(c1c2c3) = 70− 35− 14− 10+7+5+2− 1 = 24



Pìsec lèxeic twn n sumbìlwn apì to alfĹbhto {0, 1, 2}
upĹrqoun me èna toulĹqiston 0, èna toulĹqiston 1 kai
èna toulĹqiston 2 ;

I ’Estw S to sÔnolo ìlwn twn pijanÿn metajèsewn twn
stoiqeÐwn 0,1,2 se n jèseic. |S | = N = 3n

I c1: h lèxh den perièqei kanèna 0, N(c1) = 2n

I c2: h lèxh den perièqei kanèna 1, N(c2) = 2n

I c3: h lèxh den perièqei kanèna 2, N(c3) = 2n

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2 c3).

I N(c1 c2 c2) = N − N(c1)− N(c2)− N(c3) + N(c1c2) +
N(c1c3) + N(c2c3)− N(c1c2c3) =
3n − 2n − 2n − 2n + 1 + 1 + 1− 0 = 3(3n−1 − 2n + 1)



Se mia omĹda upĹrqoun 1000 Ĺtoma apì ta opoÐa 400
milĹne agglikĹ, 300 gallikĹ kai 200 ispanikĹ. An
upĹrqoun 200 Ĺtoma pou milĹne opoiesdăpote 2 glÿssec
kai 100 Ĺtoma pou milĹne kai tic 3 glÿssec, pìsa Ĺtoma
de milĹne oÔte agglikĹ oÔte gallikĹ oÔte ispanikĹ;

I ’Estw S to sÔnolo ìlwn twn atìmwn. |S | = N = 1000

I c1: milĹw agglikĹ, N(c1) = 400

I c2: milĹw gallikĹ, N(c2) = 300

I c3: milĹw ispanikĹ, N(c3) = 200

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2 c3).

I N(c1 c2 c2) = N−N(c1)−N(c2)−N(c3)+N(c1c2)+N(c1c3)+
N(c2c3)−N(c1c2c3) = 1000−400−300−200+200−100 = 200



Me pìsouc trìpouc mporoÔn ta 26 grĹmmata tou
agglikoÔ alfabătou na antimetatejoÔn ètsi ÿste na
mhn emfanisteÐ kamÐa apì tic sumboloseirèc: car, dog,
pun, byte;

I ’Estw S to sÔnolo ìlwn antimetajèsewn twn 26
grammĹtwn. |S | = N = 26!

I c1: h lèxh perièqei to car, N(c1) = 24! (jewroÔme to car
san èna grĹmma, opìte 26-3+1=24 upoyăfia gia
antimetĹjesh)

I c2: h lèxh perièqei to dog, N(c2) = 24!
I c3: h lèxh perièqei to pun, N(c3) = 24!
I c4: h lèxh perièqei to byte, N(c4) = 23!
I N(c1c2) = N(c1c3) = N(c2c3) = 22!: plăjoc lèxewn pou

perièqoun dÔo apì ta car,dog,pun
I N(c1c4) = N(c2c4) = N(c3c4) = 21!: plăjoc lèxewn pou

perièqoun èna apì ta car,dog,pun kai to byte
I N(c1c2c3) = 20!: plăjoc lèxewn pou perièqoun car,dog,pun



Me pìsouc trìpouc mporoÔn ta 26 grĹmmata tou
agglikoÔ alfabătou na antimetatejoÔn ètsi ÿste na
mhn emfanisteÐ kamÐa apì tic sumboloseirèc: car, dog,
pun, byte;

I N(c1c2c4) = N(c1c3c4) = N(c2c3c4) = 19!: plăjoc lèxewn
pou perièqoun dÔo apì ta car,dog,pun kai to byte

I N(c1c2c3c4) = 17!: plăjoc lèxewn pou perièqoun
car,dog,pun,byte

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2 c3 c4).

I N(c1 c2 c3 c4) = N − N(c1)− N(c2)− N(c3)− N(c4) +
N(c1c2)+N(c1c3)+N(c1c4)+N(c2c3)+N(c2c4)+N(c3c4)−
N(c1c2c3)− N(c1c2c4)− N(c2c3c4) + N(c1c2c3c4) =
26!−24!−24!−24!−23!+3 ·22!+3 ·21!−20!−3 ·19!+17!



Me pìsouc trìpouc mporoÔme na moirĹsoume r
antikeÐmena se 5 diaforetikĹ koutiĹ ètsi ÿste èna
toulĹqiston koutÐ na eÐnai Ĺdeio;

I ’Ena toulĹqiston koutÐ Ĺdeio = 1 ă 2 ă 3 ă 4 ă 5 koutiĹ
Ĺdeia

I 1 koutÐ Ĺdeio: plăjoc trìpwn =
(5
1

)
4r (dialègw 1 apì ta 5

koutiĹ na eÐnai to Ĺdeio kai moirĹzw ta r antikeÐmena sta
upìloipa 4 koutiĹ)

I 2 koutiĹ Ĺdeia: plăjoc trìpwn =
(5
2

)
3r

I 3 koutiĹ Ĺdeia: plăjoc trìpwn =
(5
3

)
2r

I 4 koutiĹ Ĺdeia: plăjoc trìpwn =
(5
4

)
1r =

(5
4

)

I 5 koutiĹ Ĺdeia: plăjoc trìpwn =
(5
5

)
0r = 0

I ’Ara sunolikĹ:
(5
2

)
3r +

(5
3

)
2r +

(5
4

)
trìpoi



Me pìsouc trìpouc mporÿ na topojetăsw r diaforetikĹ
antikeÐmena se n diaforetikĹ koutiĹ ètsi ÿste kanèna
koutÐ na mh meÐnei Ĺdeio;

I KaloÔme c1, c2, ...cn tic sunjăkec to 1o, to 2o, ... to n−ì
(antÐstoiqa) koutÐ na mènei Ĺdeio.

I ZhtĹme to N(c1 c2...cn)

I N(c1 c2...cn) = nr −
(

n

1

)
(n − 1)r +

(
n

2

)
(n − 2)r − ... +

(−1)n−1

(
n

n − 1

)
1r (−1)n

(
n

n

)
0r =

n∑

i=1

(−1)i
(

n

i

)
(n − 1)r



Pìsoi jetikoÐ akèraioi n, 1 ≤ n ≤ 100 de diairoÔntai apì
touc 2,3 kai 5;

I ’Estw S = {1, 2, ..., 100}. |S | = N = 100

I c1: o arijmìc diaireÐtai me 2, N(c1) = 50

I c2: o arijmìc diaireÐtai me 3, N(c2) = 33

I c3: o arijmìc diaireÐtai me 5, N(c3) = 20

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2 c3).

I N(c1 c2 c2) = N−N(c1)−N(c2)−N(c3)+N(c1c2)+N(c1c3)+
N(c2c3)−N(c1c2c3) = 100−50−33−20+16+10+6−3 = 26



Pìsa diaforetikĹ progrĹmmata mporÿ na ftiĹxw gia
èna diĹsthma 7 hmerÿn ÿste kĹje mèra na diabĹzw mìno
èna apì 4 majămata;

OusiastikĹ, anazhtoÔme lèxeic me 7 grĹmmata pou mporoÔme
na ftiĹxoume apì to alfĹbhto {c1, c2, c3, c4} pou perièqei
suntomografÐec twn majhmĹtwn me ton periorismì ìti se kĹje
lèxh ja qrhsimopoioÔme kĹje grĹmma tou alfabătou
toulĹqiston mÐa forĹ.

I ’Estw S to sÔnolo ìlwn twn lèxewn me 7 grĹmmata apì to
parĹpĹnw alfĹbhto. |S | = N = 47

I c1: h lèxh den perièqei to grĹmma c1, N(c1) = 37

I c2: h lèxh den perièqei to grĹmma c2, N(c2) = 37

I c3: h lèxh den perièqei to grĹmma c3, N(c3) = 37

I c4: h lèxh den perièqei to grĹmma c4, N(c4) = 37

I N(c1c2) = N(c1c3) = N(c2c3) = N(c1c4) = N(c2c4) =
N(c3c4) = 27: plăjoc lèxewn pou den perièqoun 2 apì ta
ta 4 grĹmmata



Pìsa diaforetikĹ progrĹmmata mporÿ na ftiĹxw gia
èna diĹsthma 7 hmerÿn ÿste kĹje mèra na diabĹzw mìno
èna apì 4 majămata;

I N(c1c2c3) = N(c1c2c4) = N(c1c3c4) = N(c2c3c4) = 1:
plăjoc lèxewn pou den perièqoun 3 apì ta 4 grĹmmata

I N(c1c2c3c4) = 0: plăjoc lèxewn pou den perièqoun kanèna
apì ta 4 grĹmmata

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2 c3 c4).

I N(c1 c2 c3 c4) = N − N(c1)− N(c2)− N(c3)− N(c4) +
N(c1c2)+N(c1c3)+N(c1c4)+N(c2c3)+N(c2c4)+N(c3c4)−
N(c1c2c3)− N(c1c2c4)− N(c2c3c4) + N(c1c2c3c4) =
47 − 4 · 37 + 6 · 27 − 4 · 1 + 0 = 8.400



Pìsec mh arnhtikèc lÔseic èqei h exÐswsh
x1 + x2 + x3 + x4 = 18, me xi ≤ 7, 1 ≤ i ≤ 4;

I ’Estw S to sÔnolo ìlwn twn lÔsewn thc exÐswshc.

|S | = N =

(
18 + 4− 1

18

)
=

(
21

18

)

I GiatÐ; IsoÔtai me touc trìpouc pou mporÿ na topojetăsw
18 Ðdia antikeÐmena (18 monĹdec) se 4 diaforetikèc
upodoqèc (tic metablhtèc x1, x2, x3, x4)

I c1: mia lÔsh (x1, x2, x3, x4) thc exÐswshc ikanopoieÐ th
sunjăkh x1 > 7

I c2: mia lÔsh (x1, x2, x3, x4) thc exÐswshc ikanopoieÐ th
sunjăkh x2 > 7

I c3: mia lÔsh (x1, x2, x3, x4) thc exÐswshc ikanopoieÐ th
sunjăkh x3 > 7

I c4: mia lÔsh (x1, x2, x3, x4) thc exÐswshc ikanopoieÐ th
sunjăkh x4 > 7

I Autì pou zhtĹme eÐnai to N(c1 c2 c3 c4).



Pìsec mh arnhtikèc lÔseic èqei h exÐswsh
x1 + x2 + x3 + x4 = 18, me xi ≤ 7, 1 ≤ i ≤ 4;

I Jèlw na ftiĹxw mia exÐswsh qwrÐc periorismoÔc.

I An isqÔei h c1 tìte xèrw ìti x1 > 7 ă isodÔnama x1 ≤ 8,
dhl. h mikrìterh timă pou mporeÐ na pĹrei h x1 eÐnai 8.

I LÔnw thn exÐswsh x1 + x2 + x3 + x4 = 10 kai apì kĹje lÔsh
pou ja upologÐsw paÐrnw mÐa lÔsh gia thn arqikă exÐswsh
prosjètontac sthn timă tou x1 to 8.

I To plăjoc twn lÔsewn thc exÐswshc x1 + x2 + x3 + x4 = 10
eÐnai

(10+4−1
10

)
=

(13
10

)

I Epomènwc, tìsec eÐnai kai oi lÔseic thc arqikăc exÐswshc
pou ikanopoioÔn th sunjăkh c1

I Ta Ðdia isqÔoun kai gia tic sunjăkec c2, c3, c4



Pìsec mh arnhtikèc lÔseic èqei h exÐswsh
x1 + x2 + x3 + x4 = 18, me xi ≤ 7, 1 ≤ i ≤ 4;

I Gia na upologÐsw ta N(c1c2) = N(c1c3) = N(c1c4) =
N(c2c3) = N(c2c4) = N(c3c4) akoloujÿ anĹlogh
diadikasÐa

I Jèlw na ftiĹxw mia exÐswsh qwrÐc periorismoÔc.
I An isqÔei h c1c2 tìte xèrw ìti x1 > 7, x2 > 7 ă isodÔnama

x1 ≤ 8, x2 ≤ 8, dhl. h mikrìterh timă pou mporoÔn na
pĹroun oi x1, x2 eÐnai 8.

I LÔnw thn exÐswsh x1 + x2 + x3 + x4 = 2 kai apì kĹje lÔsh
pou ja upologÐsw paÐrnw mÐa lÔsh gia thn arqikă exÐswsh
prosjètontac sthn timă twn x1 kai x2 to 8.

I To plăjoc twn lÔsewn thc exÐswshc x1 + x2 + x3 + x4 = 2
eÐnai

(2+4−1
2

)
=

(5
2

)
I Epomènwc, tìsec eÐnai kai oi lÔseic thc arqikăc exÐswshc

pou ikanopoioÔn to zeÔgoc sunjhkÿn c1c2

I Ta Ðdia isqÔoun kai gia ta upìloipa zeÔgh sunjhkÿn.



Pìsec mh arnhtikèc lÔseic èqei h exÐswsh
x1 + x2 + x3 + x4 = 18, me xi ≤ 7, 1 ≤ i ≤ 4;

I EÐnai N(c1c2c3) = N(c1c2c4) = N(c2c3c4) = 0 afoÔ an 3
apì tic metablhtèc èqoun timă toulĹqiston 8 h exÐswsh
eÐnai adÔnath.

I ’Omoia, N(c1c2c3c4) = 0 afoÔ an kai oi 4 metablhtèc èqoun
timă toulĹqiston 8 h exÐswsh eÐnai pĹli adÔnath.

I SunolikĹ:
N(c1 c2 c3 c4) = N − N(c1)− N(c2)− N(c3)− N(c4) +
N(c1c2)+N(c1c3)+N(c1c4)+N(c2c3)+N(c2c4)+N(c3c4)−
N(c1c2c3)− N(c1c2c4)− N(c2c3c4) + N(c1c2c3c4) =(21
18

)− (4
1

)(13
10

)
+

(4
2

)(5
2

)− 0 + 0 = 246



Poio eÐnai to plăjoc twn jetikÿn akèraiwn x pou eÐnai
tètoioi ÿste x ≤ 9999999 kai to Ĺjroisma twn yhfÐwn
touc isoÔtai me 31;

I ’Estw x1, x2, ..., x7 ta dekadikĹ yhfÐa tou arijmoÔ x pou
ikanopoieÐ tic apaităseic tou problămatoc.

I O zhtoÔmenoc arijmìc twn akeraÐwn isoÔtai me to plăjoc
akèraiwn lÔsewn thc exÐswshc x1 + x2 + ... + x7 = 31, me
0 ≤ xi ≤ 9 gia 1 ≤ i ≤ 7.

I ’Estw S to sÔnolo ìlwn twn lÔsewn thc exÐswshc.

|S | = N =

(
31 + 7− 1

31

)
=

(
37

31

)

I GiatÐ; IsoÔtai me touc trìpouc pou mporÿ na topojetăsw
31 Ðdia antikeÐmena (31 monĹdec) se 7 diaforetikèc
upodoqèc (tic metablhtèc x1, x2, ..., x7)

I ci : mia lÔsh (x1, x2, ..., x7) thc exÐswshc ikanopoieÐ th
sunjăkh xi > 9 ⇔ xi ≥ 10, gia 1 ≤ i ≤ 7. Proqwrÿntac
ìpwc kai prin:



Poio eÐnai to plăjoc twn jetikÿn akèraiwn x pou eÐnai
tètoioi ÿste x ≤ 9999999 kai to Ĺjroisma twn yhfÐwn
touc isoÔtai me 31;

I N(ci ) =
(21+7−1

21

)
=

(27
21

)

I N(cicj) =
(11+7−1

11

)
=

(17
11

)

I N(cicjck) =
(1+7−1

1

)
=

(7
1

)
= 7

I N(cicjckcl) = N(cicjckclcm) = ... = N(cicjckclcm...cr ) = 0

I Opìte: N(c1 c2 c3 c4 c5 c6 c7) =(37
31

)− (7
1

)(27
21

)
+

(7
2

)(17
11

)− (7
3

)
7 = 512.365



Pìsec diaforetikèc akèraiec lÔseic èqei h exÐswsh
x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 = 20, 0 ≤ xi ≤ 8;

’Opwc kai prohgoumènwc:

I To sÔnolo ìlwn twn pijanÿn lÔsewn eÐnai:
|S | = N =

(20+6−1
20

)
=

(25
20

)
= 25!

20!5!

I KaloÔme ci thn idiìthta: mia lÔsh thc exÐswshc ikanopoieÐ
th sunjăkh xi > 8 ⇔ xi ≥ 9. Tìte eÐnai:

I N(ci ) =
(11+6−1

11

)
=

(16
11

)
= 16!

11!5! gia kĹje mÐa apì tic
(6
1

)
idiìthtec

I N(cicj) =
(2+6−1

2

)
=

(7
2

)
= 7!

2!5! gia kĹje èna apì ta
(6
2

)
zeÔgh idiotătwn

I N(cicjck) = N(cicjckcl) = N(cicjckclcm) =
N(c1c2c3c4c5c6) = 0

I Opìte, sunolikĹ, to zhtoÔmeno plăjoc lÔsewn eÐnai:
N(c1 c2 c3 c4 c5 c6) = 25!

20!5! −
(6
1

)
16!

11!5! +
(6
2

)
7!

2!5! = 27.237



An rÐxoume 8 diaforetikĹ zĹria, poia eÐnai h pijanìthta
na emfanistoÔn kai ta 6 diaforetikĹ endeqìmena;

I To sÔnolo ìlwn twn pijanÿn endeqomènwn eÐnai:
|S | = N = 68

I KaloÔme ci thn idiìthta: na mhn emfanisteÐ to endeqìmeno
i , gia 1 ≤ i ≤ 6. AnazhtoÔme to N(c1 c2 c3 c4 c5 c6). EÐnai:

I N(ci ) = 58, N(cicj) = 48,N(cicjck) = 38, N(cicjckcl) =
28, N(cicjckclcm) = 18, N(c1c2c3c4c5c6) = 0

I Opìte, sunolikĹ, to zhtoÔmeno plăjoc lÔsewn eÐnai:
N(c1 c2 c3 c4 c5 c6) =
68 − (6

1

)
58 +

(6
2

)
48 − (6

3

)
38 +

(6
4

)
28 − (6

5

)
18 + 0 = 191.520



Me pìsouc trìpouc mporÿ na epilèxw 9 mpĹlec apì èna
koutÐ pou perièqei 12 mpĹlec, 3 prĹsinec, 3 Ĺsprec, 3
mple kai 3 kìkkinec;

I O arijmìc twn zhtoÔmenwn trìpwn isoÔtai me ton arijmì
akèraiwn lÔsewn thc exÐswshc x1 + x2 + x3 + x4 = 9 me
0 ≤ xi ≤ 3 kai 1 ≤ i ≤ 4.

I ci : h idiìthta se kĹpoia lÔsh (x1, x2, x3, x4) thc parapĹnw
exÐswshc to xi na eÐnai megalÔtero tou 3.

I Tìte, o zhtoÔmenoc arijmìc lÔsewn eÐnai: N(c1 c2 c3 c4)

I EÐnai: N =
(9+4−1

9

)
=

(12
9

)
,N(ci ) =

(5+4−1
5

)
=

(8
5

)
, N(cicj) =(1+4−1

1

)
=

(4
1

)
, N(cicjck) = 0, N(c1c2c3c4) = 0

I Opìte eÐnai:
N(c1 c2 c3 c4) =

(12
9

)− (4
1

)(8
5

)
+

(4
2

)(4
1

)− 0 + 0 = 20



Pìsoi arijmoÐ metaxÔ 1 kai 250 de diairoÔntai akribÿc
me kĹpoion apì touc 2,3,5,7;

I KaloÔme α1 thn idiìthta ènac arijmìc na diaireÐtai
akribÿc me to 2, α2 thn idiìthta ènac arijmìc na diaireÐtai
akribÿc me to 3, α3 thn idiìthta ènac arijmìc na diaireÐtai
akribÿc me to 5, α4 thn idiìthta ènac arijmìc na diaireÐtai
akribÿc me to 7.



Pìsoi arijmoÐ metaxÔ 1 kai 250 de diairoÔntai akribÿc
me kĹpoion apì touc 2,3,5,7;

I To plăjoc twn arijmÿn pou de diairoÔntai me kanènan apì
touc 2,3,5,7 eÐnai:

I Enÿ, p.q., to plăjoc twn arijmÿn pou de diairoÔntai me 2
kai 7 allĹ diairoÔntai me 5 eÐnai:



O genikìc tÔpoc

I DÐnei to plăjoc twn antikeimènwn pou èqoun m apì r
idiìthtec, m = 0, 1, 2, 3, ..., r .

I si : plăjoc antikeimènwn pou plhroÔn i apì tic r idiìthtec.

I ei : plăjoc antikeimènwn pou plhroÔn akribÿc i apì tic r
idiìthtec, dhl., plhroÔn i apì tic r idiìthtec kai den
plhroÔn tic upìloipec r − i .



O genikìc tÔpoc

AnalutikĹ:

I s0 = N

I s1 = N(a1) + N(a2) + ... + N(ar ) =
∑

i

N(ai )

I s2 = N(a1a2) + N(a1a3) + ... + N(ar−1ar ) =
∑

i ,j :i 6=j

N(aiaj)

I s3 = N(a1a2a3) + N(a1a2a4) + ... + N(ar−2ar−1ar ) =∑

i ,j ,k:i 6=j 6=k

N(aiajak)

I ...

I sr = N(a1a2...ar )



O genikìc tÔpoc

AnalutikĹ:

I e0 = N(a1 a2 ...ar )

I e1 = N(a1a2 ...ar ) + N(a1 a2a3 ...ar ) + ... + N(a1 a2 ...ar )

I e2 = N(a1a2a3...ar + N(a1a2 a3...ar ))

I e3 = N(a1a2a3...ar ) + N(a1a2a3a4...ar ) + ... +
N(a1 a2 a3...ar−2ar−1ar )

I ...

I er = N(a1a2...ar )

Profanÿc, e0 = s0 − s1 + s2 − s3 + ... + (−1)r sr



O genikìc tÔpoc

em = sm−
(

m + 1

1

)
sm+1+

(
m + 2

2

)
sm+2−...+(−1)r−m

(
r

r −m

)
sr

H apìdeixh basÐzetai sta exăc:

I AntikeÐmeno pou èqei ligìterec apì m idiìthtec de
sumperilambĹnetai sto em kai de suneisfèrei sthn
èkfrash sto dexÐ mèroc thc isìthtac.

I AntikeÐmeno pou èqei akribÿc m idiìthtec
sumperilambĹnetai sto em kai suneisfèrei 1 sthn èkfrash
sto dexÐ mèroc thc isìthtac afoÔ metriètai mÐa forĹ sto
sm kai de metriètai stouc ìrouc sm+1, sm+2, ...sr .

I AntikeÐmeno pou èqei m + j idiìthtec de sumperilambĹnetai
sto em kai suneisfèrei

(m+j
m

)
ston ìro sm,

(m+j
m+1

)
ston ìro

sm+1, ...,
(m+j
m+j

)
ston ìro sm+j pou sunolikĹ isoÔtai me 0.



I AnazhtoÔme thn timă thc èkfrashc:

I ParathroÔme ìti:

I Opìte:



ParĹdeigma
12 mpĹlec qrwmatÐzontai wc exăc:

I 2 de lambĹnoun kanèna qrÿma.

I 2 qrwmatÐzontai kìkkinec, 1 mple kai 1 Ĺsprh.

I 2 qrwmatÐzontai me kìkkino kai mple kai 1 qrwmatÐzetai me
kìkkino kai Ĺspro.

I 3 qrwmatÐzontai me kìkkino, mple kai Ĺspro.

KaloÔme a1, a2, a3 thn idiìthta: h mpĹla qrwmatÐzetai me to
kìkkino, mple, Ĺspro qrÿma, antÐstoiqa. EÐnai:

I N(a1) = 8,N(a2) = 6, N(a3) = 5

I N(a1a2) = 5, N(a1a3) = 4,N(a2a3) = 3

I N(a1a2a3) = 3

I s1 = 19, s2 = 12, s3 = 3

I e1 = 19− (2
1

) · 12 +
(3
2

) · 3 = 19− 24 + 9 = 4

I e2 = 12− (3
1

) · 3 = 12− 9 = 3

I e3 = 3



O genikìc tÔpoc gia Ĺrtio kai perittì plăjoc idiotătwn

Gia dedomèno plăjoc r idiotătwn:

I ei eÐnai to plăjoc twn stoiqeÐwn pou èqoun i apì tic r
idiìthtec kai den èqoun tic upìloipec r − i (enÿ si eÐnai to
plăjoc twn stoiqeÐwn pou èqoun i idiìthtec. Profanÿc,
si ≥ ei ).

I H gennătria sunĹrthsh pou metrĹ to plăjoc twn
antikeimènwn pou èqoun kamÐa, mìno mÐa, mìno dÔo, ...,
ìlec tic idiìthtec eÐnai h

E (x) = e0x
0 + e1x

1 + e2x
2 + ... + erx

r =
r∑

j=0

sj(x − 1)j

I Gia x = 1: E (1) = e0 + e1 + e2 + ... + er = s0



em = sm−
(

m + 1

1

)
sm+1+

(
m + 2

2

)
sm+2−...+(−1)r−m

(
r

r −m

)
sr





O genikìc tÔpoc gia Ĺrtio kai perittì plăjoc idiotătwn

E (x) = e0x
0 + e1x

1 + e2x
2 + ... + erx

r =
r∑

j=0

sj(x − 1)j

I Gia x = 1: E (1) = e0 + e1 + e2 + ... + er = s0

I Gia x = −1: E (−1) =
r∑

j=0

sj(−2)j

I 1
2 [E (1) + E (−1)] = 1

2 [e0 + e1 + e2 + e3 + e4... + e0 − e1 +

e2 − e3 + e4...] = e0 + e2 + e4 + ... = 1
2 [s0 +

r∑

j=0

(−2)jsj ]:

plăjoc antikeimènwn me Ĺrtio arijmì idiotătwn

I 1
2 [E (1)− E (−1)] = 1

2 [e0 + e1 + e2 + e3 + e4...− e0 + e1 −
e2 + e3 − e4...] = e1 + e3 + e5 + ... = 1

2 [s0 −
r∑

j=0

(−2)jsj ]:

plăjoc antikeimènwn me perittì arijmì idiotătwn



Poioc eÐnai o arijmìc twn tetradikÿn akoloujiÿn me n
yhfÐa pou perièqoun Ĺrtio arijmì apì 0;

I KaloÔme ai thn idiìthta to i-tì yhfÐo miac sumboloseirĹc
na eÐnai 0 gia i = 1, 2, 3, ..., n

I EÐnai sj =
(n

j

)
3n−j me j = 0, 1, 2, 3, ..., n. GiatÐ;

I sj : plăjoc tetradikÿn sumboloseirÿn me n yhfÐa apì ta
opoÐa j eÐnai 0.

I
(
n
j

)
: plăjoc trìpwn na dialèxw ta j yhfÐa se kĹpoia

tètoia sumboloseirĹ pou ja eÐnai 0.
I Gia kĹje tètoia epilogă j yhfÐwn, ta upìloipa n − j

mporoÔn na èqoun 3 diaforetikèc timèc: 1,2,3 afoÔ oi
sumboloseirèc eÐnai sto tetradikì sÔsthma: 3n−j pijanèc
sumboloseirèc n − j yhfÐwn.

I EpÐshc eÐnai: e0 + e2 + e4 + ... = 1
2 [s0 +

r∑

j=0

(−2)jsj ] =

1

2
[3n +

n∑

j=0

(−2)j
(

n

j

)
3n−j ] =

1

2
[3n + (3− 2)n] =

1

2
(3n + 1)


