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1 ÅéóáãùãÞ
ÁíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò åìöáíßæïíôáé ðïëý óõ÷íÜ êáôÜ ôçí áíÜëõóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ÷ñüíïõ
Þ ÷þñïõ ôùí áëãïñßèìùí, éäéáßôåñá üôáí Ýíáò áëãüñéèìïò ðåñéÝ÷åé ìéá áíáäñïìéêÞ êëÞóç óôïí
åáõôü ôïõ. Óêïðüò ôïõ ðáñüíôïò åßíáé ç ðáñïõóßáóç ðÝíôå ìåèüäùí åðßëõóçò áíáäñïìéêþí
ó÷Ýóåùí, äçë. åýñåóçò êëåéóôïý ôýðïõ ãéá Üíù Þ êÜôù üñéá. ×ùñßò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò,
åäþ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí åýñåóç Üíù ïñßùí ("O"-üñéá). Ç åýñåóç êÜôù ïñßùí ("Ω"-üñéá)
åðéôõã÷Üíåôáé ìå óõììåôñéêü ôñüðï.

2 ÌÝèïäïò ÁíôéêáôÜóôáóçò
Ç ìÝèïäïò áíôéêáôÜóôáóçò Þ óùóôÞò ðñüâëåøçò óõíßóôáôáé óôçí ðñüâëåøç ôçò ëýóçò ôçò
áíáäñïìÞò, ôçí ïðïßá åðáëçèåýïõìå (áðïäåéêíýïõìå) óôç óõíÝ÷åéá ìå ôçí ìÝèïäï ôçò ìáèç-
ìáôéêÞò åðáãùãÞò. Ç ìÝèïäïò áõôÞ äßíåé ðïëý êáëÜ áðïôåëÝóìáôá, áëëÜ ðñïöáíþò ìðïñåß
íá åöáñìïóèåß ìüíï óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ç ðñüâëåøç åßíáé åýêïëç.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù üôé èÝëïõìå íá âñïýìå Ýíá Üíù üñéï óôçí áíáäñïìÞ

T (n) = 2T (n/2) + n

êáé Ýóôù üôé ðñïâëÝðïõìå üôé T (n) = O(n log n). ÅöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ óçìáßíåé íá áðï-
äåßîïõìå üôé T (n) ≤ cn log n ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ c > 0. Ç áðüäåéîç èá ãßíåé ìå ÷ñÞóç
ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò óôï n. ÕðïèÝôïõìå (åðáãùãéêÞ õðüèåóç) üôé ç ðñüâëåøÞ ìáò éó÷ýåé
ãéá êÜèå ôéìÞ ìéêñüôåñç ôïõ n, Üñá T (n/2) ≤ c(n/2) log(n/2), êáé èá ôçí áðïäåßîïõìå ãéá
ôçí ôéìÞ n. Áíôéêáèéóôþíôáò áõôÞ ôçí ôåëåõôáßá ó÷Ýóç óôçí áíáäñïìÞ ìáò, ðáßñíïõìå

T (n) = 2T (n/2) + n

≤ 2c(n/2) log(n/2) + n

= cn log(n/2) + n

= cn log n− cn + n

≤ cn log n

üðïõ ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá éó÷ýåé ãéá ïðïéáäÞðïôå c ≥ 1. Ç áêñéâÞò óôáèåñÜ èá ðñïóäéïñé-
óèåß áðü ôéò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ôéò ïðïßåò ç ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß, äçë. ôï
c ðñÝðåé íá åðéëå÷èåß Ýôóé þóôå ç áíéóüôçôá T (n) ≤ cn log n íá éó÷ýåé êáé ãéá ôéò áñ÷éêÝò
óõíèÞêåò (ôï âáóéêü âÞìá ôçò åðáãùãÞò). Áõôü ìðïñåß íá ïäçãÞóåé óå ðñïâëÞìáôá áí äåí
åßìáóôå ðñïóåêôéêïß. Áí ð.÷. åðéëÝîïõìå ùò áñ÷éêÞ óõíèÞêç T (1) = 1, ôüôå äåí õðÜñ÷åé c ðïõ
íá éêáíïðïéåß ôçí 1 = T (1) ≤ c1 log 1 = 0.

ÔÝôïéá ðñïâëÞìáôá ìðïñïýìå íá ôá îåðåñÜóïõìå åýêïëá, åßôå ìå ôï íá èÝóïõìå ôçí ôéìÞ
ôçò T (1) ßóç ìå ìéá êáôÜëëçëç óôáèåñÜ ðïõ äåí åîáñôÜôáé áðü ôïí êëåéóôü ôýðï ôçò T (n), åßôå
ìå ôï íá áðïìáêñýíïõìå ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç ðïõ äçìéïõñãåß ôï ðñüâëçìá êáé íá èåùñÞóïõìå
Üëëåò ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ n, ð.÷. n = 2, 3, ðïõ ìáò âïëåýïõí êáëýôåñá. Áõôü åßíáé êáé óýìöùíï ìå
ôïí áóõìðôùôéêü óõìâïëéóìü, ï ïðïßïò ìáò õðáãïñåýåé íá áðïäåßîïõìå üôé T (n) ≤ cn log n
ãéá üëá ôá n ≥ n0, üðïõ n0 åßíáé ìéá óôáèåñÜ. Áðü ôçí áíáäñïìÞ ðñïêýðôåé üôé T (2) =
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2T (1) + 2 = 4, êáé åðïìÝíùò ðñÝðåé íá äéáëÝîïõìå c ôÝôïéá þóôå 4 = T (2) ≤ c2 log 2. ¢ñá,
ïðïéáäÞðïôå c ≥ 2 åßíáé áñêåôÞ ãéá ôçí ðåñßðôùóÞ ìáò. Óå üëåò ôéò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò ðïõ
èá åîåôÜóïõìå, åßíáé ó÷åäüí ðñïöáíÝò ôï ðùò ìðïñïýí íá åðåêôáèïýí ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò
Ýôóé þóôå ïé êëåéóôïß ôýðïé ôùí áíáäñïìþí íá éó÷ýïõí êáé ãéá ìéêñÝò ôéìÝò ôïõ n. Ãéá ôï ëüãï
áõôü äåí èá áó÷ïëçèïýìå ìå áñ÷éêÝò óõíèÞêåò óôç óõíÝ÷åéá.

ÕðÜñ÷ïõí äýï åéäþí äõóêïëßåò (ðïõ ìðïñåß íá ïäçãÞóïõí óå ëÜèç) óôçí åöáñìïãÞ ôçò
ìåèüäïõ ôçò áíôéêáôÜóôáóçò. Êáé ïé äýï Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ áóõìðôùôéêïý
óõìâïëéóìïý.

Ç ðñþôç äõóêïëßá ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí êáèåáõôÞ ëáíèáóìÝíç ÷ñÞóç ôïõ áóõìðôùôéêïý
óõìâïëéóìïý óôçí áðüäåéîç ìå åðáãùãÞ. Óôï ðáñÜäåéãìá ìå ôçí T (n) = 2T (n/2)+n ìðïñïýìå
ëáíèáóìÝíá íá áðïäåßîïõìå üôé T (n) = O(n), ðñïâëÝðïíôáò üôé T (n) ≤ cn êáé ãñÜöïíôáò

T (n) = 2T (n/2) + n

≤ 2c(n/2) + n

= cn + n

= O(n) ⇐ ËÁÈÏÓ!
åðåéäÞ c åßíáé ìéá óôáèåñÜ. Ôï ëÜèïò åäþ Ýãêåéôáé óôï ãåãïíüò üôé äåí áðïäåéêíýïõìå ôïí
áêñéâÞ ôýðï ôçò áíáäñïìÞò.

Ç äåýôåñç äõóêïëßá Ýãêåéôáé óôï üôé åíþ ðñïâëÝðïõìå óùóôÜ ôï áóõìðôùôéêü üñéï, ôá
ìáèçìáôéêÜ äåí äïõëåýïõí ùò ðñïò ôéò óôáèåñÝò. ¸óôù ãéá ðáñÜäåéãìá ç áíáäñïìÞ

T (n) = 2T (n/2) + 1

ãéá ôçí ïðïßá ðñïâëÝðïõìå üôé T (n) = O(n), äçë. èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå üôé T (n) ≤ cn,
ãéá êÜðïéá c > 0. Åöáñìüæïõìå ôç ìÝèïäï üðùò êáé ðñéí êáé Ý÷ïõìå

T (n) = 2T (n/2) + 1

≤ 2c(n/2) + 1

= cn + 1 ???
ôï ïðïßï óçìáßíåé üôé äåí õðÜñ÷åé óôáèåñÜ c ãéá ôçí ïðïßá T (n) ≤ cn.

Óå ìéá ôÝôïéá ðåñßðôùóç, ç ðñþôç áíôßäñáóç åßíáé íá äïêéìÜóïõìå íá öñÜîïõìå ôçí T (n)
ìå Ýíá ðïëõþíõìï ìåãáëýôåñçò äýíáìçò, ð.÷. O(n log n) Þ O(n2). ÁëëÜ óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç
ðñüâëåøÞ ìáò üôé T (n) = O(n) åßíáé óùóôÞ. ÄéáöÝñåé ìüíï êáôÜ ôç óôáèåñÜ 1, äçë. Ýíáí üñï
ìéêñüôåñçò äýíáìçò (1 = n0). Ôï ðñüâëçìá äçìéïõñãåßôáé äéüôé ÷ñåéáæüìáóôå ìéá éó÷õñüôåñç
åðáãùãéêÞ õðüèåóç. Ó'áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò, ìðïñïýìå óõíÞèùò íá îåðåñÜóïõìå Ýíá ôÝôïéï
ðñüâëçìá ìå ôçí áöáßñåóç åíüò üñïõ ìéêñüôåñçò äýíáìçò áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüâëåøÞ
ìáò. Ç íÝá ðñüâëåøç ãßíåôáé ôþñá T (n) ≤ cn− b, üðïõ b > 0 åßíáé ìéá Üëëç óôáèåñÜ. Ç íÝá
ðñüâëåøç äßíåé ôþñá

T (n) = 2T (n/2) + 1

≤ 2(c(n/2)− b) + 1

= cn− 2b + 1

≤ cn− b
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üðïõ ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá éó÷ýåé ãéá ïðïéáäÞðïôå b ≥ 1.

3 ÌÝèïäïò ÁëëáãÞò Ìåôáâëçôþí
Ç ìÝèïäïò áõôÞ óõíßóôáôáé óôïí ìåôáó÷çìáôéóìü ìéáò áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò óå ìéáí Üëëç
áðëïýóôåñç ìÝóù áëëáãÞò ôùí ìåôáâëçôþí. ¸óôù ãéá ðáñÜäåéãìá üôé èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå
ôçí áíáäñïìÞ

T (n) = 2T (
√

n) + log n

ç ïðïßá, óå ðñþôç ìáôéÜ, öáßíåôáé äýóêïëç. Áí èÝóïõìå üìùò m = log n (ðïõ óõíåðÜãåôáé
üôé n = 2m êáé

√
n = 2m/2), ôüôå ðáßñíïõìå

T (2m) = 2T (2m/2) + m

êáé èÝôïíôáò S(m) = T (2m) Ý÷ïõìå ôçí áíáäñïìÞ

S(m) = 2S(m/2) + m

ôçí ïðïßá ãíùñßæïõìå Þäç ðùò íá åðéëýóïõìå: S(m) = O(m log m). ÅðïìÝíùò, T (n) =
T (2m) = S(m) = O(m log m) = O(log n log log n).

4 ÅðáíáëçðôéêÞ ÌÝèïäïò
Ç åðáíáëçðôéêÞ ìÝèïäïò óõíßóôáôáé óôçí áíÜëõóç ôçò áíáäñïìÞò ìå ÷ñÞóç åðáíáëÞøåùí êáé
ÝêöñáóÞ ôçò óáí Üèñïéóìá üñùí êáé áñ÷éêþí óõíèçêþí. ¸óôù ãéá ðáñÜäåéãìá üôé èÝëïõìå
íá åðéëýóïõìå ôçí áíáäñïìÞ

T (n) = 2T (n/2) + n2

Áõôü ðïõ ìáò "åìðïäßæåé" íá âñïýìå êëåéóôü ôýðï ãéá ôçí T (n) åßíáé ï üñïò T (n/2). Ôïí
üñï áõôü ìðïñïýìå íá ôïí áíôéêáôáóôÞóïõìå áðü ôçí åðáíÜëçøç ôçò áíáäñïìÞò ãéá ôçí ôéìÞ
n/2, äçë. T (n/2) = 2T (n/4) + (n/2)2. Ôþñá, ôï ðñüâëçìá ìåôáôßèåôáé óôïí üñï T (n/4), ôïí
ïðïßï ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå óõíáñôÞóåé ôïõ üñïõ T (n/8), ê.ï.ê. Ìå áõôü ôïí ôñüðï
äçìéïõñãïýìå ìéá áêïëïõèßá åîéóþóåùí

T (n) = 2T (n/2) + n2

T (n/2) = 2T (n/22) + (n/2)2

T (n/22) = 2T (n/23) + (n/22)2

...
T (n/2k−1) = 2T (n/2k) + (n/2k−1)2

üðïõ ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíåôáé ìÝ÷ñé åêåßíï ôï âÞìá k ãéá ôï ïðïßï n/2k = 1, äçë. k =
log n (õðïèÝôïõìå ãéá åõêïëßá üôé ôï n åßíáé äýíáìç ôïõ 2). Åðßóçò õðïèÝôïõìå üôé ç áñ÷éêÞ
ìáò óõíèÞêç åßíáé T (1) = c, üðïõ c åßíáé ìéá óôáèåñÜ.

Óôçí ðáñáðÜíù áêïëïõèßá ôùí åîéóþóåùí ðáñáôçñïýìå üôé ïé üñïé ôçò áíáäñïìÞò T (·),
åêôüò áðü ôïõò T (n) êáé T (n/2k), åìöáíßæïíôáé ìßá öïñÜ óôï äåîéü êáé ìßá öïñÜ óôï áñéóôåñü
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ìÝëïò ôùí åîéóþóåùí. ÅðïìÝíùò, èá åðéèõìïýóáìå ôçí áðáëïéöÞ ôùí üñùí áõôþí þóôå íá
ìåßíïõí ïé T (n) êáé T (n/2k) = T (1) êáé ïé õðüëïéðïé üñïé ðïõ åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôï n. Ç
áðáëïéöÞ óõíÞèùò åðéôõã÷Üíåôáé ðáßñíïíôáò ôï Üèñïéóìá åíüò ôÝôïéïõ óõíüëïõ åîéóþóåùí.
Åäþ äåí ìðïñïýìå áðåõèåßáò íá ôï êÜíïõìå áõôü, ãéáôß ðáñáôçñïýìå üôé ïé óõíôåëåóôÝò ôùí
üñùí T (·) óôá äåîéÜ ìÝëç ôùí åîéóþóåùí äåí åßíáé ßäéïé ìå åêåßíïõò ôùí áíôßóôïé÷ùí üñùí óôá
áñéóôåñÜ ìÝëç. Ð.÷. ï üñïò T (n/22) óôï äåîéü ìÝëïò ôçò äåýôåñçò åîßóùóçò Ý÷åé óõíôåëåóôÞ 2,
åíþ ï áíôßóôïé÷ïò üñïò óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôçò ôñßôçò åîßóùóçò Ý÷åé óõíôåëåóôÞ 1. Ìðïñïýìå
íá äéïñèþóïõìå áõôÞ ôçí "áóõììåôñßá" ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôá ìÝëç ôçò ôñßôçò åîßóùóçò ìå ôï
óõíôåëåóôÞ 2.

ÃåíéêÜ, åöáñìüæïõìå ôïí áêüëïõèï êáíüíá: áí óôï äåîéü ìÝëïò ìéáò åîßóùóçò åìöáíßæåôáé
êÜðïéïò üñïò T (m) ìå óõíôåëåóôÞ d, ðïëëáðëáóéÜæïõìå ìå d êáé ôá äýï ìÝëç ôçò åðüìåíçò
åîßóùóçò óôçí ïðïßá ï T (m) åìöáíßæåôáé óôï áñéóôåñü ìÝëïò. Ç åöáñìïãÞ ôïõ êáíüíá áõôïý
óôï ðáñÜäåéãìá ìáò äßíåé:

T (n) = 2T (n/2) + n2

2T (n/2) = 22T (n/22) + 2(n/2)2

22T (n/22) = 23T (n/23) + 22(n/22)2

...
2k−1T (n/2k−1) = 2kT (n/2k) + 2k−1(n/2k−1)2

Áèñïßæïíôáò ôþñá ôéò ðáñáðÜíù åîéóþóåéò, ðáßñíïõìå

T (n) = 2kT (n/2k) + (n2 + n2/2 + n2/22 + · · ·+ n2/2k−1)

= nT (1) + n2
k−1∑

i=0

(
1

2

)i

≤ cn + n2
∞∑

i=0

(
1

2

)i

= cn + n2 · 1

1− 1/2

= cn + 2n2

= O(n2)

Áò äïýìå Ýíá áêüìç ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôçò åðáíáëçðôéêÞò ìåèüäïõ óôçí áíáäñïìÞ

T (n) = 3T (n/4) + n

Åöáñìüæïõìå ôá ðáñáðÜíù êáé Ý÷ïõìå

T (n) = 3T (n/4) + n

3T (n/4) = 32T (n/42) + 3n/4

32T (n/42) = 33T (n/43) + 32n/42

...
3k−1T (n/3k−1) = 3kT (n/4k) + 3k−1n/4k−1
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Ç äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíåôáé ìÝ÷ñé åêåßíï ôï âÞìá k ãéá ôï ïðïßï n/4k = 1, äçë. k = log4 n.
¼ðùò êáé ðñéí, õðïèÝôïõìå üôé ç áñ÷éêÞ ìáò óõíèÞêç åßíáé T (1) = c, üðïõ c åßíáé ìéá óôáèåñÜ.
Áèñïßæïíôáò ôéò ðáñáðÜíù åîéóþóåéò, ðáßñíïõìå

T (n) = 3kT (n/4k) + (n + 3n/4 + 32n/42 + · · ·+ 3k−1n/4k−1)

= 3log4 nT (1) + n
k−1∑

i=0

(
3

4

)i

≤ cnlog4 3 + n
∞∑

i=0

(
3

4

)i

≤ cn0.8 + n · 1

1− 3/4

= cn0.8 + 4n

= O(n)

5 ÌÝèïäïò ÄÝíäñïõ Áíáäñïìþí
Ç ìÝèïäïò ôïõ äÝíäñïõ áíáäñïìþí óõíßóôáôáé óôçí áíÜëõóç ôçò áíáäñïìÞò óå äåíäñéêÞ
ìïñöÞ, ç ïðïßá ìáò åðéôñÝðåé íá êÜíïõìå ìéá êáëÞ ðñüâëåøç ãéá ôç ëýóç ôçò áíáäñïìÞò. Ç
ïñèüôçôá ôçò ðñüâëåøÞò ìáò ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß ìå ôçí ìÝèïäï ôçò áíôéêáôÜóôáóçò. Óå
Ýíá äÝíäñï áíáäñïìþí êÜèå êïñõöÞ áíôéðñïóùðåýåé ôï êüóôïò åíüò õðïðñïâëÞìáôïò ðïõ
áíÞêåé óôï óýíïëï ôùí áíáäñïìéêþí êëÞóåùí ôçò óõíÜñôçóçò ôçò áíáäñïìÞò. Ãéá íá âñïýìå
ôçí åðéèõìçôÞ ðñüâëåøç, áèñïßæïõìå ðñþôá ôá êüóôç ôùí êïñõöþí ðïõ áíÞêïõí óôï ßäéï
åðßðåäï êáé óôç óõíÝ÷åéá áèñïßæïõìå ôá êüóôç üëùí ôùí åðéðÝäùí.

Óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, Ý÷ïõìå ìéá áíáäñïìÞ ôçò ìïñöÞò

T (n) = T (n1) + T (n2) + · · ·+ T (nk) + f(n)

üðïõ ni, 1 ≤ i ≤ k, åßíáé ôï ìÝãåèïò ôïõ õðïðñïâëÞìáôïò ðïõ èá åðéëõèåß áíáäñïìéêÜ êáé
k ≥ 1 åßíáé ï áñéèìüò áõôþí ôùí õðïðñïâëçìÜôùí. Ôï äÝíäñï áíáäñïìþí ó÷çìáôßæåôáé
óôáäéáêÜ. Óôçí áñ÷Þ õðÜñ÷åé ìüíï ìßá êïñõöÞ (ñßæá) ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôçí T (n), äçë. ôï
áñéóôåñü ìÝëïò ôçò áíáäñïìÞò. Óôï åðüìåíï âÞìá, ç êïñõöÞ áõôÞ "áíôéêáèßóôáôáé" áðü Ýíá
éóïäýíáìï äÝíäñï ôï ïðïßï áíôéðñïóùðåýåé ôï äåîéü ìÝëïò ôçò áíáäñïìÞò. Ôï äÝíäñï áõôü
Ý÷åé ñßæá ôçí f(n) êáé ðáéäéÜ ôéò áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò T (n1), T (n2), . . . , T (nk). Óôç óõíÝ÷åéá,
ôï ßäéï âÞìá åðáíáëáìâÜíåôáé ãéá êÜèå ìßá êïñõöÞ ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ìéá áíáäñïìéêÞ
êëÞóç. ÄçëáäÞ, ç êïñõöÞ ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôïí üñï T (ni) "áíôéêáèßóôáôáé" ìå Ýíá äÝíäñï
ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôï äåîéü ìÝëïò ôçò áíáäñïìÞò óôçí ïðïßá áíáëýåôáé ç T (ni), êáé ôï
ïðïßï áðïôåëåß Ýíá õðïäÝíäñï ôïõ ôåëéêïý äÝíäñïõ áíáäñïìþí. ¸óôù üôé T (ni) = T (n1

i ) +
T (n2

i )+ · · ·+T (nj
i )+f(ni), ãéá êÜðïéï j ≥ 1. Ôüôå ôï (õðï)äÝíäñï ðïõ "áíôéêáèéóôÜ" ôïí üñï

T (ni) Ý÷åé ñßæá ôïí üñï f(ni) êáé ðáéäéÜ ôéò áíáäñïìéêÝò êëÞóåéò T (n1
i ), T (n2

i ), . . . , T (nj
i ).

Ç ðáñáðÜíù äéáäéêáóßá åðáíáëáìâÜíåôáé ìÝ÷ñéò üôïõ üëåò ïé êïñõöÝò áíôéðñïóùðåýïõí
åßôå êÜðïéï ãíùóôü êüóôïò ôçò óõíÜñôçóçò f(·), åßôå êÜðïéá áíáäñïìéêÞ êëÞóç óå êÜðïéï
õðïðñüâëçìá ðïëý ìéêñïý ìåãÝèïõò (ð.÷. n = 1) ãéá ôï ïðïßï ãíùñßæïõìå ôï êüóôïò åðßëõóÞò
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ôïõ. Ç êáôáóêåõÞ ôïõ äÝíäñïõ áíáäñïìþí èá ãßíåé ðåñéóóüôåñï êáôáíïçôÞ ìå ôç âïÞèåéá
êÜðïéùí ðáñáäåéãìÜôùí.

¸óôù ãéá ðáñÜäåéãìá üôé èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå ôçí áíáäñïìÞ
T (n) = 3T (n/4) + n

Óôï Ó÷Þìá 1 öáßíïíôáé ôá ðñþôá ôÝóóåñá óôÜäéá áíÜðôõîçò ôïõ äÝíäñïõ áíáäñïìþí ãéá
ôçí ðáñáðÜíù áíáäñïìÞ. Ôï Ó÷Þìá 1(á) äåß÷íåé ôçí T (n), ç ïðïßá áíáëýåôáé óôï Ó÷Þìá
1(â) óå Ýíá éóïäýíáìï äÝíäñï ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôçí áíáäñïìÞ. Ï üñïò n óôçí ñßæá ôïõ
äÝíäñïõ áíôéðñïóùðåýåé ôï êüóôïò óôï ðñþôï åðßðåäï ôçò áíáäñïìÞò (åðßðåäï 0), åíþ ôá ôñßá
ðáéäéÜ ôïõ áíôéðñïóùðåýïõí ôï êüóôïò ôùí õðïðñïâëçìÜôùí ìåãÝèïõò n/4. Ïé ôñåéò áõôÝò
êïñõöÝò åßíáé ïõóéáóôéêÜ ñßæåò ôùí õðïäÝíäñùí ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôá ôñßá õðïðñïâëÞìáôá
êáé ìðïñïýí íá áíáëõèïýí ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï. Ç áíÜëõóÞ ôïõò ìáò äßíåé ôï äÝíäñï
ôïõ Ó÷Þìáôïò 1(ã). ÔÝëïò, ôï Ó÷Þìá 1(ä) áíôéðñïóùðåýåé ôï ðëÞñåò äÝíäñï áíáäñïìþí ãéá
ôçí óõãêåêñéìÝíç áíáäñïìÞ ìáæß ìå ôá êüóôç åðéðÝäùí êáé ôï óõíïëéêü êüóôïò.

Ôá öýëëá (êïñõöÝò ôåëåõôáßïõ åðéðÝäïõ) áíôéðñïóùðåýïõí ôçí áñ÷éêÞ óõíèÞêç, äçë. ôç
ãíþóç ôçò ëýóçò ãéá êÜðïéá óôáèåñÞ ôéìÞ ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ õðïðñïâëÞìáôïò (óõíÞèùò ãéá
n = 1) êáé óôï ïðïßï ìÝãåèïò èá öôÜóïõìå êÜðïéá óôéãìÞ, áöïý ç áíÜðôõîç ôçò áíáäñïìÞò
ïäçãåß óå óõíå÷þò ìéêñüôåñá õðïðñïâëÞìáôá. Ðïéï åßíáé üìùò ôï âÜèïò ôçò áíÜðôõîçò ôçò
áíáäñïìÞò, äçë. ôï âÜèïò ôïõ äÝíäñïõ; Áðü ôï Ó÷Þìá 1, åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ôï ìÝãåèïò
ôïõ õðïðñïâëÞìáôïò óôï åðßðåäï i åßíáé n/4i. ÅðïìÝíùò ôï ìÝãåèïò ôïõ õðïðñïâëÞìáôïò
ãßíåôáé 1 üôáí n/4i = 1, äçë. üôáí i = log4 n (óõãêñßíåôå ôçí ïìïéüôçôá ìå áõôü ðïõ âñÞêáìå
óôçí ÐáñÜãñáöï 4).

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôï êüóôïò óå êÜèå åðßðåäï ôïõ äÝíäñïõ, ðáñáôçñïýìå üôé êÜèå
åðßðåäï Ý÷åé 3 öïñÝò ðåñéóóüôåñåò êïñõöÝò áðü ôï ðñïçãïýìåíü ôïõ. ÅðïìÝíùò, ï áñéèìüò
ôùí êïñõöþí óôï åðßðåäï i åßíáé 3i (èõìçèåßôå üôé ãéá ôçí ñßæá i = 0). Áöïý êÜèå êïñõöÞ
óôï åðßðåäï i Ý÷åé êüóôïò n/4i, ôï óõíïëéêü êüóôïò ôïõ åðéðÝäïõ i åßíáé (3/4)in. Ôï ôåëåõôáßï
åðßðåäï Ý÷åé 3log4 n = nlog4 3 êïñõöÝò, êÜèå ìßá áðü ôéò ïðïßåò Ý÷åé êüóôïò T (1) = O(1). ¢ñá,
ôï óõíïëéêü êüóôïò üëùí ôùí åðéðÝäùí åßíáé:

T (n) = O(nlog4 3) +
log4 n−1∑

i=0

(
3

4

)i

n

≤ O(nlog4 3) + n
∞∑

i=0

(
3

4

)i

≤ O(n0.8) + n · 1

1− 3/4

= O(n0.8) + 4n

= O(n)

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ìÝèïäï ôçò áíôéêáôÜóôáóçò, ìðïñïýìå íá åðáëçèåýóïõìå áí ç ðá-
ñáðÜíù ðñüâëåøç åßíáé ðñáãìáôéêÜ óùóôÞ. ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé T (n) ≤ dn, ãéá êÜðïéá
óôáèåñÜ d > 0. ¸÷ïõìå ëïéðüí:

T (n) = 3T (n/4) + n
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T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1) T(1)
log  3

4

n

n/4 n/4 n/4

log  n4

(3/4)n

(3/4) n

cn

n

O(n)

n

T(n/4)T(n/4) T(n/4)

T(n/16)

T(n) n

n/4 n/4 n/4

T(n/16) T(n/16) T(n/16) T(n/16) T(n/16)T(n/16) T(n/16) T(n/16)

(α) (β) (γ)

(δ)

2
n/16 n/16 n/16 n/16 n/16 n/16 n/16 n/16 n/16

Ó÷Þìá 1: ÄÝíäñï áíáäñïìþí ôçò ó÷Ýóçò T (n) = 3T (n/4) + n.
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3/2log    n

cn

c(n/9) c(2n/9) c(2n/9)

c(n/3) c(2n/3)

c(4n/9)

cn

cn

cn

O(n log n)

Ó÷Þìá 2: ÄÝíäñï áíáäñïìþí ôçò ó÷Ýóçò T (n) = T (n/3) + T (2n/3) + cn.

≤ 3d(n/4) + n (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
= n(1 + 3d/4)

≤ dn

üðïõ ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí 1 + 3d/4 ≤ d, äçë. áí êáé ìüíï áí d ≥ 4.

Áò äïýìå ôþñá Ýíá äéáöïñåôéêü ðáñÜäåéãìá, ôï ïðïßï ôïíßæåé éäéáßôåñá ôç ÷ñçóéìüôçôá
ôçò ìåèüäïõ. ¸óôù üôé èÝëïõìå íá åðéëýóïõìå ôçí áíáäñïìÞ

T (n) = T (n/3) + T (2n/3) + cn

üðïõ c åßíáé ìéá óôáèåñÜ. H áíÜðôõîç ôïõ äÝíäñïõ áíáäñïìþí ôçò ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞò
ó÷Ýóçò öáßíåôáé óôï Ó÷Þìá 2.

Ôï êüóôïò êÜèå åðéðÝäïõ åßíáé cn. Ðáñáôçñåßóôå üôé êÜèå õðïðñüâëçìá áíáëýåôáé óå äýï
õðïðñïâëÞìáôá äéáöïñåôéêïý ìåãÝèïõò. ÅðïìÝíùò, ôï âÜèïò ôïõ äÝíäñïõ èá ðñïóäéïñéóôåß
áðü ôïí áñéèìü ôùí ìåéþóåùí óôï ìÝãåèïò ôïõ ìåãáëýôåñïõ õðïðñïâëÞìáôïò êÜèå öïñÜ.
Ôï ìåãáëýôåñï õðïðñüâëçìá óôï åðßðåäï i Ý÷åé ìÝãåèïò (2/3)in êáé èá ãßíåé ßóï ìå 1 üôáí
i = log3/2 n. ÄéáéóèçôéêÜ ëïéðüí ðåñéìÝíïõìå üôé ç ëýóç ôçò áíáäñïìÞò èá åßíáé ôçò ìïñöÞò
O(cn log3/2 n) = O(n log n).

ÕðÜñ÷åé Ýíá óçìåßï åäþ ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ðñïóï÷Þ êáé áöïñÜ ôï êüóôïò ôùí öýëëùí. Ï
ìÝãéóôïò áñéèìüò öýëëùí (óôçí ðåñßðôùóç äçëáäÞ ðïõ åß÷áìå Ýíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï
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âÜèïõò log3/2 n) åßíáé 2log3/2 n = nlog3/2 2. Áöïý êÜèå öýëëï Ý÷åé óôáèåñü êüóôïò, ôï óõíïëéêü
êüóôïò ôùí öýëëùí èá Þôáí Θ(nlog3/2 2) = Θ(n1.71) = ω(n log n). Ëüãù ôçò áóõììåôñßáò üìùò
ôïõ ìåãÝèïõò ôùí õðïðñïâëçìÜôùí óôçí áíÜðôõîç ôçò áíáäñïìÞò, ôï äÝíäñï áíáäñïìþí
äåí åßíáé Ýíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï êáé Ýôóé Ý÷åé ëéãüôåñá áðü nlog3/2 2 öýëëá. ÅðéðëÝïí,
üóï ðñï÷ùñÜìå áðü ôç ñßæá ðñïò ôá öýëëá, ôüóï êáé ðåñéóóüôåñåò êïñõöÝò áðïõóéÜæïõí,
ìå áðïôÝëåóìá ôï êüóôïò êÜèå åðéðÝäïõ íá åßíáé ìéêñüôåñï áðü cn. ÅðåéäÞ ç åýñåóç ôçò
áêñéâïýò ôéìÞò ôïõ êüóôïõò êÜèå åðéðÝäïõ ìðïñåß íá ìçí åßíáé åýêïëç êáé åðåéäÞ êõñßùò
åíäéáöåñüìáóôå ãéá ìéá (÷ïíôñéêÞ) ðñüâëåøç ôçò ëýóçò, áò ðáñáìåßíïõìå óôçí áñ÷éêÞ ìáò
ðñüâëåøç (O(n log n)) êáé áò ðñïóðáèÞóïõìå íá åðáëçèåýóïõìå üôé åßíáé óùóôÞ.

ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå üôé T (n) ≤ an log n, ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ a > 0. ¸÷ïõìå ëïéðüí:

T (n) = T (n/3) + T (2n/3) + cn

≤ a(n/3) log(n/3) + a(2n/3) log(2n/3) + cn (åðáãùãéêÞ õðüèåóç)
= a(n/3)(log n− log 3) + a(2n/3)(log n− log(3/2)) + cn

= an log n− a[(n/3) log 3 + (2n/3) log(3/2)] + cn

= an log n− a[(n/3) log 3 + (2n/3) log 3− (2n/3) log 2] + cn

= an log n− an(log 3− 2/3) + cn

≤ an log n

üðïõ ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá éó÷ýåé áí êáé ìüíï áí a(log 3 − 2/3) ≥ c, äçë. áí êáé ìüíï áí
a ≥ c/(log 3− 2/3).

6 ÃåíéêÞ ÌÝèïäïò Åðßëõóçò Áíáäñïìéêþí Ó÷Ýóåùí
Ç ãåíéêÞ ìÝèïäïò óõíßóôáôáé óôçí ðáñïõóßáóç äýï ãåíéêþí èåùñçìÜôùí åðßëõóçò áíáäñïìé-
êþí ó÷Ýóåùí ôá ïðïßá êáëýðôïõí ôçí ðëåéïøçößá ôùí ðåñéðôþóåùí êáé ðáñÝ÷ïõí Ýôïéìç ëýóç
ôùí áíáäñïìþí ôçò ìïñöÞò T (n) = aT (n/b) + g(n).

Èåþñçìá 1 ¸óôù a, b ∈ IR+, b > 1, g : IR+ → IR+ ìéá óõíÜñôçóç, êáé

T (x) =

{
g(1) áí x = 1
aT (x/b) + g(x) áí x > 1

Ôüôå,

T (n) =
k∑

i=0

aig(n/bi)

ãéá n = bk.

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá ìå åðáãùãÞ óôï n. Ãéá ôç âÜóç n = 1 = b0,
ôï èåþñçìá éó÷ýåé, áöïý T (n) = g(1) =

∑0
i=0 aig(n/bi). ¸óôù üôé ôï èåþñçìá éó÷ýåé ãéá
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ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ìéêñüôåñç ôïõ n (åðáãùãéêÞ õðüèåóç) êáé Üñá ãéá ôçí ôéìÞ n/b = bk−1

éó÷ýåé üôé

T (n/b) =
k−1∑

i=0

aig

(
n/b

bi

)

ÅðïìÝíùò,
T (n) = aT (n/b) + g(n)

= a
k−1∑

i=0

aig

(
n/b

bi

)
+ g(n)

=
k−1∑

i=0

ai+1g
(

n

bi+1

)
+ g(n)

=
k∑

i=1

aig
(

n

bi

)
+ a0g(n/b0)

=
k∑

i=0

aig
(

n

bi

)

Èåþñçìá 2 (Âáóéêü Èåþñçìá) ¸óôù a, b ∈ IR+, b > 1, γ, δ ∈ IR+
0 , g : IR+ → IR+, ìå

g(x) = O(xγ logδ
b x), êáé

T (x) =

{
g(1) áí x = 1
aT (x/b) + g(x) áí x > 1

Ôüôå,

T (n) =





O(nlogb a logδ
b n) áí a > bγ

O(nγ logδ+1
b n) áí a = bγ

O(nγ logδ
b n) áí a < bγ , êáé γ > 0 Þ δ ≥ 1

O(logb n) áí a < 1, êáé γ = 0 êáé δ < 1

ãéá n = bk.

Áðüäåéîç. Áðü ôï Èåþñçìá 1, ðñïêýðôåé üôé

T (n) =
k∑

i=0

aig
(

n

bi

)

≤
k∑

i=0

c
(
1 + ai

(
n

bi

)γ

logδ
b

(
n

bi

))
[üðïõ c ∈ IR ìéá êáôÜëëçëá åðéëåãìÝíç óôáèåñÜ]

= c

(
k + 1 +

k∑

i=0

ai
(

n

bi

)γ

logδ
b

(
n

bi

))

= c

(
k + 1 + nγ

k∑

i=0

(
ai

biγ

)
logδ

b

(
n

bi

))

≤ c

(
k + 1 + nγ logδ

b n
k∑

i=0

(
a

bγ

)i
)
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üðïõ ç ôåëåõôáßá áíéóüôçôá ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé logb(n/bi) ≤ logb n, ∀i, áöïý
(n/bi) ≤ n.

Ôþñá, ãéá íá âñïýìå êëåéóôü ôýðï ãéá ôçí T (n) áñêåß íá âñïýìå ôï üñéï ôïõ ðáñáðÜíù
áèñïßóìáôïò. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ìå ôç äéÜêñéóç ðåñéðôþóåùí áíÜëïãá ìå ôçí ôéìÞ ôïõ
a/bγ . ÐáñáôçñÞóôå åðßóçò üôé áöïý bk = n, Ý÷ïõìå üôé k = logb n, ak = alogb n = nlogb a, êáé
bγk = nγ .

(i) a > bγ :
k∑

i=0

(
a

bγ

)i

=
(a/bγ)k+1 − 1

(a/bγ)− 1
= O

(
(a/bγ)k

)
= O

(
nlogb a

nγ

)

êáé åðïìÝíùò,

T (n) ≤ c

(
k + 1 + (nγ logδ

b n)O

(
nlogb a

nγ

))
= O(nlogb a logδ

b n)

(ii) a = bγ :
k∑

i=0

(
a

bγ

)i

= k + 1

áðü ôï ïðïßï óõíåðÜãåôáé üôé

T (n) ≤ c
(
k + 1 + (nγ logδ

b n)(k + 1)
)

= O(nγ logδ
b n logb n) = O(nγ logδ

b n)

(iii) a < bγ :
k∑

i=0

(
a

bγ

)i

≤
∞∑

i=0

(
a

bγ

)i

=
1

1− (a/bγ)
= O(1)

êáé Üñá
T (n) ≤ c(k + 1 + (nγ logδ

b n)O(1)) = O(k + nγ logδ
b n)

ÅðïìÝíùò, áí γ > 0 Þ δ ≥ 1 ⇒ T (n) = O(nγ logδ
b n). Áëëéþò (γ = 0 êáé δ < 1), Ý÷ïõìå

üôé T (n) = O(k) = O(logb n).

7 Ðáñáäåßãìáôá ÅöáñìïãÞò ôïõ Âáóéêïý ÈåùñÞìáôïò
Áò åöáñìüóïõìå ôï Èåþñçìá 2 óôá ðñïçãïýìåíá êáé óå êÜðïéá åðéðëÝïí ðáñáäåßãìáôá.

1. T (n) = 2T (n/2) + n.
¸÷ïõìå üôé a = b = 2, g(n) = n = n1 log0

2 n ⇒ γ = 1, δ = 0. Åðßóçò a/bγ = 2/21 = 1,
Üñá åßìáóôå óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) = O(n1 log0+1

2 n) = O(n log n).

2. T (n) = 2T (n/2) + 1.
¸÷ïõìå üôé a = b = 2, g(n) = 1 = n0 log0

2 n ⇒ γ = 0, δ = 0. Åðßóçò a/bγ = 2/20 = 2 >
1, Üñá åßìáóôå óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) = O(nlog2 2 log0

2 n) = O(n).



×ñÞóôïò Ä. ÆáñïëéÜãêçò Åðßëõóç Áíáäñïìéêþí Ó÷Ýóåùí 13

3. T (n) = 2T (n/2) + n2.
¸÷ïõìå üôé a = b = 2, g(n) = n2 = n2 log0

2 n ⇒ γ = 2, δ = 0. Åðßóçò a/bγ = 2/22 =
1/2 < 1, Üñá åßìáóôå óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) = O(n2 log0

2 n) = O(n2).

4. T (n) = 3T (n/4) + n.
¸÷ïõìå üôé a = 3, b = 4, g(n) = n = n1 log0

4 n ⇒ γ = 1, δ = 0. Åðßóçò a/bγ = 3/41 < 1,
Üñá åßìáóôå óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) = O(n1 log0

4 n) = O(n).

5. T (n) = T (2n/3) + 1.
¸÷ïõìå üôé a = 1, b = 3/2, g(n) = 1 = n0 log0

3/2 n ⇒ γ = 0, δ = 0. Åðßóçò
a/bγ = 1/(3/2)0 = 1, Üñá åßìáóôå óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) =
O(n0 log0+1

3/2 n) = O(log n).

6. T (n) = 1
2
T (4n/5) +

√
log n.

¸÷ïõìå üôé a = 1/2 < 1, b = 5/4, g(n) =
√

log n = n0 log
1/2
2 n = O(n0 log

1/2
5/4 n) ⇒ γ =

0, δ = 1/2, Üñá åßìáóôå óôçí ôÝôáñôç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) = O(log5/4 n) =
O(log n).

7. T (n) = 4T (n/16) +
√

n.
¸÷ïõìå üôé a = 4, b = 16, g(n) =

√
n = n1/2 log0

16 n ⇒ γ = 1/2, δ = 0. Åðß-
óçò a/bγ = 4/161/2 = 1, Üñá åßìáóôå óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) =
O(n1/2 log0+1

16 n) = O(
√

n log n).

8. T (n) = 16T (n/8) + n2/3.
¸÷ïõìå üôé a = 16, b = 8, g(n) = n2/3 = n2/3 log0

8 n ⇒ γ = 2/3, δ = 0. Åðß-
óçò a/bγ = 16/82/3 > 1, Üñá åßìáóôå óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç êáé åðïìÝíùò T (n) =
O(nlog8 16 log0

8 n) = O(nlog 16/ log 8) = O(n4/3).

8 ¢ëëá Ðáñáäåßãìáôá
ÕðÜñ÷ïõí ðåñéðôþóåéò ãéá ôéò ïðïßåò äåí ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå áðåõèåßáò ôï Èåþñçìá 2,
åðåéäÞ ç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç äåí Ý÷åé ôçí åðéèõìçôÞ ìïñöÞ. Ìðïñïýìå üìùò íá ìåôáó÷çìáôß-
óïõìå ôçí áíáäñïìÞ óå ìéá éóïäýíáìç (óõíÞèùò ìå ôçí ìÝèïäï áëëáãÞò ìåôáâëçôþí), ç ïðïßá
íá åßíáé óôçí ìïñöÞ ðïõ áðáéôåß ôï Èåþñçìá 2.

1. T (n) = 4
3
T (n3/4) + log n.

Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç ìÝèïäï áëëáãÞò ìåôáâëçôþí ãéá íá öÝñïõìå ôçí áíáäñïìÞ
áõôÞ óôçí ìïñöÞ ðïõ èÝëïõìå. ÈÝôïõìå n = 2m, Üñá n3/4 = 23m/4 êáé log n = m.
Ç ðáñáðÜíù áíáäñïìÞ ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôçí éóïäýíáìç áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç T (2m) =
4
3
T (23m/4) + m. ÈÝôïíôáò S(m) = T (2n), Ý÷ïõìå üôé S(m) = 4

3
S(3m/4) + m. Ç

ôåëåõôáßá áõôÞ ó÷Ýóç åßíáé óôç ìïñöÞ ðïõ áðáéôåß ôï Èåþñçìá 2. ¸÷ïõìå üôé a =
4/3, b = 4/3, g(m) = m = m1 log0

4/3 m ⇒ γ = 1, δ = 0. Åðßóçò a/bγ = 1, Üñá
åßìáóôå óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç êáé Ý÷ïõìå üôé S(m) = O(m1 log0+1

4/3 m) = O(m log m).
ÅðïìÝíùò, T (n) = T (2m) = S(m) = O(m log m) = O(log n log log n).
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2. T (n2) = 3T (n2/3) + n.
Èá åñãáóôïýìå üðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá. ÈÝôïõìå n2 = m, Üñá n =√

m, êáé ðáßñíïõìå ôçí éóïäýíáìç ó÷Ýóç T (m) = 3T (m/3) +
√

m. Ç ôåëåõôáßá áõôÞ
ó÷Ýóç åßíáé óôç ìïñöÞ ðïõ áðáéôåß ôï Èåþñçìá 2. ¸÷ïõìå üôé a = 3, b = 3, g(m) =√

m = m1/2 log0
3 m ⇒ γ = 1/2, δ = 0. Åðßóçò a/bγ = 3/31/2 > 1, Üñá åßìáóôå

óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç êáé Ý÷ïõìå üôé T (m) = O(mlog3 3 log0
3 m) = O(m). ÅðïìÝíùò,

T (n2) = T (m) = O(m) = O(n2).

3. T (
√

n) = 2T (
√

n
2

) + n.
ÈÝôïõìå n = m2, Üñá

√
n = m, êáé ðáßñíïõìå ôçí éóïäýíáìç ó÷Ýóç T (m) = 2T (m/2)+

m2, ç ïðïßá åßíáé óôçí ìïñöÞ ðïõ áðáéôåß ôï Èåþñçìá 2. ¸÷ïõìå üôé a = 2, b = 2,
g(m) = m2 = m2 log0 m ⇒ γ = 2, δ = 0. Åðßóçò a/bγ = 2/22 < 1, Üñá åßìáóôå
óôçí ôñßôç ðåñßðôùóç êáé Ý÷ïõìå üôé T (m) = O(m2 log0 m) = O(m2). ÅðïìÝíùò,
T (
√

n) = T (m) = O(m2) = O(n).


