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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 20, 11/01/10

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Μητρώα Hessenberg Παραγοντοποίηση LU µητρώου άνω Hessenberg:
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• Παραγοντοποίηση LU Tαρθ = O(n2) πράξεις.

• LU µε µερική οδήγηση⇒ ρ ≤ n.

Αναγωγή σε µορφή Hessenberg Πολύ συχνά στις εφαρµογές χρησιµοποιούµε µετασχηµατι-

σµούς Householder για να υπολογίσουµε Q το οποίο οδηγεί τον A σε µορφή άνω Hessenberg.

Q⊤AQ = H

ΠΡΟΣΟΧΗ Επιλέγουµε τους ανακλαστές ώστε να µην καταστρέφουν τα µηδενικά που εισάγουν

όταν εφαρµόζονται από τα δεξιά. Αυτό µπορεί να γίνει µόνον αν «χαλαρώσουµε» την απαίτη-

ση για άνω τριγωνικότητα του Q⊤A και επιτρέψουµε µιαν ακόµα υποδιαγώνιο, άρα µορφή

Hessenberg.

Στο 1ο ϐήµα επιλέγουµε διάνυσµα Householder u1 = [0, ⋆, ..., ⋆]⊤ για να µηδενίσουµε τα

στοιχεία A(3 : n, 1) αντί των A(2 : n, 1) που κάνουµε στην τυπική QR.

Τότε,
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HESS Hessenberg form. The Hessenberg form of a matrix is zero
below the first sub diagonal. If the matrix is symmetric or
Hermitian, the form is tridiagonal.

[P,H] = HESS(A) produces a unitary matrix P and a Hessenberg
matrix H so that A = P*H*P’ and P’*P = EYE(SIZE(P)). By itself,
HESS(A) returns H.

Αναγωγή Ο αλγόριθµος ορίζεται αναδροµικά για τετράγωνο µητρώο A ∈ R
n×n: ΄Εστω ότι πριν

την έναρξη του ϐήµατος k = 1, ..., n− 2 έχουµε ήδη µηδενίσει τα στοιχεία στις ϑέσεις (3 : n, 1),
(4 : n, 2), ..., (k + 1 : n, k − 1) του A µε ανακλαστές H1, ..., Hk−1:

A(k) = Hk−1 · · ·H1AH1 · · ·Hk−1.

Τότε στο ϐήµα k υπολογίζεται ο ανακλαστής Hk που µηδενίζει τα στοιχεία (k + 2 : n, k) του

A(k). Παρατηρούµε πως ο πολλαπλασιασµός (HkA
(k))Hk αφήνει τα ήδη εισαχθέντα µηδενικά

ανέπαφα, οπότε στο τέλος ϑα έχουµε πως A(n−2) είναι άνω Hessenberg.

Σχέδιο αλγορίθµου κόστους Tαρθ ≈
10
3
n3:

for k = 1 : n− 2
H = A; u = zeros(n, 1)
[u(k + 1 : n)] = REFL(A(k + 1 : n, k))
A(k + 1 : n, k : n) = REFL.ROW(A(k + 1 : n, k : n), u(k + 1, n))
A(1 : n, k + 1 : n) = REFL.COL(A(1 : n, k + 1 : n), u(k + 1, n))

end
Εφαρµογές Η αναγωγή σε µορφή Hessenberg µε ορθογώνιο µετασχηµατισµό έχει πολλές

εφαρµογές.

Παράδειγµα Πολλές ϕορές δίδονται A και s διανύσµατα bj και ϐαθµωτοί ωj και πρέπει να

υπολογίσουµε τα xj:

(A− ωjI)xj = bj, j = 1, ..., s

(* υπολ. H και (παραγοντοποιηµένο) Q *)

Q⊤AQ = H
⇓

Q⊤(A− ωjI)Q = H − ωjI
︸ ︷︷ ︸

άνω Hessenberg

άρα αντί να λύσουµε συστήµατα (A− ωI)xj = bj λύνουµε τα ισοδύναµα συστήµατα

H − ωjI
︸ ︷︷ ︸

Q⊤(A−ωjI)Q

Q⊤xj = Q⊤bj

και έχουµε τα εξής ϐήµατα:

Αναγωγή Υπολογισµός του H = Q⊤AQ και του B̂ = Q⊤[b1, ..., bs]. Αυτό γίνεται µόνο µια

ϕορά και κοστίζει Tαρθ = Ο(n3).
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Επίλυση (H − ωjI)x̂j = b̂j, j = 1, ..., s. Κόστος sΟ(n2).

Κατασκευή xj = Qx̂j, j = 1, ...,. Κόστος sΟ(n2).

Η διαδικασία είναι δυνατή επειδή α) το H Hessenberg ⇒ H − αI Hessenberg, ϐ)η παραγον-

τοποίηση και Hessenberg κοστίζει Ω = Ο(n2), και γ) το Q είναι ορθογώνιο.

Αν εφαρµόζαµε LU , για κάθε ωj ϑα έπρεπε να υπολογίσουµε την παραγοντοποίηση L(ωj)U(ωj) =
A− ωjI, άρα συνολικό κόστος sO(n3). ΄Αλλα ϑέµατα σχετικά µε ΑΓΑ.2

• Householder κατά ορµαθούς για υλοποιήσεις µέσω BLAS­3

• QR µε οδήγηση που αποκαλύπτει την τάξη (rank­revealing)

• Περιστροφές Givens

• Αξιοποίηση αραιής µορφής και sparse QR

Πρόβληµα ιδιοτιµών και ιδιοδιανυσµάτων (Algebraic Eigenvalue Problem)

∆ίνεται•µητρώο A ∈ R
n×n και αναζητούµε ϐαθµωτούς λ (ιδιοτιµές) και τα αντίστοιχα

διανύσµατα x 6= 0 (ιδιοδιάνυσµα) τ.ώ. Ax = λx.

• Ιδιοτιµές του A είναι οι n ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυώνυµου

det(A− λI) = 0

• Φάσµα ονοµάζεται το σύνολο των ιδιοτιµών, συχνά συµβολίζεται σ(A) ή Λ(A).

Προσοχή: Ως ϱίζες πολυωνύµου, γενικά δεν υπάρχουν «πεπερασµένες µεθόδοι» υπολογισµού

ιδιοτιµών, δηλ. µέθοδοι που µε αριθµητική άπειρης ακρίβειας υπολογίζουν ακριβώς τις ιδιοτι-

µές σε πεπερασµένο αριθµό πράξεων).

... the computation of eigenvalues from the characteristic polynomial is one of the

best known stupidities of numerical analysis. Good numerical analysis turns it

the other way round: the real matrix A is directly reduced, first to Hessenberg

form, then by a sequence of orthogonal transformations to the real Schur form

.... [Hairer,Nørsett,Wanner, Solving Ordinary Differential Equations I: Nonstiff

Problems]

Παρατηρήσεις

• «Στην καρδιά» µυριάδων εφαρµογών του Επιστηµονικού Υπολογισµού (π.χ. ∆ιαφορικές,

Υπολογιστική Στατιστική)

• Πρόσφατα «διάσηµο» στο ευρύ κοινό από την εφαρµογή του στη µέθοδο PageRank της

Google...



c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-09 4

• .... το ιδιοδιάνυσµα των $25.000.000.000 δολλαρίων !!

• Πολλές µέθοδοι υπολογισµού, µε ειδικά χαρακτηριστικά

• .... πεδίο εφαρµοσιµότητας ανάλογα µε τα χαρακτηριστικά του προβλήµατος

• ... πραγµατική συµµετρία, µέγεθος, αραιή δοµή, πυκνή δοµή, ....

• και το Ϲητούµενο: Ιδιοτιµές (όλες, µερικές, ... ), Ιδιοδιανύσµατα (όλα, µερικά, ... )

• Περισσότερα στον «Επιστηµονικό Υπολογισµό ΙΙ»...

Σχέση µε SVD: Αν έχουµε αλγορίθµους για υπολογισµό ιδιο/τιµών-διανυσµάτων, εφαρµόζον-

ται στον υπολογισµό του SVD:

A = UΣV ⊤ ⇒ A⊤A = V Σ2V ⊤, AA⊤ = UΣ2U⊤

εποµένως µπορούµε να εφαρµόσουµε τον αλγόριθµο υπολογισµού ιδιοτιµών στο A⊤A για να

υπολογίσουµε τα V, Σ ή στο AA⊤ για υπολογισµό των U, Σ. Προσοχή: Ο πολλαπλασιασµός

του A µε το ανάστροφο ενέχει κινδύνους (όπως και µε τη χρήση «κανονικών εξισώσεων» ....

Αριστερά ιδιοδιανύσµατα Ποιά είναι η σχέση των ιδιοτιµών/διανυσµάτων του A µε αυτά του

A∗;

• Αν Ax = λx τότε x∗A∗ = λ̄x∗εποµένως το λ̄ είναι ιδιοτιµή του A∗

• Εποµένως οι ιδιοτιµές του A∗ είναι οι συζυγείς των ιδιοτιµών του A.

Γενικά δεν υπάρχει απλή σχέση µεταξύ των ιδιοδιανυσµάτων των A,A∗.

• Αν λ̄ είναι ιδιοτιµή του A∗ τότε ϑα υπάρχει ιδιοδιάνυσµα y ώστε A∗y = λ̄y

• εποµένως y∗A = λy∗

το y∗ αποκαλείται αριστερό ιδιοδιάνυσµα του A που αντιστοιχεί στο λ.

Σχέση ιδιοτιµών/ιδιοδιανυσµάτων

• Αν υπολογίσουµε µια ιδιοτιµή, τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσµατα µπορούν να υπολογιστούν

από τις σχέσεις (A−λI)x = 0 και y∗(A−λI) = 0. (... τα µητρώα δεν είναι αντιστρέψιµα !)

• Αν υπολογίσουµε ένα ιδιοδιάνυσµα, x, τότε µια αντίστοιχη ιδιοτιµή µπορεί να υπολογιστεί

ως λ = x⊤Ax
x⊤x

.

Λογισµικό Βασικά ϐήµατα:
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1. αναγωγή του A σε απλούστερη1 µορφή (π.χ. άνω Hessenberg) µε ορθογώνιους µετασχη-

µατισµούς (νέο σύστηµα αναφοράς)

2. επίλυση προβλήµατος ιδιοτιµών για το συµπιεσµένο µητρώο

3. (αν χρειάζεται) µετασχηµατισµός της λύσης στο σύστηµα αναφοράς του αρχικού µητρώου

LAPACK ∆είτε http://www.netlib.org/lapack/lug/node70.html

MATLAB eig: Αλγόριθµοι LAPACK: Βασισµένοι στον αλγόριθµο QR κατάλληλοι για µητρώα

µέτριου µεγέθους χωρίς ιδιαίτερη δοµή. Υπολογίζουν α) όλες τις ιδιοτιµές, ϐ) αν επιλέ-

ξουµε, όλα τα ιδιοδιανύσµατα.

MATLAB svd: ΄Οπως η eig για το SVD.

MATLAB eigs: Αλγόριθµοι ϐασισµένοι σε προχωρηµένες επαναληπτικές µεθόδους (Implicitly

Restarted Arnoldi), κατάλληλες για µεγάλα αραιά µητρώα. Υπολογίζουν επιλεγµένες

ιδιοτιµές και ιδιοδιανύσµατα.

MATLAB svds: ΄Οπως η eigs για το SVD.

Σκιαγράφηση αλγορίθµου QR για ιδιοτιµές2

Πιο σηµαντικός «αλγόριθµος» εύρεσης ιδιοτιµών που ϐασίζεται σε επανειληµµένες

διασπάσεις QR - αποτελεί τον κύριο τρόπο υπολογισµού όλων των (ιδιοτιµών, ιδιοδια-

νυσµάτων) γενικών µητρώων.

Βασική ιδέα: 1) A = QR,B := RQ⇒ B = Q⊤AQ⇒ Λ(A) = Λ(B)

2)

A(0) := A, k=0

repeat

k = k+1

[Q,R] = qr(A(k−1))
A(k) = mtimes(R,Q)

until convergence

• Παρατηρήθηκε ότι A(k) → T , σχεδόν άνω τριγωνικό3, όµοιο του A

• Το T είναι σχεδόν άνω τριγωνικό, όµοιο µε το A: οι ιδιοτιµές «αποκαλύπονται» στη

διαγώνιο ή εµπεριέχονται (ως Ϲεύγη συζυγών µιγαδικών) σε µικρά (2 × 2) µητρώα στη

διαγώνιο του T

• Χρειάζονται πολλά για να καταστεί πρακτικός αλγόριθµος : I. Μείωση κόστους επανάλη-

ψης, II. ∆ιερεύνηση σύγκλισης (συγκλίνει ; Πόσο γρήγορα ; → ΕΥΙΙ).

1συµπυκνωµένη - condensed
3Μορφή Schur
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Κρίσιµο στοιχείο υλοποίησης→ µείωση κόστους επανάληψης

Το κόστος κάθε επανάληψης ϕαίνεται µεγάλο: ≈ 4
3
n3 + n3

... επειδή το A δεν έχει ιδιαίτερη δοµή

Ι∆ΕΑ πριν ξεκινήσουν οι επαναλήψεις, µετασχηµατίζουµε το A σε άνω Hessenberg µε οµοιό-

τητα

... γίνεται άπαξ, κόστος ≈ 10
3
n3

ΚΛΕΙ∆Ι ΄Εστω ότι H άνω Hessenberg και ότι

[Q,R] = qr(H), Ĥ = RQ,

Τότε το Ĥ παραµένει άνω Hessenberg.

ΕΠΙΣΗΣ 1) Η παραγοντοποίηση QR µητρώου Hessenberg κοστίζει O(n2). Το Q επιστρέφεται

σε παραγοντοποιηµένη µορφή (n − 1 περιστροφές Givens). 2) Τότε ο υπολογισµός RQ
πραγµατοποιείται µε O(n2) πράξεις.

Κάθε επανάληψη της QR µπορεί να γίνει µε Ω = O(n2) πράξεις. Αν A = A⊤ τότε

Ω = O(n).

Μέθοδος ∆ύναµης (Power Method)

Απλή, επαναληπτική µέθοδος για τη ϐαθµιαία προσέγγιση (της κατεύθυνσης) του

κυρίαρχου ιδιοδιανύσµατος

... και για (συµπτωµατικό) υπολογισµό της κυρίαρχης ιδιοτιµής

Προσοχή: Επειδή Ax = λx ⇒ A(x/γ) = λ(x/γ) για γ 6= 0, για να έχουµε µοναδικότητα

χρειάζεται τουλάχιστον κανονικοποίηση, π.χ. το x να ικανοποιεί ‖x‖2 = 1.

Σε πάρα πολλές περιπτώσεις, αυτό που ενδιαφέρει σε ένα ιδιοδιάνυσµα είναι η

κατεύθυνση και όχι το µέτρο του.

΄Εστω A µε ιδιοτιµές σ(A) = {λj}, όπου

|λ1|
︸︷︷︸

κυρίαρχη ιδιοτιµή

> |λ2| ≥ |λ3| > · · · ≥ |λn|

και µε γ.α. ιδιοδιανύσµατα u1, ..., un

Αλγόριθµος. [Μέθοδος δύναµης]



c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-09 7

Εκκίνηση: Τυχαίο διάνυσµα x := x0

for k = 1, ...
x← Ax

end

x = ξ1u1 + · · ·+ ξnun

Akx = ξ1A
ku1 + · · ·+ ξnA

kun

= ξ1λ
k
1u1 + · · ·+ ξnλk

nun

1

λk
1

Akx = ξ1u1 + ξ2(
λ2

λ1

)ku2 + · · ·+ ξn(
λn

λ1

)kun

Αν ξ1 6= 0, Akx τείνει να γίνει παράλληλο µε το u1. Η ταχύτητα µε την οποία γίνεται αυτό (όταν

γίνεται, έχουµε σύγκλιση) εξαρτάται σε µεγάλο ϐαθµό από την ποσότητα λ2

λ1

.... όσο µικρότερη, τόσο καλύτερα ... προβλήµατα όµως αν |λ2| = |λ1|.)

Παρατηρήσεις

• Αν ξ1 6= 0 και [u1]j 6= 0 τότε

ξ
(k+1)
j

ξ
(k)
j

= λ1 + O(|
λ2

λ1

|k)

Προς αποφυγή υπερ/υποχείλισης :

Εκκίνηση: Τυχαίο διάνυσµα x := x0

for k = 1, ...
t← Ax
x← 1

γj
t

end

µε κατάλληλα επιλεγµένα γj π.χ. γj := ‖u‖∞
Προσοχή: Αν γνωρίζουµε ότι λ1 = 1 > λ2 ≥ · · · ≥ λn, δεν χρειάζεται κανονικοποίηση ! Αυτή η

ιδιότητα υπάρχει στο µητρώο Google που χρησιµοποιείται για το PageRank...


