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Προσέξτε τη σχέση n, Ω, Mflop/s σε κάποιο «laptop 2ετίας»

• Operations           n     Ω Mflop/s
• calling PAPI flops        200              2                0.15   
• dot product        200            413            13.73     
• matrix vector         200          82053        252.12    
• random matrix         200         139967        67.12    
• chol(a)         200        3201127     789.27         
• lu(a)         200        5493443     829.53      
• x=a\y        200        6228144     742.98       
• condest(a)        200        7126555     173.63    
• qr(a)         200       13236723  1033.10       
• matrix multiply          200       16000012  1280.42   
• inv(a)         200       17398916     853.39         
• svd(a)         200       27039244     685.65         
• cond(a)         200       27000896     763.26        
• hess(a)         200       30180072   1063.27    
• eig(a)         200       82578728     680.60         
• [u,s,v]=svd(a)           200      138280160    691.18   
• pinv(a)        200      170228800    764.50        
• s=gsvd(a)         200      303512192    765.81    
• [x,e]=eig(a)             200      198741216    753.79   
• [u,v,x,c,s]=gsvd(a,b)    200      319475232    789.67 
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� αυτόµατα

� µε το χέρι
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Μετάφραση (7)
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• Αν n0 = 1 και nj = n for j = 1:s, τότε

� Αριστερά προς ∆εξιά T = O(s n3)

� ∆εξιά προς Αριστερά T = O(s n2)

• Μεγάλη διαφορά κόστους (O(n)) που εξαρτάται από τη σειρά των
υπολογισµών

� Επίλυση µε δυναµικό προγραµµατισµό

• Aκόµα πιο δύσκολο να λάβουµε υπόψη τη δοµή των Aj

• Ακόµα πιο ενδιαφέρον και «ανατροπές» σε ιεραρχική µνήµη
� block Householder (κεφ. 6)

Παράδειγµα

∆ίδονται A1, …, As όπου κάθε Aj είναι nj × nj-1

και θέλουµε να υπολογίσουµε το B = As As-1 L A1

ΕΚ∆ΟΧΗ Αρ∆ε: 
B=A1; for j=2:s, B = mxmul(Aj,B); end
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Μοντέλα στον ΕΥ

• Στον ΕΥ πλοηγούµε αδιάκοπα µεταξύ 

διαφορετικών µοντέλων

• Τα βασικά µοντέλα στο ΗΥ343 είναι τα

– υπολογιστικό µοντέλο

– αριθµητικό µοντέλο

– µοντέλο διακριτοποίησης

– χρησιµοποιούνται για να επιτρέπουν στο σχεδιαστή και 

στο χρήστη να κάνει προβλέψεις σχετικές µε την 

επίδοση των µεθόδων και την ακρίβεια των λύσεων

πρόγραµµα

Φυσικό µοντέλο
Μαθηµατικό µοντέλο

προσέγγιση

διακριτοποίηση

αριθµητικοποίηση

αλγόριθµος

συστηµα

πρόγραµµα
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πρόβληµα
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ειδικές για το 
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εκφρασιµότητα
µετασχηµατισµοί 
µεταφραστή

Η/Υ
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Μοντέλο αριθµητικής

• Επιπτώσεις της αναπαράστασης των αριθµών µε

πεπερασµένο αριθµό ψηφίων.

• Αριθµητική κινητής υποδιαστολής
Floating point arithmetic is by nature inexact, and it is not difficult to misuse it 

so that the computed answers consist almost entirely of “noise”. One of the 
principal components of numerical analysis is to determine how accurate the 

results of certain numerical methods will be

David Knuth στο The Art of Computer Programming, vol. 2
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• Οι παρακάτω πράξεις είναι ισοδύναµες και το αποτέλεσµα ίσο µε
10, αλλά σε α.κ.υ. ΙΕΕΕ διπλής ακρίβειας (π.χ. στη MATLAB)

• Προσέξτε ότι 1020 > 252 εποµένως τα παραπάνω πρέπει να
αναµένονται!

• Ερώτηση: Από τους 24 (=4!) τρόπους υπολογισµού παραπάνω, 
ποιοί επιστρέφουν σωστό αποτέλεσµα;

1020+20− 10− 1020 = 0

1020+20− 1020 − 10 = -10

1020 − 10− 1020+20 = 20
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Παράδειγµα

• Πόσες επαναλήψεις θα εκτελέσει ο παρακάτω

βρόχος?

• >> d= 0; while (d ~= 1.0), d = d+0.1; end

• Το αποτέλεσµα θα έχουν

�>> sqrt(10)-sqrt(2)*sqrt(5)

�>> sqrt(100)-sqrt(20)*sqrt(5)

�>> exp(10)-exp(5)*exp(5)

�>> exp(10)-exp(5)/exp(-5)

Πανεπιστήµιο Πατρών
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Attractive mathematics does not protect one from the rigors of 

digital computation

[J.H. Wilkinson, “von Neumann Lecture”, SIAM Meeting, 
Boston, 1970]

Πανεπιστήµιο Πατρών

Μοντέλο αριθµητικής

Αναπαράσταση αριθµών στον Η/Υ ώστε να διευκολύνεται η «διαχείρισή τους»
- πεπερασµένη ακρίβεια

� Ακέραιοι

� Αναπαραστάσεις πραγµατικών: 
� Fixed point και floating point arithmetic 

� Αριθµητικές πράξεις, λογικές πράξεις, I/O, ...

• Κεντρικά θέµατα

� Αριθµοί κινητής υποδιαστολής (α.κ.υ.)
�Αναπαράσταση, αριθµητική, διαχείριση

� Σφάλµατα στρογγύλευσης

�∆ιάδοση, συσσώρευση

�Πρόβλεψη, έλεγχος
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Επιστηµονική γραφή

• Για (µεγάλους ή µικρούς) αριθµούς συνηθίζεται η «Επιστηµονική Γραφή Αριθµών» ή
«εκθετική γραφή» δηλ. στη µορφή a×10e.

• Π.χ. το 350 µπορεί να γραφτεί ως 3.5×102, ή 35×101, ή 350×100.

• Για να υπάρχει µοναδικότητα στην αναπαράσταση, συµφωνείται συνήθως να
χρησιµοποιούµε κανονκοποιηµένη (normalized) επιστηµόνική γραφή:
� Επιλέγεται 1 ≤ |a| < 10

• Αν χρησιµοποιούµε κανονικοποιηµένη αναπαράσταση, το µέγεθος του εκθέτη e
καθορίζει άµεσα την τάξη µεγέθους του αριθµού. 

• Αν ο εκθέτης είναι αρνητικός, ο αριθµός θα είναι µεταξύ 0 και 1 σε απόλυτη τιµή.

• Αντίστοιχα µπορούµε να σκεφτούµε και την αναπαράσταση α.κ.υ.

Πανεπιστήµιο Πατρών

Στοιχεία για την α.κ.υ.

• Οι α.κ.υ. συνήθως γράφονται όπως και η «Επιστηµονική

y = ±±±±m××××βe

β: βάση

e: εκθέτης, ακέραιος που αναπαρίσταται µε Lεκθ ψηφία στη βάση β, 
e ∈∈∈∈ [emin, emax]

m = □.□□□□□□ --- □□ : ουρά, αναπαρίσταται σε µορφή (sign-
magnitude) µε t ψηφία (βάση β)

• Όλοι οι παραπάνω α.κ.υ. είναι εκ κατασκευής ρητοί

• Μπορούµε να συµβολίσουµε το σύστηµα µε F(β, t, emin, emax)
� Η έκφραση αυτή δεν δίνει όλα τα στοιχεία …. 

� Έχουν υπάρξει συστήµατα µε: 
� β = 2, 10, 16, ακόµα και 3 (υπολογιστές Setun στις ΕΣΣ∆, 1958) !!!! 
Το τριαδικό (ternary) σύστηµα – trits αντί για bits!

Πανεπιστήµιο Πατρών

α.κ.υ.: Επιστηµονική γραφή σε πεπερασµένο χώρο

y = y = ±± mm×× ββee

«λέξη» υπολογιστή (32 ή 64 bits)

Πανεπιστήµιο Πατρών

Βασική ιδιότητα: Κατανοµή των α.κ.υ.
(α.κ.υ. ως α.κ.ορντεόν)

• Οι αριθµοί δεν είναι όλοι ισοκατανεµηµένοι µεταξύ

του ελάχιστου και µέγιστου.

• Π.χ. αν

x1 = m × βe, x2 = (m+2-t+1) × ββββe ⇒ x2-x1 = 2
-t+1 

βe

y1 = m × βe+1, y2 = (m+2-t+1) × βe+1 ⇒ y2-y1 = 2
-

t+1 ββββe+1

• .... αυτό επιτρέπει την αναπαράσταση µεγάλου
εύρους τιµών
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Ιστορικά στοιχεία

• Το 1955 η IBM εισήγαγε το µοντέλο 704 µε βασικό αρχιτέκτονα τον Gene

Amdahl;

� Το IBM-704 ήταν το πρώτο εµπορικό σύστηµα µε υλοποίησης
α.κ.υ. στο υλικό

� Επιδόσεις περί τα 5 kFLOPS. 

• Από τότε το µοντέλο των α.κ.υ. Βρίσκεται στο κέντρο της Επιστήµης και
Τεχνολογίας των Υπολογιστών!

� Πολλές ιδέες, πολλές αναπαραστάσεις

� Πολύ µπλέξιµο!

• ... The simplest and best, though harder to attain, solution to the 

problem of environmental parameters is to standardize floating-
point hardware, so that the values of the parameters become 
universal constants. 

�[Webb Miller, The Engineering of Numerical 
Software, 1984.]

Πανεπιστήµιο Πατρών
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Τυποποίηση

• ∆ιαδικασία ξεκίνησε στις αρχές του 1980
� Για να αντιµετωπιστούν οι µεγάλες ασυµβατότητες µεταξύ
διαφορετικών συστηµάτων της εποχής στην αριθµητική τους.

• Τυποποίηση από το Institute for Electrical and Electronic 
Engineers (IEEE)
� Πρότυπο 754 (1985)
� Σηµαντική η συµβολήW. Kahan (UC Berkeley), Intel, 
Apple, …

� Για «φανατικούς»: ∆είτε την ιστοσελίδα του Kahan στο UCB.
• Έχει πλέον υιοθετηθεί από όλα τα σηµαντικά υπολογιστικά

συστήµατα. 
• Η τυποποίηση αφορά την αναπαράσταση ΚΑΙ ΠΟΛΛΑ ΑΛΛΑ

(πράξεις, µετατροπές, …)
• Πειραµατιστείτε στη http://babbage.cs.qc.edu/IEEE-754/32bit.html

Πανεπιστήµιο Πατρών

Προβληµατισµός στα GPUs
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IEEE floating-point standard

• http://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_754-1985

• Το πρότυπο ΙΕΕΕ για δυαδική α.κ.υ. (IEEE 754) είναι το ευρύτερα χρησιµοποιούµενο πρότυπο για
α.κ.υ. και υλοποιείται σε πάρα πολλά CPU και FPU.

• Στο πρότυπο ορίζονται:
� Formats αναπαράστασης για α.κ.υ. (και «αρνητικό µηδέν» και «υποκανονικοποιηµένοι

αριθµοί») 
� Ειδικές τιµές (άπειρα, NaN)
� Σύνολο πράξεων που µπορούν να εκτελεστούν επί α.κ.υ.
� (4) τρόποι στρογγύλευσης (rounding modes)
� (5) εξαιρέσεις (πότε συµβαίνουν, τι αποτέλεσµα έχουν)

• IEEE 754-2008 (previously known as IEEE 754r) was published in August 2008 and is a 
significant revision to, and replaces, the IEEE 754-1985 floating point standard. The 
revision extended the previous standard where it was necessary, added decimal 
arithmetic and formats, tightened up certain areas of the original standard which were 
left undefined, and merged in IEEE 854 (the radix-independent floating-point standard). 
http://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_754

• Το πρότυπο IEEE 754-2008 στοχεύει ώστε µια υλοποίηση που το ικανοποιεί πλήρως να µπορεί να
γραφεί εξ ολοκλήρου στο λογισµικό, ή στο υλικό, ή σε οποιοδήποτε συνδυασµό τους. 

• Τµήµατα του προτύπου µπορεί να υλοποιούνται σε επίπεδο Λ/Σ, βιβλιοθηκών µεταφραστή ή γενικών
βιβλιοθηκών.

• Η συµµόρφωση µε το πρότυπο υπολογίζεται στο σύνολο του υλικού και λογισµικού που το ικανοποιεί
και όχι τµηµατικά.
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Χαρακτηριστικά κωδικοποίησης

• δυαδική λέξη µε w bits (β=2) που παριστά α.κ.υ.

• 1 bit πρόσηµο ουράς

• L bits εκθέτη

• t bits ουρά

�ουρά: ����.���������������� --- ����

�κανονικοποιηµένη αναπαράσταση => => => => πρώτο
ψηφίο µη µηδενικό

�εξοικονοµείται µια θέση ««««κρύβοντας»»»» το πρώτο bit bit bit bit 
και αποθηκεύοντας µόνον τα tttt----1111 bits bits bits bits µετά την
υποδιαστολή –––– τακτική κρυµµένου bitbitbitbit

�πρέπει να ««««ζωντανεύει»»»» όταν γίνονται πράξεις ή
αποκωδικοποίηση

�εκθέτης: «θετική» αναπαράσταση µε

πόλωση

Πανεπιστήµιο Πατρών

1126452≥≥≥≥ 3223
bits για

κλάσµα

151511118bits e

11111bits s

1288064≥≥≥≥ 4332µήκος α.κ.υ.

113≥≥≥≥ 6453≥≥≥≥ 3224
(#bits ουράς) 

= t

+16383+16383+1023+1023+127πόλωση P

-16382-16382-10221022-126e(min)

+16383+16383+10231023+127e(max)

Quad-PrecisionDouble-ExtDoubleSingle-ExtSingle

Βάση β=2, 

Κανονικοποιηµένη ουρά m = 1.□□□□□□ --- □□

t bits

Πανεπιστήµιο Πατρών

Πεπερασµένη αναπαράσταση

• Ακρότατες (θετικές) τιµές

ymin = mmin××××β
emin

ymax= mmax××××β
emax

0 ymax-ymax

ymin-ymin

Σύνολο G = {0} ∪ {x ∈ R: ymin ≤ |x| ≤ ymax}
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Ακρότατες τιµές

• Οι ακρότατες τιµές που µπορούν να αναπαρασταθούν σε κανονικοποιηµένη
µορφή είναι: 

ymin = (1.0---0) × βemin= βemin

ymax= (1.1---1) × βemax

= (β-1) (1+β-1 + . . .  + ββββ-t+1) × βemax

= (β-1) × βemax-t+1 (βt-1)/(β-1) = βemax-t+1 (βt-1)

ymin ≤ |y| ≤ ymax

� Στην IEEE διπλής ακρίβειας, για παράδειγµα,

� ymin = 2-1022 ≈ 2.2251 × 10-308 .. Στη MATLAB realmin

� Ymax= 21024-53 (253-1) ≈ 1.7977 × 10+308. Στη MATLAB realmax

Πανεπιστήµιο Πατρών

Παράδειγµα σε µικρογραφία

• w=12, L=7, t=4+1
• S EEE EEEE MMMM
• P = 2L-1 -1= 63

• F = (-1)S ×××× 2e-P ×××× (1.MMM)2

• Ο εκθέτης φαίνεται να κυµαίνεται µεταξύ
(000000)_2 και (1111111)_2 αλλά αυτές
οι ακραίες τιµές αξιοποιούνται για να
συµβολίσουν ειδικούς αριθµούς και δεν
χρησιµοποιείται η πραγµατική τους τιµή.

• emax = (2
L-1)-1-P = 63

• emin = 0+1-P = -62
• E=1111111 και ΜΜΜΜ=0000 αναπαριστούν

τα ± Inf
• E=1111111 και ΜΜΜΜ µη µηδενικό

αναπαριστούν NaN
• E=0000000 είναι το 0 και οι µη

κανονικοποιηµένοι αριθµοί

2emin ×××× (0.MMMM)2

• Inf = 0 111 1111 0000
= (70)16

• realmax=0 111 1110 1111 
= (7ef)16
= 263 ×××× (1+1-2-5) 
= 264×××× (1-1/64)

• 0 = 0 000 0000
• realmin=0 000 0001 0000

= (010)16
= 21-P×××× (1+0)

= 2-62

• Max υποκ. =0 000 0000 1111
= (00f)16
= 21-P ×××× (1-2-t)

= 2-62 ×××× (1-2-7)

• Min υποκ.=0 000 0000 0001
= (001)16 
= 21-P×××× (0+2

-(t-1)
)

= 2-62 ×××× (0+2-4)= 2-66

• -Inf = 1 111 1111 0000
= (ff0)16

• εM = 2
-(1-t) = 1/16 
= 0 011 1011 0000
= (3b0)16

Πανεπιστήµιο Πατρών Πανεπιστήµιο Πατρών

MATLAB 7.* single precision

Maximum and Minimum Single-Precision Values. The MATLAB functions realmax and

realmin, when called with the argument 'single', return the maximum and minimum values that

you can represent with the single data type:

str = 'The range for single is:\n\t%g to %g and\n\t %g to %g'; sprintf(str, -realmax('single'), -

realmin('single'), ... realmin('single'), realmax('single')) 

ans = The range for single is: -3.40282e+038 to -1.17549e-038 and 1.17549e-038 to

3.40282e+038 

Numbers larger than realmax('single') or smaller than -realmax('single') are assigned the values

of positive and negative infinity respectively:

realmax('single') + .0001e+038 ans = Inf -realmax('single') - .0001e+038 ans = -Inf

Creating Single-Precision Data. Because MATLAB stores numeric data as a double by

default, you need to use the single conversion function to create a single-precision number:

x = single(25.783); 
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Προσεγγίσεις ���� Στρογγύλευση + ειδικοί αριθµοί

• Οι α.κ.υ. είναι ένα (µικροσκοπικό) πεπερασµένο υποσύνολο των
πραγµατικών.

• Πρέπει να τους χρησιµοποιήσουµε για να αναπαραστήσουµε όλους
τους αριθµούς!

• προσεγγίσεις – quantization

• Απεικόνιση πραγµατικών στο F: συνάρτηση fl: R →→→→ F

• Τρείς περιπτώσεις

� x ∈∈∈∈ F

⇒⇒⇒⇒ y = fl(x)

� x ∉∉∉∉ G 

⇒⇒⇒⇒ υπερχείλιση ή υποχείλιση

� x ∈∈∈∈ G και x ∉∉∉∉F 

⇒⇒⇒⇒ προσέγγιση του x µε στοιχείο fl(x) ∈∈∈∈ F
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Απεικόνιση πραγµατικών σε ακυ

R

G

F

x1
x3x2

x4

ακριβής
αναπαράσταση

υπερχείλιση

υποχείλιση

προσέγγιση
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Μη κανονικοποιηµένοι α.κ.υ.

• Συνήθως οι α.κ.υ. IEEE είναι κανονικοποιηµένοι
• Το πρότυπο IEEE επιτρέπει το αποτέλεσµα πράξεων µεταξύ α.κ.υ. 

να είναι α.κ.υ. που είναι µικρότεροι του ελάχιστου
κανονικοποιηµένου (realmin). Αυτοί είναι πολύ µικροί α.κ.υ. Που
δεν είναι κανονικοποιηµένοι.
� Πρόκειται για α.κ.υ. που έχουν πρώτο ψηφίο 0 (µηδέν), δηλ.
� 0.* * * --- * × 2emin

� ∆ηλ.{(0.0---1)2, (0.0---10)2, ...., (0.1----1)2} × 2emin

� Εποµένως, ο ελάχιστος (µη κανονικοποιηµένος) θετικός
αναπαραστήσιµος α.κ.υ. θα είναι ο

0.0---1 × 2emin

� Σε α.κ.υ. ΙΕΕΕ διπλής ακρίβειας, ≈ 4.9407 × 10-324

� Αν το διαιρέσουµε µε y>1 επιστρέφεται 0.
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Έψιλον της µηχανής και ulp

• eps µηχανής: Είναι η απόσταση του 1 από τον αµέσως

επόµενο α.κ.υ., έστω 1+   δηλ. εM = 1+ - 1

• Στο σύστηµα α.κ.υ. ΙΕΕΕ εΜ = 2
-t+1= 2u

� εΜ διπλής ακρίβειας = 2
-52 ≈≈≈≈ 10-16

� Το εΜ υπάρχει χρησιµοποιείται σε αλγορίθµους γιατί

δείχνει τη διακριτότητα του συστήµατος α.κ.υ. ∆είτε π.χ. 
τη συνάρτηση rank της MATLAB.

� To εΜ ορίστηκε βάσει του 1. Η γενίκευσή του σε

µεγαλύτερους αριθµούς ονοµάζεται ulp (units in the 

last place)

� Αν x = m ×××× 2E τότε ulp(x) = εΜ ×××× 2E


