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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 18, 8/01/10

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Παρατηρήσεις Θα εξετάσουµε τι γίνεται όταν εφαρµόσουµε τη RK­2 (Heun) για να υπολογί-

σουµε αριθµητικά τη λύση του προβλήµατος µοντέλου

u′(t) = au(t), u(0) = c.

Αντικαθιστώντας την τιµή f(t, u) = au(t) έχουµε:

K1 = aUn

K2 = f(tn+1, Un + hK1) = a(Un + haUn)

= aUn + ha2Un

Un+1 = Un +
h

2
(K1 + K2)

= Un +
h

2
(aUn + aUn + ha2Un)

= (1 + ha +
(ha)2

2
)Un

ΠΡΟΣΟΧΗ: Εποµένως ϕαίνεται ότι έχουµε µια ακριβέστερη προσέγγιση της αναλυτικής λύσης

(που είναι u(tn+1) = eahu(tn)) σε σύγκριση µε την εµπρός Euler.

Σφάλµα και ευστάθεια Με λίγη προσοχή συνδυάζοντας τα παραπάνω ϕαίνεται ότι το ολικό

σφάλµα ϑα είναι

|u(tn+1)− Un+1| = |(1 + ha +
(ha)2

2
)(u(tn)− Un) +

(h)3

3!
u′′′(t̂n)|

εποµένως, αν η u′′′ είναι ϕραγµένη, το ΤΣ∆ είναι O(h3) και η µέθοδος ϑα είναι 2ης τάξης.

Βλέπετε επίσης ότι ο συντελεστής µετάδοσης είναι |1+ha+ (ha)2

2
)| και η ευστάθεια της µεθόδου

απαιτεί επιλογή h τέτοιου ώστε

|1 + ha +
(ha)2

2
)| ≤ 1.

Παράδειγµα

d

dt
u(t) = −u(t)/2, u(0) = 1.

Χρησιµοποιούµε την RK­2 (Heun) που περιγράψαµε πιο πριν
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t u(t) = e−t/2 N = 5 N = 10 N = 20
0.2 0.9048 0.9050 0.9049 0.9048

0.6 0.7408 0.7412 0.7409 0.7408

1.0 0.6065 0.6071 0.6067 0.6066

«Ακριβείς» και υπολογισµένες τιµές Uj µε ∆t = 1/N

Η διακύµανση του απόλυτου σφάλµατος σε κάθε σηµείο :

t u(t) = e−t/2 N = 5 N = 10 N = 20
0.2 0.9048 0.1626e− 03 0.0391e− 03 0.0960e− 04
0.6 0.7408 0.3994e− 03 0.0962e− 03 0.2359e− 04
1.0 0.6065 0.5451e− 03 0.1312e− 03 0.3219e− 04

καθώς h← h
2
, το «ολικό σφάλµα διακριτοποίησης» υποτετραπλασιάζεται

επιβεβαιώνοντας ότι η συγκεκριµένη RK είναι 2ης τάξης.

Επίλυση µε κώδικες MATLAB Το u′(t) = f(t, u), u(0) = 1 στο διάστηµα [0, 10] όπου το f είναι

ένα από τα παρακάτω:

f1(t, u) = 0,λύση u(t) = 1

f2(t, u) = t, λύση u(t) = 1 + t2/2

f3(t, u) = t2, λύση u(t) = 1 + t3/3

f4(t, u) = 1/(1− 3t), λύση 1− ln(1− 3t)/3

f5(t, u) = −10 ∗ u, λύση u(t) = exp(−10 ∗ t)

f6(t, u) = Au,A = [−1, 0;−1,−10], , λύση exp(A) ∗ u(0)

στο f6 η αρχική συνθήκη είναι u(0) = [1; 1].
Επεξηγήσεις για τους επιλυτές της MATLAB

Χρησιµοποιούν προεπιλεγµένες τιµές (defaults) για αρκετές παραµέτρους τους ώστε να µην

επιβαρύνουν τον χρήστη µε πολλές επιλογές.

Αναφέρουµε µερικες :

µέγιστο σχετ. ΤΣ∆ (RelTol, προεπιλ. 1e− 3.

µέγιστο απόλ. ΤΣ∆ AbsTol, προεπιλ. 1e− 6

µέγιστο ϐήµα MaxStep, προεπιλ. 1/10 του TSPAN(end)− TSPAN(1), δηλ. του ολικού χρονι-

κού διαστήµατος ολοκλήρωσης.

Οι προεπιλεγµένες τιµές αλλάζουν µε τη συνάρτηση odeset που αναθέτει τις τιµές που

ϑέλουµε στη µεταβλητή MATLAB OPTIONS. Π.χ.

OPTIONS = odeset(’RelTol’,1e-2,’MaxStep’,0.5)
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[TOUT,YOUT] = ode23(@myode,TSPAN,Y0,OPTIONS)

ode23, ode45 στις f1, f2, f3
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ode23(@f1,[0,10],1), MaxStep=10
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ode23(@f2,[0,10],1), MaxStep=10
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ode23(@f3,[0,10],1), MaxStep=10
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ode45(@f3,[0,10],1), MaxStep=10

stats: (1,0,4, 10, 10)stats: (1,0,4, 10, 10)

stats: (19,6,76, 0.1563 1.3917) stats: (1,0,7, 10, 10)

Σχόλια :

• Στα stats καταγράφουµε 1) πλήθος ϐηµάτων, 2) πλήθος αποτυχηµένων ϐηµάτων, 3)

πλήθος υπολογισµών της f , 4) ελάχιστο ϐήµα, 5) µέγιστο ϐήµα.

• Λόγω της τάξης τους, η ode23 λύνει ακριβώς για τα f1, f2 σε ένα µόνο ϐήµα. Η ode45
λύνει ακριβώς και για την f3.

• Με συνεχή γραµµή σηµειώνονται οι ακριβείς λύσεις.

• Στην παράσταση της ode45 σηµειώνονται και οι ενδιάµεσες τιµές που υπολογίζονται από

την ενσωµατωµένη RK

ode23, ode23s στις f4, f5, f6
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ode23(@f4,[0,10],1),MaxStep=10
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ode23(@f5,[0,10],1), MaxStep=10
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ode23s(@f5,[0,10,1), MaxStep=10
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ode23(@f6,[0,10],[1;1]), MaxStep=10

stats: (72,78,451, 4eps,7.8*1e−2
stats: (64,14,235, 0.03, 0.39)

stats: (44,3,183, 0.025, 6.1246)
47 LU decomp., 141 lin. sys.solv.

stats: (65,12,232,0.03,0.33)

Σχόλια :

• Για την ode23s (έµµεση Runge­Kutta) δίνουµε και στοιχεία που αφορούν τις επιλύσεις

γραµµικών συστηµάτων.

• Ο επιλυτής για την f4 ϕθάνει µόνο λίγο πριν το t = 1/3 όπου η συνάρτηση είναι µοναδική

και επιστρέφει µήνυµα σχετικά µε τη δυσκολία που αντιµετωπίζει. Το ϐήµα γίνεται πάρα

πολύ µικρό λόγω του ότι εκεί η u δεν είναι ακριβής.

• Οι f5 και f6 είναι ελαφρά δύσκαµπτες και το ϐήµα αναγκάζεται να γίνει µικρό. ΄Ετσι

αποφεύγεται η αστάθεια. Ο έµµεσος επιλυτής ode23s χρειάζεται πολύ λιγότερα ϐήµατα.

Πρόβλεψη, εκτίµηση σφάλµατος→ προσαρµογή ϐήµατος

• Σηµαντικό στοιχείο σε πακέτα επίλυσης Σ∆Ε είναι η ενσωµάτωση µηχανισµού για την

αυτόµατη προσαρµογή του ϐήµατος.

• Εξετάζουµε το Ϲήτηµα για προβλήµατα αρχικών τιµών.

• Αφετηρία είναι η πρόβλεψη της συµπεριφοράς του σφάλµατος διακριτοποίησης (π.χ. το

ΤΣ∆).

• Βασική ιδέα: α) Επίλυουµε µε «δύο τρόπους», ϐ) εκτιµούµε το σφάλµα διακριτοποίησης

συνδυάζοντας τα αποτελέσµατα, γ) προσαρµόζουµε το ϐήµα.

Χρήσιµο ϑωρητικό αποτέλεσµα: Αν f(t, u) είναι «αρκετά οµαλή σε κατάλληλο πεδίο ορισµού»

και U(t, h) συµβολίζει τη λύση που υπολογίζεται από την εφαρµογή µονοβηµατικής µεθόδου



c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-10 5

τάξης p µε ϐήµα h στο u′ = f(t, u), u(t0) = u0, τότε για κάθε hn = (t− t0)/n, n = 1, 2, ..., ισχύει

το ασυµπτωτικό ανάπτυγµα:

U(t, h) = u(t) + hpep(t) + · · ·+ hNeN(t) + hN+1EN+1(t; h),

όπου ek(t0) = 0 για k = p, p + 1, ..., N . Οι συναρτήσεις ek είναι ανεξάρτητες του h και ο όρος

EN+1(t; h) είναι ϕραγµένος για κάθε t και όλα τα hn.

Μια ιδέα Αν χρησιµοποιήσουµε εµπρός Euler µε δύο διαφορετικά ϐήµατα h, h/2, επειδή

γνωρίζουµε ότι η µέθοδος είναι 1ης τάξης, ισχύει συµβολίζοντας µε Un,h το Un υπολογισµένο

µε ϐήµα h,

Un,h = u(tn) + αh + O(h2)

Un,h/2(t) = u(tn) + α
h

2
+ O(h2)

όπου το α εξαρτάται από την εξίσωση, όχι από το h.

Un,h − Un,h/2 = α
h

2
+ O(h2)

΄Αρα το err := 2‖Un,h − Un,h/2‖ είναι ένδειξη για το σφάλµα διακριτοποίησης και µπορεί να

καθοδηγήσει την επιλογή του h. π.χ. ϑα µπορούσαµε να απαιτήσουµε err ≤ δ.

Ιδέα παρεκβολής : Προσέξτε επίσης ότι

Un,h − 2Un,h/2 = −u(tn) + O(h2)

εποµένως η προσέγγιση

Û := 2Un,h/2 − Un,h

έχει τάξη ακρίβειας κατά 1 µεγαλύτερη της Euler.

Παράδειγµα Στην Σ∆Ε εξίσωση που ήδη συναντήσαµε (ακριβής λύση u(t) = exp(−t/2)u(0):

u′(t) = −u/2, u(0) = 1

Χρησιµοποιούµε εµπρός Euler µε ϐήµατα h = 1/10, 1/20 και συνδυάζουµε τα αποτελέσµατα

στα σηµεία t = 0.1, 0.2, ..., 1 µε τον τύπο της παρεκβολής, Û(t) := 2Uh/2(t)− Uh(t).
Στο σχήµα παρουσιάζονται τα απόλυτα σφάλµατα για α) εµπρός Euler, h = 0.1, ϐ) εµπρός

Euler, h = 0.05, γ) παρεκβολή Richardson των παραπάνω. Εποµένως επιβεβαιώνονται οι

ϑεωρητικές προβλέψεις για την παρεκβολή.
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Richardson extrapolation
f. Euler h=1/10
f. Euler h=1/20

Μια άλλη ιδέα Εφαρµόζουµε δύο µεθόδους µε ίδιο ϐήµα αλλά διαφορετική τάξη και εκτιµούµε

το ΤΣ∆ από τη διαφορά των υπολογισµένων τιµών. Π.χ. αν Un+1 είναι η τιµή από RK τάξης p
και Vn+1 από RK τάξης q > p τότε

Un+1 = ũ(tn+1) + αhp+1 + O(hp+2)

Vn+1 = ũ(tn+1) + O(hp+2)

όπου ũ(tn+1) είναι η ακριβής λύση της ίδιας Σ∆Ε αλλά στο [tn, tn+1] µε αρχική συνθήκη u(tn) =
Un. ΄Οπως πριν, το α δεν εξαρτάται από το h. Εποµένως

Un+1 − Vn+1 = αhp+1 + O(hp+2)

και το ‖Un+1 − Vn+1‖ µπορεί να εκληφθεί ως ένδειξη του ΤΣ∆.

Σχόλια

• Οι παραπάνω ιδέες ϕαίνεται να δουλεύουν, είναι όµως ακριβές γιατί µοιάζει ότι χρειά-

Ϲονται την εφαρµογή δύο µεθόδων για ένα αποτέλεσµα. Μάλιστα, αν χρησιµοποιήσουµε

υποδιπλασιασµό ϐήµατος, πρέπει να κάνουµε και διπλάσια ϐήµατα...
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• Κανένας χρήστης δεν ενδιαφέρεται για εκτιµητές σφάλµατος που στοιχίζουν πολύ... υ-

πάρχουν έξυπνα τρυκ για οικονοµική υλοποίηση !

• Στην περίπτωση που τρέχουµε διαφορετικές µεθόδους διαφορετικής τάξης, να τις σχεδιά-

σουµε ώστε η µία να «επαναχρησιµοποιεί» τα αποτελέσµατα της άλλης

• Ενσωµατωµένες µέθοδοι Runge­Kutta (embedded RK methods)

Ενσωµατωµένες Runge­Kutta: Μια µέθοδος RK(2,3) Στην πράξη, χρησιµοποιούνται µέθοδοι

που επιτρέπουν την εκτίµηση του ΤΣ∆

K1 = f(tn, Un)

K2 = f(tn +
h

2
, Un +

h

2
K1)

K3 = f(tn +
3h

4
, Un +

3h

4
K2)

tn+1 = tn + h

Un+1 = Un +
h

72
(16K1 + 24K2 + 32K3)

K4 = f(tn+1, Un+1)

Vn+1 = Un +
h

72
(21K1 + 18K2 + 24K3 + 9K4)

En+1 =
h

72
(−5K1 + 6K2 + 8K3 − 9K4)

Ο όρος En+1 χρησιµοποιείται για εκτίµηση του ΤΣ∆ και προσαρµογή του ϐήµατος ενώ δεν

χρειάζεται να υπολογίσουµε τον Vn+1.

Παρατηρήσεις Τα παραπάνω αποτελούν συνδυασµό δυο µεθόδων RK, τάξης 2 και τάξης 3, που

επιτρέπουν την εκτίµηση του σφάλµατος.

Οφείλονται στους Bogacki & Shampine και είναι η ϐάση της ode23 στη MATLAB.

Σύνοψη σε πίνακες Butcher
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Προσαρµογή ϐήµατος (από A. Iserles’96) ΄Εστω ότι η εκτίµηση για το ΤΣ∆ είναι lerr.
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set h

evaluate new U

lerr ≤ hδ

t ≥ tN

h← 2h

lerr ≤ 1
10hδ

h← h
2

t← t + h

END

N

N

N

Y

Y

Y

t← t + h

Σύνοψη

• Επανεπίλυση µε την ίδια µέθοδο και υποδιπλάσιο ϐήµα - παρεκβολή

• Επανεπίλυση µε τη µέθοδο διαφορετικής τάξης - ενσωµατωµένες Runge­Kutta

∆ιερεύνηση ευστάθειας

Για να εξετάσουµε την ευστάθεια των άµεσων RK s ≤ 4 σταδίων τις εφαρµόζουµε στο u′ = λh.

Για s ≤ 4, οι συνδυασµοί hλ που επιτρέπονται ώστε να µην υπάρχει αστάθεια ϐρίσκονται εντός

του χωρίου που ικανοποιεί

D := {z := hλ||pn(z)| ≤ 1}, pn(z) =
s∑

j=0

zj

j!

Η εικόνα προέρχεται από τη Scholarpedia1 υπό την επίβλεψη του John Butcher. Παρατηρούµε

1http://www.scholarpedia.org/article/Runge­Kuttamethods
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ότι η περιοχή αυστάθειας µεγαλώνει µε την τάξη της µεθόδου.

Παρεκβολή Richardson2 Τι είναι· Γενική µέθοδος για τη ϐελτίωση προσέγγισης. ΄Εστω ότι

ϑέλουµε να προσεγγίσουµε την άγνωστη ποσότητα W (0) και ότι την προσεγγίζουµε µε κάποια

µέθοδο που χρησιµοποιεί κάποιο ϐήµα, έστω h. ΄Εστω ότι µπορούµε να επιλέξουµε το ϐήµα

όπως ϑέλουµε και ότι ισχύει το «ασυµπτωτικό ανάπτυγµα»:

W (h) = W (0) + ρ1h
p1 + · · ·+ ρps

hps + O(hps+1)

όπου τα h,W (h), p1 < · · · < ps είναι γνωστά και ps+1 > ps. Προσοχή, το W (0) δεν είναι γνωστό,

αλλά η τιµή που προσεγγίζουµε µέσω W (h)!
Τι Ϲητάµε· Με συνδυασµό τιµών του W (γjh) για επιλεγµένα γj να υπολογίσουµε

(̃W )(h) = W (0) + O(hps+1)

οπότε έχουµε µια προσέγγιση του W (0) µε σφάλµα O(hps+1), δηλ. µικρότερο του αρχικού

O(hp1).
ΠΡΟΣΟΧΗ: Η µέθοδος έχει πάρα πολλές εφαρµογές. Αποτελεί µια κλασική τεχνική επιτάχυν-

σης, ένα ϑέµα που ενδιαφέρει σε περιοχές πέραν της επίλυσης Σ∆Ε.

Μεθοδολογία Αν ορίσουµε s τιµές γj ∈ (0, 1), j = 1, ..., s που είναι αποδεκτές (δηλ. όπου

υπολογίζεται το W (γjh), γράφουµε

W (h) = W (0) + ρ1h
p1 + ·ρps

hps + O(hps+1)

W (γ1h) = W (0) + ρ1(γ1h)p1 + ·ρps
(γ1h

ps) + O(hps+1)
...

...
...

W (γsh) = W (0) + ρ1(γsh)p1 + ·ρps
(γsh)ps + O(hps+1)

εποµένως απαλείφοντας το W (0),

W (h)−W (γ1h) = ρ1h
p1(1− γp1

1 ) + · · ·+ ρps
hps(1− γps

1 ) + O(hps+1)
...

...
...

W (h)−W (γsh) = ρ1h
p1(1− γp1

s ) + · · ·+ ρps
hps(1− γps

s ) + O(hps+1)

Εξαιρώντας τους όρους O(hps+1), οι παραπάνω σχέσεις συνήθως επιτρέπουν να υπολογίσουµε

προσεγγίσεις για τους συντελεστές ρj, ας τους ονοµάσουµε ρ̂1, ..., ρ̂ps
(σκεφτείτε το ως γραµµικό

σύστηµα) και µε ϐάση αυτούς να κατασκευάσουµε καλύτερη προσέγγιση του W (0):

Ŵ (h) := W (h)− ρ̂1h
p1 − · · · − ρ̂ps

hps

Προσέξτε : Γενικά

Ŵ (h) = W (0) + O(hps+1)

΄Ακαµπτες ή ∆ύσκαµπτες (stiff ) εξισώσεις
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Σ∆Ε u′ = −c(u− sin t) + cos t, u(0) = 1

Ακριβής λύση u(t) = e−ct + sin t

Αν c ≫ 0, η λύση περιέχει ένα (συνήθως) παροδικό πολύ γρήγορα µεταβαλλόµενο

µέλος και ένα αργά µεταβαλλόµενο µέρος

Περιορισµοί για ∆t

• περιορισµός ακρίβειας

• συνθήκη ευστάθειας

Το πρόβληµα λέγεται δύσκαµπτο στην περιοχή της λύσης u αν υπάρχει συνιστώσα

του u µε µεγάλη διακύµανση σε σχέση µε το µήκος (b− a)−1, όπου t ∈ [a, b].

Απαιτούνται έµµεσες µέθοδοι ή άµεσες µέθοδοι µε µεγάλο χωρίο ευστάθειας
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