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Πανεπιστήµιο Πατρών

Προσεγγίσεις ����

Στρογγύλευση + ειδικοί αριθµοί

• Οι α.κ.υ. είναι ένα (µικροσκοπικό) πεπερασµένο
υποσύνολο των πραγµατικών.

• Πρέπει να τους χρησιµοποιήσουµε για να

αναπαραστήσουµε όλους τους αριθµούς!

• προσεγγίσεις - quantization
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Απεικόνιση fl: R →→→→ F

• συνάρτηση fl: R →→→→ F

• Τρείς περιπτώσεις για το y := fl(x)

� x ∈∈∈∈ F

⇒⇒⇒⇒ y = fl(x)

� x ∉∉∉∉ G 

⇒⇒⇒⇒ υπερχείλιση ή υποχείλιση

� x ∈∈∈∈ G και x ∉∉∉∉F 

⇒⇒⇒⇒ προσέγγιση του x µε στοιχείο fl(x) ∈∈∈∈ F

Πανεπιστήµιο Πατρών

Απεικόνιση πραγµατικών σε ακυ
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Απεικόνιση πραγµατικών σε ακυ
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Απεικόνιση πραγµατικών σε ακυ
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Ειδικοί αριθµοί στο πρότυπο ΙEEE

• ± Inf (infinity), -0 (µείον µηδέν),

• NaN (Not a Number) για αποτέλεσµα άκυρων
πράξεων, π.χ. 0/0, 0 × ∞, κ.λπ.

• Επιτρέπουν να διατηρήσουµε το σύστηµα των
α.κ.υ. «κλειστό»:

� Στο σύστηµα ΙΕΕΕ, κάθε πράξη µε α.κ.υ. οδηγεί σε
µέλος του συστήµατος α.κ.υ.:
�κανονικό ή ειδικό αριθµό του συστήµατος α.κ.υ.

Πανεπιστήµιο Πατρών
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Μη κανονικοποιηµένοι α.κ.υ.

• Συνήθως οι α.κ.υ. IEEE είναι κανονικοποιηµένοι
• Το φάσµα των αναπαραστήσιµων αριθµών της IEEE επεκτείνεται

προς τους πολύ µικρούς (κοντά στο 0) µε «µη κανονικοιηµένους
αριθµοί»
� Πρόκειται για τους α.κ.υ. που έχουν πρώτο ψηφίο 0 (µηδέν), 

δηλ.
� 0.* * * --- * × 2emin

� ∆ηλ.{(0.0---1)2, (0.0---10)2, ...., (0.1----1)2} × 2emin

� Εποµένως, ο ελάχιστος (µη κανονικοποιηµένος) θετικός
αναπαραστήσιµος α.κ.υ. θα είναι ο

0.0---1 × 2emin

� Σε α.κ.υ. ΙΕΕΕ διπλής ακρίβειας, ≈ 4.9407 × 10-324

� Αν το διαιρέσουµε µε y>1 επιστρέφεται 0.

Πανεπιστήµιο Πατρών

Αριθµητικές πράξεις

• Ένα σύστηµα α.κ.υ. δεν πρέπει να εξασφαλίζει
µόνον την αναπαράσταση ...

• .... αλλά και τις αριθµητικές πράξεις µεταξύ των
µελών του.

• Συµβαίνει αριθµητική εξαίρεση όταν το αποτέλεσµα
είναι NaN ή ±∞∞∞∞ ή αν

fl(x ⊙⊙⊙⊙ y) ≠≠≠≠ x ⊙⊙⊙⊙ y ή

• Στην IEEE ορίζεται λεπτοµερώς ποιές είναι οι
εξαιρέσεις και τι γίνεται όταν προοκύπτουν.



Page 6
66

Πανεπιστήµιο Πατρών

Αριθµητικές εξαιρέσεις (exceptions)

στρογγύλευσηfl(x ⊙ y) ≠≠≠≠ x ⊙ yInexact

± 0, ± Nmin ή

subnormal
Underflow

± InfΠεπερασµένος αριθµ./0Divide by 0

± Inf ή ± NmaxOverflow

NaN0/0, 0 × InfInvalid op

αποτέλεσµαπαράδειγµαΕξαίρεση

Nmin, Nmax είναι οι κανονικοποιηµένοι ελάχιστοι και µέγιστοι α.κ.υ.

ΠΡΟΣΟΧΗΠΡΟΣΟΧΗ: : ΟΟ έλεγχοςέλεγχος ((NaNNaN====NaNNaN) ) επιστρέφειεπιστρέφει 00

ΤοΤο NaNNaN είναιείναι ηη µόνηµόνη ««ποσότηταποσότητα»» πουπου έχειέχει αυτήαυτή τητη συµπεριφοράσυµπεριφορά..
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Παραδείγµατα

• Στη MATLAB: προσέξτε τις παρακάτω εντολές

realmaxrealmax

ans =ans =

7fefffffffffffff7fefffffffffffff

>> format long e>> format long e

>> ans>> ans

ans =ans =

1.797693134862316e+3081.797693134862316e+308

>> ans*2>> ans*2

ans =ans =

InfInf

ΠαρόλαΠαρόλα αυτάαυτά, , δείτεδείτε τοτο περίεργοπερίεργο

>> >> realmaxrealmax+100+100

ans =ans =

1.797693134862316e+3081.797693134862316e+308

%% %% γιατίγιατί!!

>> realmin

ans =

2.225073858507201e-308

>> format hex
>> ans

ans =

0010000000000000

>> realmin/2^51

ans =

0000000000000002

>> realmin/2^52

ans =

0000000000000001
>> ans/2

ans =

0000000000000000

>> format long e

>> realmin/2^52

ans =

4.940656458412465e-324
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Ερώτηµα: Γιατί στην α.κ.υ. IEEE διπλής ακρίβειας (default της MATLAB) δεν ισχύει ότι
z = 100; realmax+z = Inf, 

Σηµειώνουµε ότι το ίδιο ισχύει κι αν προσθέσουµε µεγαλύτερα z (όχι µόνο 100).
Ανάλυση: Προσέξτε ότι σε 16δική αναπαράσταση
>> realmax

ans = 7fefffffffffffff

>> realmax+100

ans = 7fefffffffffffff

δηλαδή δεν υπάρχει καµµιά αλλαγή. Αυτό οφείλεται στον τρόπο που υλοποιείται η άθροιση α.κ.υ. 

Γιατί; Στην αριθµητική κινητής υποδιαστολής, ένα από τα αρχικά βήµατα είναι α) η σύγκριση των εκθετών
και αύξηση του µικρότερου µέχρι να εξισωθεί µε το µεγαλύτερο και β)  ισάριθµους υποδιπλασιαµούς
της ουράς του. 

Ενδέχεται, κατά τη διάρκεια της διαδικασίας, να µηδενιστεί η ουρά του µικρότερου αριθµού και να µην
επιδράσει στην άθροιση:

x = mx ×××× 2ex, y = my ×××× 2ey, και x >= y τότε το x+y υπολογίζεται «περίπου» ως εξής

x + y = ( mx + (my ×××× 2-(ex-ey) ) ) ×××× 2ex 

εποµένως αν e_x – e_y >= t (µήκος ουράς) ο όρος my ×××× 2-(ex-ey) µηδενίζεται και δεν επιδρά στο
αποτέλεσµα.

ΠΡΟΣΟΧΗ: η παραπάνω απορρόφηση συµβαίνει όταν οι αριθµοί που πρέπει να προστεθούν διαφέρουν
πάρα πολύ σε µέγεθος εκθέτη π.χ. 1+(1/realmax) =1.

Πανεπιστήµιο Πατρών

ΕρώτησηΕρώτηση: : ΠοιάΠοιά διαφοράδιαφορά τάξηςτάξης µπορείµπορεί νανα δηµιουργήσειδηµιουργήσει τέτοιοτέτοιο πρόβληµαπρόβληµα στοστο

σύστηµασύστηµα ΙΕΕΕΙΕΕΕ µεµε διπλήδιπλή ακρίβειαακρίβεια ((t=53)t=53);;

ΗΗ ουράουρά µηδενίζεταιµηδενίζεται ότανόταν τοτο πρώτοπρώτο bit bit ((hidden) hidden) πουπου αντιστοιχείαντιστοιχεί στοστο 1. 1. διολισθίσειδιολισθίσει

δεξιάδεξιά κατάκατά 53 53 δυαδικέςδυαδικές θέσειςθέσεις..

ΕποµένωςΕποµένως αρκείαρκεί οιοι εκθέτεςεκθέτες νανα διαφέρουνδιαφέρουν κατάκατά 225353 ..

ΠαράδειγµαΠαράδειγµα (MATLAB)(MATLAB)::

2^522^52

ans = 4.503599627370496e+015ans = 4.503599627370496e+015

>> 1+ans>> 1+ans

ans = 4.503599627370497e+015ans = 4.503599627370497e+015

>> 2^53>> 2^53

ans = 9.007199254740992e+015ans = 9.007199254740992e+015

>> 1+ans>> 1+ans

ans = 9.007199254740992e+015ans = 9.007199254740992e+015

∆ηλ∆ηλ.. 225353+1=2+1=25353 ..

ΠροσέξτεΠροσέξτε επίσηςεπίσης ότιότι 22--5252 = = epseps..
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Είδη στρογγύλευσης

• Πώς λειτουργεί το fl(.) όταν x ∈ G αλλά x ∉∉∉∉ F;

• ΑΡΧΗ: Ο αριθµός που θα χρησιµοποιήσουµε εξαρτάται από τη σχέση του x µε τους
α.κ.υ. που ορίζουν το ελάχιστο διάστηµα που το εγκλείει.

• Προς τον πλησιέστερο «ζυγό»:
y = fl(x) όπου y = arg miny* ∈ F |y

*-x|

� Αν το x ισαπέχει από τα άκρα του διαστήµατος, τότε στρογγυλεύουµε προς τον αριθµό
που έχει 0 ως τελικό ψηφίο στην ουρά.

• Αποκοπή (στρογγύλευση προς 0)
• Κατευθυνόµενη (χρήσιµη σε ορισµένες εφαρµογές, π.χ. Αριθµητική διαστηµάτων):

� Προς +∞
� Προς -∞

Πανεπιστήµιο Πατρών

• Η απόσταση διαδοχικών κανονικοποιηµένων α.κ.υ. για
δεδοµένο εκθέτη είναι το µήκος του διαστήµατος που τα

χωρίζει:

d = ββββ-(t-1) × βe

Εποµένως, 

max |fl(x)-x| = d/2 = ββββ -(t-1)× βe /2

σε δυαδικό σύστηµα:

max |fl(x)-x| = 2e-t
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Σφάλµα στρογγύλευσης

• To |fl(x)-x| αποκαλείται
απόλυτο σφάλµα στρογγύλευσης.

• Το απόλυτο σφάλµα στρογγύλευσης µεγιστοποιείται (τοπικά) όταν το «υπό
στρογγύλευση» x ∈∈∈∈ R εξαρτάται από το είδος στρογγύλεθσης που χρησιµοποείται. 
Έστω ότι x- < x < x+, όπου x-, x+ ∈∈∈∈ F είναι οι α.κ.υ. που περιβάλλουν το x. Τότε το
απόλυτο σφάλµα στρογγύλευσης µεγιστοποιείται όταν το x κείται: 
� α) στο µέσο του διαστήµατος, αν χρησιµοποιούµε στρογγγύλευση προς το πλησιέστερο

(το “default” στην α.κ.υ. ΙΕΕΕ).
� β) αµέσως πριν το «δεξιό» άκρο του διαστήµατος, αν έχουµε αποκοπή θετικού.
� γ) αµέσως µετά το «αριστερό» άκρο του διαστήµατος αν έχουµε στρογγύλευση προς το

+∞∞∞∞

� προς τον πλησιέστερο θα είναι ίσο µε το µέγεθος του διαστήµατος Έτσι υπολογίσαµε το
µέγιστο δυνατό σφάλµα στρογγύλευσης.

• Το µέγεθος του απoλύτου σφάλµατος αλλάζει µε τον εκθέτη που αντιστοιχεί στην
κανονικοποιηµένη αναπαράσταση του x. 

• Συνήθως «αποκλιµακώνουµε» και µελετάµε το σχετικό σφάλµα στρογγύλευσης:

rel(x) = |fl(x)-x|/|x|

Πανεπιστήµιο Πατρών

Παρατηρήσεις

• Αξίζει να προσέξετε από τώρα ότι παρόλο που ενδιαφερόµαστε για τα
σφάλµατα, τις περισσότερες περιπτώσεις δεν µπορούµε να τα υπολογίσουµε
ακριβώς!

• … αν µπορούσαµε, δεν θα είχαµε αντικείµενο συζήτησης, καθώς θα
µπορούσαµε να προσθέσουµε την υπολογισµένη τιµή στο σφάλµα και να
λάβουµε την ακριβή τιµή (που γενικά είναι άγνωστη!)

Εποµένως «χαλαρώνουµε» και όταν αναφερόµαστε στην «εύρεση του
σφάλµατος» συνήθως εννοούµε την εύρεση «καλού άνω φράγµατος» για το

µέγεθος του σφάλµατος

• … αντί τον ακριβή υπολογισµό του σφάλµατος, που γενικά είναι αδύνατος,
• … όπως παραπάνω, που διερευνήσαµε ποιο µπορεί να είναι το µέγιστο

σφάλµα στρογγύλευσης αν x ∈∈∈∈ (x-, x+) και πότε µεγιστοποιείται. 
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Μονάδα στρογγύλευσης

• Επειδή τα σφάλµατα είναι συνήθως µικρά, τα µετράµε µε βάση τη «µονάδα στρογγύλευσης» που
αναδεικνύει τη διακριτότητα της αναπαράστασης. 

• Η µονάδα στρογγύλευσης είναι το µέγιστο σχετικό σφάλµα στρογγύλευσης (θεωρούµε ότι ο αριθµός
δεν είναι 0).

• Την ορίζουµε βάσει του συγκεκριµένου συστήµατος α.κ.υ. και των επιλογών που έχουν γίνει όσον
αφορά
� 1) στην αναπαράσταση
� 2) στο είδος στρογγύλευσης που χρησιµοποιείται.

• Αν π.χ. χρησιµοποιείται η αναπαράσταση 1.µµµµ … µµµµtttt-1 β
e και στρογγύλευση προς το πλησιέστερο, 

• To u αποκαλείται «µονάδα στρογγύλευσης» (unit roundoff)
� χρησιµοποιείται εκτενέστατα ως µονάδα µέτρησης σφαλµάτων.

max rel(x) =
βe−t+1

2βe
=
β−t+1

2
:= u

Πανεπιστήµιο Πατρών

Μονάδα στρογγύλευσης

• Επειδή τα σφάλµατα είναι συνήθως µικρά, τα µετράµε µε βάση τη «µονάδα στρογγύλευσης»
που αναδεικνύει τη διακριτότητα της αναπαράστασης. 

• Η µονάδα στρογγύλευσης είναι το µέγιστο σχετικό σφάλµα στρογγύλευσης (θεωρούµε ότι ο
αριθµός δεν είναι 0).

• Την ορίζουµε βάσει του συγκεκριµένου συστήµατος α.κ.υ. και των επιλογών που έχουν γίνει
όσον αφορά

� 1) στην αναπαράσταση
� 2) στο είδος στρογγύλευσης που χρησιµοποιείται.

• Αν π.χ. χρησιµοποιείται η αναπαράσταση 1.µµµµ … µµµµtttt-1 β
e και στρογγύλευση προς το

πλησιέστερο, 

• To u αποκαλείται «µονάδα στρογγύλευσης» (unit roundoff)
� χρησιµοποιείται εκτενέστατα ως µονάδα µέτρησης σφαλµάτων.
ΠΡΟΣΟΧΗ: Αν αλλάξει ο τρόπος στρογγύλευσης, θα αλλάξει και το u.
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• Στην α.κ.υ. ΙΕΕΕ µε στρογγύλευση προς

πλησιέστερο, β=2, οπότε

� για αριθµητική µονής ακρίβειας

u = 2-t = 2-24 ≈ 5.96 × 10-8

� για αριθµητική διπλής ακρίβειας (default MATLAB)

u = 2-t = 2-53 ≈ 1.11 × 10-16

Πανεπιστήµιο Πατρών
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Έψιλον της µηχανής και ulp

• eps µηχανής: Είναι η απόσταση του 1 από τον αµέσως
επόµενο α.κ.υ., έστω 1+   δηλ. εM = 1

+ - 1

• Στο σύστηµα α.κ.υ. ΙΕΕΕ εΜ = 2
-t+1= 2u

� εΜ διπλής ακρίβειας = 2
-52 ≈≈≈≈ 10-16

� Το εΜ υπάρχει χρησιµοποιείται σε αλγορίθµους γιατί
δείχνει τη διακριτότητα του συστήµατος α.κ.υ. ∆είτε π.χ. 
τη συνάρτηση rank της MATLAB.

� To εΜ ορίστηκε βάσει του 1. Η γενίκευσή του σε
µεγαλύτερους αριθµούς ονοµάζεται ulp (units in the 
last place)

� Αν x = m ×××× 2E τότε ulp(x) = εΜ ×××× 2E

Πανεπιστήµιο Πατρών

RANK   Matrix rank.

RANK(A) provides an estimate of the number of linearly

independent rows or columns of a matrix A.

RANK(A,tol) is the number of singular values of A

that are larger than tol.

RANK(A) uses the default tol = max(size(A)) * norm(A) * eps.

Η rank επιστρέφει την τάξη του µητρώου. Επειδή όµως ο ορισµός της τάξης εξαρτάται από το

πλήθος των ιδιαζουσών τιµών που είναι µη µηδενικές, τίθεται το θέµα τι σηµαίνει όταν λέµε

ότι καποια ποσότητα είναι 0; Θα πρέπει να είναι ακριβώς 0; Ή θα δεχτούµε ότι λόγω

«θορύβου» στους υπολογισµούς, ό,τι είναι κάτω από κάποιο κατώφλι µπορεί να ληφθεί και

αυτό ως 0; Στην πράξη χρησιµοποιείται η δεύτερη ερµηνεία, οπότε χρειάζεται να οριστεί το

κατώφλι, κάτι που γίνεται βάσει του eps. Για παράδειγµα, help rank της MATLAB επιστρέφει

Στη MATLAB 7.5
>> eps('single')
ans = 1.1921e-007
>> eps('double')
ans = 2.2204e-016

>> eps
ans = 2.2204e-016
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Πράξεις α.κ.υ.

� Η συζήτηση δεν εξαντλείται στην αναπαράσταση των αριθµών!

� Το επόµενο µεγάλο θέµα αφορά στην υλοποίηση των πράξεων
στο σύστηµα α.κ.υ.

� ... και στα σφάλµατα που προκύπτουν από την υλοποίησή τους
σε σχέση µε τα «θεωρητικά αποτελέσµατα» της «αριθµητικής
άπειρης ακρίβειας».

• Το ζήτηµα είναι οι «πράξεις α.κ.υ.» που αντιστοιχούν στις
συνηθισµένες πράξεις σε αριθµητική άπειρης ακρίβειας.

� Υλοποίηση των πράξεων ���� θέµα Computer Arithmetic

� Τα χαρακτηριστικά τους ���� σφάλµατα, ειδικές περιπτώσεις.

Πανεπιστήµιο Πατρών

Αξιώµατα αριθµητικής στο πεδίο RRRR

• Α0: x, y ∈∈∈∈ RRRR ⇒⇒⇒⇒ x+y ∈∈∈∈ RRRR

• A1: x+y = y+x
• A2: x+(y+z) = (x+y)+z
• A3: ∃∃∃∃ 0 ∈∈∈∈ RRRR τ.ώ. ∀∀∀∀ x ∈∈∈∈ RRRR, x+0 = x
• A4: ∀∀∀∀ x ∈∈∈∈ RRRR, ∃∃∃∃ (-x) ∈∈∈∈ RRRR τ.ώ. x+(-x) = 0

• Π0: x, y ∈∈∈∈ RRRR ⇒⇒⇒⇒ x ×××× y ∈∈∈∈ RRRR
• Π1: x ×××× y = y ×××× x
• Π2: x ××××(y ×××× z) = (x ×××× y) ×××× z
• Π3: ∃∃∃∃ 1 ∈∈∈∈ RRRR τ.ώ. ∀∀∀∀ x ∈∈∈∈ RRRR, x ×××× 1 = x
• Π4: ∀∀∀∀ x ∈∈∈∈ RRRR, τ.ώ. x ≠≠≠≠ 0, ∃∃∃∃ x-1 ∈∈∈∈ RRRR τ.ώ. x ×××× x-1 = 1

• E0: x ×××× (y+z) = x ×××× y + x ×××× z

Αρκετές από τις παραπάνω ιδιότητες δεν ισχύουν στους α.κ.υ.
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• Οι παρακάτω πράξεις είναι ισοδύναµες και το αποτέλεσµα ίσο µε
10, αλλά σε α.κ.υ. ΙΕΕΕ διπλής ακρίβειας (π.χ. στη MATLAB)

• Προσέξτε ότι 1020 > 252 εποµένως τα παραπάνω πρέπει να
αναµένονται!

• Ερώτηση: Από τους 24 (=4!) τρόπους υπολογισµού παραπάνω, 
ποιοί επιστρέφουν σωστό αποτέλεσµα;

1020 + 20− 10− 1020 = 0

1020 + 20− 1020 − 10 = -10

1020 − 10− 1020 + 20 = 20

Πανεπιστήµιο Πατρών

Παράδειγµα παρατυπιών

• Ερώτηµα: Αν xxxx ∈∈∈∈ F, ισχύουν τα παρακάτω;

• 1×̃x = x

• x �= 0⇒ x/̃x = 1

• 0.5×̃x= x/̃2

• y ∈ F, x−̃y = 0⇒ x = y

ΠρινΠριν απόαπό τοτο 1980 1980 υπήρχανυπήρχαν ΗΗ//ΥΥ γιαγια τουςτους οποίουςοποίους ηη απάντησηαπάντηση σεσε έναένα

ήή περισσότεραπερισσότερα απόαπό τατα παραπάνωπαραπάνω ερωτήµαταερωτήµατα ήτανήταν αρνητικήαρνητική..

ΣτηνΣτην αα..κκ..υυ. . IEEE IEEE οιοι απαντήσειςαπαντήσεις σεσε όλαόλα τατα παραπάνωπαραπάνω είναιείναι ΝΑΙΝΑΙ..
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Παράδειγµα

• ∆εν ισχύει πάντα το Α2:

t1 = fl(x+ y) s1 = fl(y+ z)
t2 = fl(t1 + z) s2 = fl(x+ s1)

∆εν εξασφαλίζεται η ισότητα

t = s

δηλαδή η ισότητα

fl((x+y)+z) = fl(x+(y+z))

Πανεπιστήµιο Πατρών

Σε MATLAB @ P4 το αποτέλεσµα ήταν ιndex = [49    98   103   107   161]

Αν τρέξουµε ως 1000, υπάρχουν 82 αριθµοί που αποτυγχάνουν στο παραπάνω τεστ

Αποτυχία του Π4

index = [];
for i=1:170

if ((1/i)*i˜= 1)
index = [index i]
pause;

end;
end;
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• Σε σχέση µε το Α3:

• Μπορεί να ισχύει

x, y \in F\{0} αλλά x   y = x 

• Παράδειγµα: 
|x| ≫≫≫≫ |y| και κατά την εκτέλεση της άθροισης, η εξοµοίωση του

εκθέτη του y µε εκείνον του x οδηγεί σε απώλεια όλων των
ψηφίων της ουράς του y.

• Χαρακτηριστική είναι η περίπτωση που x=1. 

• Για τους λόγους που αναφέραµε θα υπάρχουν

y ≠≠≠≠ 0 τ.ώ. 1   y = 1.

• Το µέγιστο αυτό y είναι περίπου ίσο µε εΜ

+̃

Πανεπιστήµιο Πατρών
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Παρατηρήσεις

• Η διασφάλιση της συνθήκης ακριβούς στρογγύλευσης δεν

είναι προφανής:

� Φαίνεται να απαιτούνται µεγάλοι καταχωρητές για την

αποθήκευση των ενδιάµεσων αποτελεσµάτων.

• Σηµαντικό αποτέλεσµα (1980-)

� Για τη σωστή υλοποίηση της συνθήκης αρκούν πολύ λίγα

επιπλέον ψηφία/bits:

�Ψηφίο στρογγύλευσης

�Ψηφίο προστασίας

�Κολλώδες (sticky) bit

Πανεπιστήµιο Πατρών
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T= 1.0

While (1.0+T > 1.0)

T=T/2.0;

End

T = T*2.0;

Το παρακάτω πρόγραµµα υπολογίζει το ελάχιστο y για το οποίο ισχύει το
1+y > 0 και που είναι της µορφής 1.0 × 2p

Αν τρέξετε το παραπάνω πρόγραµµα στη MATLAB, π.χ. σε P4 (α.κ.υ. ΙΕΕΕ):

Τ = 2.220446049250313e-016

σε 16κή µορφή (για συνοπτική αναπαράσταση του δυαδικού) είναι

(3cb0000000000000)16

Αυτό συµπίπτει µε το εΜ που επιστρέφει η MATLAB.

Παρατήρηση: Παρόλα αυτά, ο Τ δεν είναι ο ελάχιστος κανονικοποιηµένος

θετικός α.κ.υ. για τον οποίο ισχύει ότι 1+Τ > 1.

Ο αριθµός αυτός είναι ο

2-53+2-105 = (3ca0000000000001)16

Πανεπιστήµιο Πατρών

Παρατηρήσεις

• Χρήσιµο να υπάρχουν προγράµµατα που ανακαλύπτουν και
αναδεικνύουν στοιχεία για το σύστηµα αριθµητικής

� Παλαιότερα ήταν απολύτως απαραίτητα, π.χ.
�PARANOIA (Kahan)

�MACHAR (Cody)

�Τα προγράµµατα αυτά είναι δύσκολο να γραφτούν γιατί
λειτουργούν στα άκρα της αριθµητικής (extreme 
arithmetic!!!)

�Για «φανατικούς» (το συνιστώ θερµά ακόµα και αν δεν το
καταλάβετε εντελώς!!!!)

� Το άρθρο του Kahan, “MATLAB’s loss is nobody’s gain”
(2004)
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Προβληµατισµός στα GPUs

Πανεπιστήµιο Πατρών

Από MACHAR (Cody)

A = ONE

10 A = A + A

TEMP = A+ONE

TEMP1 = TEMP-A

IF (TEMP1-ONE .EQ. ZERO) GO TO 10

B = ONE

20 B = B + B

TEMP = A+B

ITEMP = INT(TEMP-A)

IF (ITEMP .EQ. 0) GO TO 20

IBETA = ITEMP

BETA = CONV(IBETA)

C-----------------------------------------------------------------------

C  Determine IT, IRND.

C-----------------------------------------------------------------------

IT = 0

B = ONE

100 IT = IT + 1

B = B * BETA

TEMP = B+ONE

TEMP1 = TEMP-B

IF (TEMP1-ONE .EQ. ZERO) GO TO 100
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Τα κεντρικά θέµατα

• Τι αποτελέσµατα προκύπτουν µετά από πράξεις α.κ.υ. ;
• Πώς µετράµε το σφάλµα;
• Πώς διαδίδονται τα σφάλµατα

� Αν υπάρχουν στα δεδοµένα εισόδου

� Αυτά που προκύπτουν κατά τη διάρκεια των
υπολογισµών;

� πώς επηρεάζουν τα τελικά αποτελέσµατα;
• Πώς µπορούµε να µετρήσουµε την αξιοπιστία

� των αποτελεσµάτων;
� του αλγορίθµου και της υλοποίησής του;

Πανεπιστήµιο Πατρών

Βασικοί κανόνες διάδοσης σφάλµατος

• Έστω x,y ∈∈∈∈ F και ότι δεν έχουµε υπερχείλιση ή υποχείλιση στην

εκτέλεση του x ⊙⊙⊙⊙ y, τότε

• Αν ισχύουν τα παραπάνω τότε ισχύουν επίσης

|fl(x⊙ y)− (x⊙ y)|

|x⊙ y|
≤ u, x⊙ y �= 0, ⊙ ∈ {+,−,×, /}.

Οι παραπάνω σχέσεις είναι τα βασικά εργαλεία: 

Με συστηµατική χρήση τους θα µελετήσουµε τη διάδοση και θα εκτιµήσουµε

φράγµατα για το τελικό σφάλµα υπολογισµών µε α.κ.υ.
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Πανεπιστήµιο Πατρών

Παρατηρήσεις

• Αξίζει να προσέξετε από τώρα ότι παρόλο που ενδιαφερόµαστε για τα
σφάλµατα, τις περισσότερες περιπτώσεις δεν µπορούµε να τα υπολογίσουµε
ακριβώς!

• … αν µπορούσαµε, δεν θα είχαµε αντικείµενο συζήτησης, καθώς θα
µπορούσαµε να προσθέσουµε την υπολογισµένη τιµή στο σφάλµα και να
λάβουµε την ακριβή τιµή (που γενικά είναι άγνωστη!)

Εποµένως «χαλαρώνουµε» και όταν αναφερόµαστε στην «εύρεση του
σφάλµατος» συνήθως εννοούµε την εύρεση «καλού άνω φράγµατος» για το

µέγεθος του σφάλµατος

• … αντί τον ακριβή υπολογισµό του σφάλµατος, που γενικά είναι αδύνατος,
• … όπως παραπάνω, που διερευνήσαµε ποιο µπορεί να είναι το µέγιστο

σφάλµα στρογγύλευσης αν x ∈∈∈∈ (x-, x+) και πότε µεγιστοποιείται. 
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Πανεπιστήµιο Πατρών

Βασικοί κανόνες διάδοσης σφάλµατος

• Έστω x,y ∈∈∈∈ F και ότι δεν έχουµε υπερχείλιση ή υποχείλιση στην

εκτέλεση του x ⊙⊙⊙⊙ y, τότε

• Αν ισχύουν τα παραπάνω τότε ισχύουν επίσης

|fl(x⊙ y)− (x⊙ y)|

|x⊙ y|
≤ u, x⊙ y �= 0, ⊙ ∈ {+,−,×, /}.

Οι παραπάνω σχέσεις είναι τα βασικά εργαλεία: 

Με συστηµατική χρήση τους θα µελετήσουµε τη διάδοση και θα εκτιµήσουµε

φράγµατα για το τελικό σφάλµα υπολογισµών µε α.κ.υ.
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Πανεπιστήµιο Πατρών

Τι µπορούµε να πούµε για το σφάλµα;

• Από τα παραπάνω µπορούµε να µελετήσουµε το σφάλµα

για τις δυο µεθόδους υπολογισµού.
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Τι µπορούµε να πούµε για το σφάλµα;

• Από τα παραπάνω µπορούµε να µελετήσουµε το σφάλµα

για τις δυο µεθόδους υπολογισµού.

Πανεπιστήµιο Πατρών

Από το απόλυτο στο σχετικό σφάλµα

• Το άνω φράγµα για το απόλυτο σφάλµα εξαρτάται από τα
µεγέθη των xxxx, yyyy, zzzz

• Πώς φράσσεται το αντίστοιχο σχετικό σφάλµα; 

ΕΡΩΤΗΣΗ: Ποιο είναι το µειονέκτηµα αυτού του φράγµατος;
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Από το απόλυτο στο σχετικό σφάλµα

• Το άνω φράγµα για το απόλυτο σφάλµα εξαρτάται από τα
µεγέθη των xxxx, yyyy, zzzz

• Πώς φράσσεται το αντίστοιχο σχετικό σφάλµα; 

ΕΡΩΤΗΣΗ: Ποιο είναι το µειονέκτηµα αυτού του φράγµατος;

Πανεπιστήµιο Πατρών

Από το απόλυτο στο σχετικό σφάλµα

1. Το φράγµα εξαρτάται από τις τιµές των xxxx, yyyy, zzzz

• ουσιαστικά δεν έχουµε καταφέρει να φράξουµε το
πίσω σφάλµα

2. Το φράγµα µπορεί να γίνει πολύ µεγάλο

(αποκλειστικά λόγω του πρώτου όρου), οπότε θα
είναι άχρηστο

• δηλ. αν (|xxxx|+ |yyyy|+ |zzzz|)/|xxxx+ yyyy+zzzz| είναι πολύ

µεγάλο

• Μπορούµε πολύ καλύτερα αν έχουµε

περισσότερες πληροφορίες για το πρόβληµα:

• π.χ. αν τα xxxx, yyyy, zzzz είναι οµόσηµα
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Άνω φράγµα για το σχετικό σφάλµα

• Όταν xxxx, yyyy, zzzz οµόσηµοι τότε

• πολύ καλό άνω φράγµα, µας πληροφορεί ότι το σφάλµα θα
είναι µικρό (τάξης u)

• ίδιο φράγµα και για την εναλλακτική άθροιση

xxxx+(yyyy+zzzz)

• είναι όµως απαραίτητο να κάνουµε υποθέσεις για τις τιµές
xxxx, yyyy, zzzz

Πανεπιστήµιο Πατρών

Σε άλλες περιπτώσεις µπορούµε πολύ καλύτερα
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Σε άλλες περιπτώσεις µπορούµε πολύ καλύτερα

Πανεπιστήµιο Πατρών

Επεκτείνεται ακόµα και αν έχουµε
σφάλµατα στην είσοδο

από δυωνυµικό ανάπτυγµα
κυρίαρχος όρος ανω φράγµατος

µπορούµε να είµαστε πολύ ικανοποιηµένοι
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Επεκτείνεται ακόµα και αν έχουµε σφάλµατα στην είσοδο

από δυωνυµικό ανάπτυγµα
κυρίαρχος όρος ανω φράγµατος

µπορούµε να είµαστε πολύ ικανοποιηµένοι

Πανεπιστήµιο Πατρών

Εµπρός σφάλµα – εµπρός ανάλυση σφάλµατος

• Η διαδικασίες που είδαµε πριν συνοψίζονται ως εξής:

• Εκκινώντας από τα στοιχεία εισόδου και παρακολουθώντας

το σφάλµα σε κάθε πράξη προσπαθούµε να φράξουµε το

µέγιστο απόλυτο ή σχετικό σφάλµα που θα µπορούσε να

προκύψει στο τελικό αποτέλεσµα –

� αναζητούµε δηλαδή το ελάχιστο άνω φράγµα!

• Η ιδέα είναι απλή

� …. αλλά η εφαρµογή της µπορεί να είναι περίπλοκη

� …. σκληρή άσκηση σε ανισότητες

� …. τεράστιες εκφράσεις … κ.λπ.
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(Η απόδειξη – πραιρετική - στο βιβλίο)

Πανεπιστήµιο Πατρών
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Πανεπιστήµιο Πατρών
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Χρήση σε προηγούµενο παράδειγµα

Πανεπιστήµιο Πατρών

Χρήση σε προηγούµενο παράδειγµα


