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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 16, 18/12/09

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Προβλήµατα σε 2 ή περισσότερες διαστάσεις (Μερική διαφορική εξίσωση)

L: −(uxx + uyy) = f(x, y) (αποκαλείται εξίσωση Laplace αν f ≡ 0, και Poisson διαφορετικά.)

B: u(x, y) γνωστή στο σύνορο ∂Ω

Ω: [0, 1] × [0, b]

D


L(u)=f


B(u)=0


΄Εστω h = 1
m+1

= b
n+1

:

Ω → Ωh = {(xi, yj)|xi = ih, yj = jh; i = 0 : m + 1, j = 0 : n + 1}

L → Lh: διακριτοποίηση µε κεντρισµένες διαφορές 2ης τάξης

uxx(xi, yj) =
Ui−1,j − 2Ui,j + Ui+1,j

h2
+ O(h2)

uyy(xi, yj) =
Ui,j−1 − 2Ui,j + Ui,j+1

h2
+ O(h2)

uxx(xi, yj) + uyy(xi, yj) ≈
Ui−1,j + Ui,j−1 − 4Ui,j + Ui+1,j + Ui,j+1

h2

΄Αστρο 5 σηµείων :
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Φυσική αρίθµηση πλέγµατος σε 2 διαστάσεις
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∆ιακριτές εξισώσεις

−Ui−1,j − Ui,j−1 + 4Ui,j − Ui+1,j − Ui,j+1

h2
= Fi,j i = 1 : m, j = 1 : n

µε τις κατάλληλες συνοριακές τιµές

U0,j, Um+1,j, Ui,0, Ui,n−1

Σύστηµα m × n εξισώσεων για ισάριθµους αγνώστους :
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Τριδιαγώνιο ως προς τους ορµαθούς :
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όπου T = tridm[−1, 4,−1] και I = eye(m)

Μητρείο Ϲώνης

µπορεί να δειχθεί ΣΘΕ

↓
A(k|k) ⇒ A(k|k) = L(k|0)U(0|k)

↓
Tαρθ ≈ O(nm2) αντί O((mn)3)

Υπάρχουν ταχύτερες µέθοδοι για το πρόβληµα αυτό :



c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-09 4

Ταχείς ελλειπτικοί επιλυτές

Tαρθ ≈ O(n2 log n) αν m = n ... ακόµα και O(n2)

Επαναληπτικές µέθοδοι για µεγάλα και πιο δύσκολα προβλήµατα, π.χ.

−a(x, y)uxx − b(x, y)uyy + c(x, y)u(x, y) = d(x, y)

ΤΜΗΥΠ ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΙΙ !!!

Επίλυση προβλήµατος αρχικών τιµών Σ∆Ε πρώτης τάξης (πρόβληµα Cauchy):

du

dt
= f(t, u), µε αρχική τιµή u(t0) = c.

όπου t ϑεωρείται «χρόνος», u, f ∈ R
n και c ∈ R

n είναι κάποια σταθερά.

Ενδιαφερόµαστε για (όλες, µερικές ή µόνον τις τελικές) τιµές του u για το χρονικό διάστηµα

[t0, T ].

• Αν η f εξαρτάται µόνον από το t και όχι από το u τότε το πρόβληµα µοιάζει µε τον

υπολογισµό του ολοκληρώµατος της f : u(t) = c +
∫ t

t0
f(τ)dτ.

• µόνο που στην (υπολογιστική) ολοκλήρωση ενδιαφερόµαστε για τη µια τιµή u(t) ενώ στην

επίλυση της Σ∆Ε ενδιαφέρει η προσέγγιση µιας συνάρτησης (της u):

{ ... µέσω τιµών της στο [t0, t]: [u(t0), u(t1), ..., u(tn)]: κοµβική συνάρτηση

{ ... µπορεί όµως να µας ενδιαφέρει µόνον το u(t).

• Συνθήκη Lipschitz:

‖f(t, u) − f(t, v)‖ ≤ λ‖u − v‖, ∀u, v ∈ R
n, t ≥ t0

όπου η «σταθερά Lipschitz» λ > 0 είναι ανεξάρτητη των u, v.

• Θεώρηµα ύπαρξης : Αν ισχύει η συνθήκη Lipschitz η ∆Ε έχει µοναδική λύση.

Παρατηρήσεις για τη Σ∆Ε Κάτω από ορισµένες προϋποθέσεις (π.χ. αν ισχύει η συνθήκη Lip­

schitz), το πρόβληµα du
dt

= f(t, u), u(t0) = c καθορίζει µια οικογένεια από λύσεις u(t):

• X Για την du
dt

= f(t), u(t0) = c: Κάθε λύση µπορεί να υπολογιστεί µε αριθµητική

ολοκλήρωση:

u(t) = c +

∫ t

t0

f(τ)dτ.

• XΟι λύσεις διαφέρουν µόνον κατά τη σταθερά c που έχει καθοριστεί από τις αρχικές

τιµές.
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• X Κάθε µέλος της οικογένειας έχει την ίδια κλίση f(t).

• X Κάθε µέλος της οικογένειας των λύσεων της du
dt

= f(t, u), µε αρχική τιµή u(t0) = c.

µπορεί να υπολογιστεί µε µεθόδους για την αριθµητική επίλυση προβληµάτων αρχικών

τιµών.

• X Κάθε µέλος της οικογένειας έχει διαφορετική κλίση f(t, u).

• Στη 1η περίπτωση µπορούµε να ϐρούµε τις τιµές της u(t) µε όποια σειρά, π.χ. u(τn), u(τ3), u(τ1).
Στη 2η, συνήθως, δεν µπορούµε να υπολογίσουµε την τιµή της du

dt
= f(t, u) στο τ µέχρι

να γνωρίζουµε και την τιµή της u(τ).

Παράδειγµα Η λύση της Σ∆Ε

du

dt
= e−t, u(0) = c.

είναι

u(t) = u(0) + 1 − e−t

και της

du

dt
= −u, u(0) = c.

είναι

u(t) = e−tu(0)

Για κάθε δυνατή τιµή του u(0) υπάρχει µια λύση. Παρακάτω παρουσιάζονται οι ακριβείς λύσεις

για κάθε µια από τις προηγούµενες εξισώσεις.

Προσέξτε ότι για δεδοµένο t, οι ακριβείς λύσεις της 1ης εξίσωσης έχουν την ίδια κλίση. Αντίθετα,

αυτό δεν ισχύει για τη δεύτερη εξίσωση.

Μερικά µέλη της οικογένειας όλων των λύσεων της 1ης Σ∆Ε µε διαφορετική διακριτότητα

u(t) = u(0) + 1 − e−t ϕαίνονται στο παρακάτω διάγραµµα.

Παρατηρήσεις Το παραπάνω πρόβληµα είναι Σ∆Ε πρώτης τάξης αρκετά γενικό γιατί πολλές

Σ∆Ε µπορούν να µετασχηµατιστούν και να λάβουν και να λυθούν σε αυτή τη µορφή:

Παράδειγµα 1.

d3u

dt3
= f(t, u, u′, u′′)

u(0) = γ1, u
′(0) = γ2, u

′′(0) = γ3.

Τότε ϑέτουµε

η1 = u, η2 = u′, η3 = u′′
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curve for u(0)=3 
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οπότε προκύπτει το σύστηµα Σ∆Ε :

η
′

1 = η2, η1(0) = γ1

η
′

2 = η3, η2(0) = γ2

η
′

3 = f(t, η1, η2, η3), η3(0) = γ3

Αν για παράδειγµα η f είναι γραµµική συνάρτηση, π.χ.

f(t, u, u′, u′′) = −2u − 3u′ − 4u′′

µπορούµε να γράψουµε :

dη

dt
= Aη

όπου

A =





0 1 0
0 0 1
−2 −3 −4



 , η =





η1

η2

η3





και να υπολογίσουµε τη λύση µέσω του παραπάνω συστήµατος Σ∆Ε. �

Κατηγορίες µεθόδων για προβλήµατα αρχικών τιµών

Μονοβηµατικές µέθοδοι : Προσεγγίζουµε την τιµή για την επόµενη χρονική στιγµή χρησι-

µοποιώντας την τιµή της τωρινής τιµής : π.χ. µέθοδοι Euler, Runge­Kutta.

Πολυβηµατικές µέθοδοι Προσεγγίζουµε την τιµή για την επόµενη χρονική στιγµή χρησιµο-

ποιώντας τις τιµές από 2 ή περισσότερες προηγούµενες χρονικές στιγµές : π.χ. µέθοδος

Adams­Bashford­Moulton.
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Θέµατα:

Επιλογή µεθόδου.

Εκτίµηση σφάλµατος.

Επιλογή παραµέτρων της µεθόδου: π.χ. προσαρµογή µεγέθους ϐήµατος.

Αρχικοποίηση µεθόδου.

Αριθµητική επίλυση ΄Εστω

du

dt
= f(t, u), µε αρχική τιµή u(t0) = c.

Ζητούµενο: Να µπορούµε να προσεγγίσουµε την λύση u(t) µε αποδεκτό σφάλµα χρησιµο-

ποιώντας κατάλληλο ϐήµα. Μια µέθοδος : ΄Εστω ότι υπάρχουν οι u′ και u′′ και ότι είναι συνεχείς

στο διάστηµα [t0, T ]. Τότε από Taylor:

u(t + ∆t) = u(t) + ∆tu′(t) +
∆t2

2
u′′(t + θ∆t)

για κάποιο θ ∈ (0, 1).
Μέθοδος Euler

d

dt
u(t) =

u(t + ∆t) − u(t)

∆t
+ O(∆t)

και καταλήγουµε στις προσεγγίσεις

Uk+1 − Uk

∆t
= f(tk, Uk), µε αρχική τιµή U0 = c.



c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-09 8

εποµένως

Uk+1 = Uk + ∆tf(tk, Uk), µε αρχική τιµή U0 = c.

Προσεγγίσεις :

U0 = c

U1 = U0 + ∆t1f(t0, U0)

U2 = U1 + ∆t2f(t1, U1)

· · ·

Uk = Uk−1 + ∆tkf(tk−1, Uk−1))

s = 0
repeat

υπολογισµός του Fk = f(tk, Uk)
επιλογή ϐήµατος ∆tk
tk+1 = tk + ∆tk
Uk+1 = Uk + ∆tkFk

s = s + 1
until (tk+1 ≥ tmax)

• Σε κάθε ϐήµα, υπολογίζεται η τιµή του U στο νέο κόµβο tk+1 χρησιµοποιώντας την τιµή

στον κόµβο tk.

• ∆tk = tk+1 − tk µήκος ϐήµατος

• προς τα εµπρός Euler

• επιτρέπει την επιλογή διαφορετικού ∆t κάθε ϕορά.

• Η εµπρός Euler είναι εύχρηστη αλλά ... ΠΡΟΣΟΧΗ γιατί είναι και εύθραυστη !

Εφαρµογή της Euler Αν την εφαρµόσουµε στις δυο εξισώσεις που είδαµε στην αρχή:

1) u′(t) = e−t 2) u′(t) = −u(t).

Ας δούµε τι γίνεται στην 1η εξίσωση:

Στο πρώτο ϐήµα, υπολογίζουµε

U1 = U0 + ∆0f(0) = U0 + ∆0exp(−0)

εποµένως, η λύση στο t1 = t0 + ∆0 είναι στο σηµείο U1 για το οποίο ισχύει ότι

U1 − U0

∆0

= f(0)

εποµένως, από το (0, U0), χαράζουµε µια γραµµή µε κλίση f(0), ϑέτουµε U1 = U0 + ∆0f(0),
και ϑέτουµε σαν σηµείο της λύσης µας το (t1, U1).
Προσοχή:
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• Το σηµείο αυτό δεν ϐρίσκεται πλέον κατ΄ ανάγκη στην «τροχιά» u(t) = u0 + 1 − e−t της

ϑεωρητικής λύσης του u′(t) = e−t, u(0) = u0,

• ... όµως ϑα ϐρίσκεται στην τροχιά κάποιας άλλης καµπύλης από τις λύσεις της ίδιας Σ∆Ε

που αντιστοιχεί όµως σε διαφορετικές αρχικές συνθήκες.

• Εποµένως, σε κάθε ϐήµα, µπορεί να αλλάζουµε τροχιά. Σηµαντικό, σε κάθε σηµείο,

οι αποστάσεις των σηµείων που υπολογίζονται από εκείνα της ϑεωρητικής λύσης να µη

γίνονται µεγάλες,

• ... κάτι που εξαρτάται από

1. την ευστάθεια της Σ∆Ε, καθώς και από

2. την ευστάθεια της αριθµητικής µεθόδου.

3. Για να έχουµε την ελπίδα να υπολογίζεται καλή προσέγγιση στη λύση είναι απα-

ϱαίτητο να υποθέσουµε ότι το µαθηµατικό πρόβληµα έχει «καλή κατάσταση», δηλ.

ότι µικρές αλλαγές στα δεδοµένα δεν οδηγούν σε µεγάλες αλλαγές στη λύση. Αν

συµβαίνει αυτό λέµε ότι το πρόβληµα είναι κακά τοποθετηµένο1 και ότι η λύση είναι

ασταθής.

Ακρίβεια και ευστάθεια

• Αν επιλέξουµε µια µέθοδο επίλυσης (π.χ. εµπρός Euler), η παράµετρος που έχουµε

διαθέσιµη για να ελέγξουµε το σφάλµα και την ευστάθεια είναι το µέγεθος του ϐήµατος

∆t.

Τυπική κατάσταση:

Ο χρήστης δίνει στο πρόγραµµα ένα µέγιστο σφάλµα ǫ για την απάντηση

Το πρόγραµµα επιλέγει ή προσαρµόζει το ∆t ώστε το µέγιστο σφάλµα στην υπολογισµένη

λύση να είναι ϕραγµένο από ǫ

Χρειάζεται τρόπος για να εκτιµάται η ακρίβεια των υπολογισµών

Σύγκλιση µεθόδων για Σ∆Ε αρχικής τιµής Μία αριθµητική µέθοδος συγκλίνει αν για κάθε Σ∆Ε

σαν την παραπάνω, µε συνάρτηση Lipschitz f και κάθε T > 0 ισχύει ότι

lim
h→0

max
j=0,1,...,⌈T/h⌉

‖u(tj) − Uj(h)‖ = 0

Αναγκαιότητα: Αν µια µέθοδος δεν συγκλίνει τότε δεν είναι αποδεκτή ...

1ill­posed αντί για «καλά τοποθετηµένο» (well­posed).
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ενώ ακόµα και να συγκλίνει δεν συνεπάγεται αποδεκτά αποτελέσµατα !

• πρέπει να συγκλίνει «αρκετά γρήγορα»

• πρέπει το σφάλµα να είναι αποδεκτό για το h που χρησιµοποιούµε

Σύγκλιση εµπρός Euler Περίπτωση u ∈ R και σταθερού ∆t = h.

Το πλέγµα στο διάστηµα [0, T ] είναι

Ωh = [0, ∆t, 2∆t, ..., s∆t, (s + 1)∆t], T = (s + 1)∆t

Προσεγγίζουµε µε την «κοµβική συνάρτηση» (διάνυσµα)

U = [U0, U1, ..., Uk+1]

Σφάλµα

ej(h) = u(tj) − Uj

σύγκλιση

m
limh→0 maxj ‖ej(h)‖ = 0

Υποθέτουµε ότι η f(t, u) είναι διαφορίσιµη και συνεχής, οπότε και οι u(t), u′(t), u′′(t) είναι

συνεχείς.

u(tj+1) − Uj+1 = u(tj) + hu′(tj) + h2u′′(tj + θjh) − Uj − hf(tj, Uj), , θj ∈ (0, 1)

= [u(tj) − Uj] + hf(tj, u(tj)) − hf(tj, Uj) + h2u′′(tj + θjh)

ej+1 = ej + h[f(tj, u(tj)) − f(tj, Uj)] + h2u′′(tj + θjh)

‖ej+1‖ ≤ ‖ej‖ + hλ‖ej‖ + O(h2) = (1 + λh)‖ej‖ + ρh2

αν η u′′ είναι συνεχής στο [tj, tj+1].
Με επαγωγή µπορεί να δειχθεί η ανισότητα

‖ej‖ ≤
ρ

λ
h[(1 + λh)j − 1], j = 0, 1, ...

Επίσης 1 + hλ < ehλ οπότε

‖ej‖ ≤
ρ

λ
h[ejhλ − 1], j = 0, 1, ...

≤
ρ

λ
h[e(s+1)hλ − 1] =

ρ

λ
h[eTλ − 1] ≤ hρ

eTλ − 1

λ

‖ej‖
h→0
−→ 0, αν και το ϕράγµα δεν είναι πρακτικό
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∆ιάδοση σφάλµατος διακριτοποίησης σε αριθµητική µέθοδο Θα χρησιµοποιήσουµε την Euler

ως παράδειγµα:

u(tk+1) = u(tk) + ∆tku
′(tk) +

∆t2k
2

u′′(t̂k), όπου tk < t̂k < tk+1.

εποµένως

u(tk+1) − Uk+1 = (u(tk) − Uk) + ∆tk(f(tk, u(tk)) − f(tk, Uk)) +
∆t2k
2

u′′(t̂k)

και από το ϑεώρηµα της ενδιάµεσης τιµής

f(tk, u(tk)) − f(tk, Uk) =
∂f

∂u
(u(tk) − Uk)

εποµένως

u(tk+1) − Uk+1 = (u(tk) − Uk) + ∆tk
∂f

∂u
(u(tk) − Uk) +

∆t2k
2

u′′(t̂k),

= (I + ∆tk
∂f

∂u
)(u(tk) − Uk) +

∆t2k
2

u′′(t̂k)

όπου tk < t̂k < tk+1.

Ανάλυση σφάλµατος ΄Εστω ότι h = ∆tk

Τοπικό σφάλµα διακριτοποίησης της µεθόδου στο tk+1: Το σφάλµα αν ίσχυε ότι η λύση

στον κόµβο ts ήταν ακριβής, δηλ. Uk = u(ts).

• Η µέθοδος είναι συνεπής αν το ΤΣ∆ → 0 καθώς h → 0.

Αν το τοπικό σφάλµα διακριτοποίησης είναι τάξης O(hp+1) λέµε ότι η µέθοδος επίλυσης

είναι τάξης p.

Ολικό σφάλµα διακριτοποίησης της µεθόδου στο tk+1: Η διαφορά u(tk+1) − Uk+1 µεταξύ

ϑεωρητικής λύσης και υπολογισµένης λύσης.

Ο χρήστης δίνει ένα άνω ϕράγµα/κατώφλι για το ολικό αποδεκτό σφάλµα

• Η µέθοδος συγκλίνει αν το ΟΣ∆ → 0 καθώς h → 0.

Σφάλµα µετάδοσης ο όρος (I + ∆tk
∂f
∂u

)(u(tk) − Uk).

Αν το σφάλµα µετάδοσης µεγεθύνεται σε κάθε ϐήµα ϑα έχουµε αριθµητική αστάθεια

Συντελεστής µεγέθυνσης: µέτρο για τον όρο I + ∆tk
∂f
∂u

.

Ο συντελεστής µεγέθυνσης καθορίζει την ευστάθεια της αριθµητικής µεθόδου επίλυσης

Σηµαντική ιδιότητα:

ΣΥΝΕΠΕΙΑ + ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ⇒ ΣΥΓΚΛΙΣΗ


