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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 14, 11/12/09

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Σχετικά µε την παραγοντοποίηση LU και τη λύση µέσω αυτής

• Στα παραπάνω δεν λάβαµε καθόλου υπόψη τον αλγόριθµο επίλυσης.

• Πρώτα τρέχαµε τον υπό µελέτη αλγόριθµο και µετά, µέσω του βN , εξετάζαµε αν ήταν πίσω

ευσταθής.

• Ιδανικά, ϑέλουµε να είµαστε ϐέβαιοι για την ευστάθειά ενός αλγορίθµου πριν τον τρέξου-

µε !

• Μπορούµε να το κάνουµε αυτό για την LU ;

Σηµαντικό :

• Για να µιλήσουµε για την LU πρέπει να προσδιορίσουµε ποιόν αλγόριθµο εννοούµε,

• ... τα αποτελέσµατα εξαρτώνται από τη µέθοδο οδήγησης !

Αξίζει να σηµειωθεί :

1. Γενικά πρέπει να αναφερόµαστε σε παραγοντοποίηση που υπάρχει υπό τον όρο ότι το

µητρώο είναι αντιστρέψιµο

2. ... άρα είναι απαραίτητο να υπάρχει κάποια µορφή οδήγησης.

3. Στην πράξη, ο αλγόριθµος που χρησιµοποιείται περισσότερο είναι LU µε µερική οδήγη-

ση.

4. ... Ο αλγόριθµος είναι σχεδόν πάντα πίσω ευσταθής,

5. εκτός από ορισµένους «παθολογικούς» συνδυασµούς [A, b].

6. ... όπως η gfpp.

Θεώρηµα παραγοντοποίησης Αν A αντιστρέψιµο τότε υπάρχουν µητρώα µετάθεσης P1, P2,

κάτω τριγωνικό L µε τη µονάδα στη διαγώνιο και αντιστρέψιµο U ώστε P1AP2 = LU . Η

παραγοντοποίηση είναι εφικτή και µόνο µε ένα από τα P1, P2 (τα L,U εξαρτώνται από την

επιλογή που κάνουµε για τα Pj).
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GEPP: (Gaussian elimination with partial pivoting) Επιλέγουµε P2 = I και τον k παράγοντα

του P1 ώστε στο ϐήµα k να ϕέρνει το µέγιστο σε απόλυτη τιµή στοιχείο στις ϑέσεις (k : n, k).

GECP: (Gaussian elimination with complete pivoting) Επιλέγουµε τους παράγοντες των P2

και P1 ώστε στο ϐήµα k να ϕέρνουν το µέγιστο σε απόλυτη τιµή στοιχείο στις ϑέσεις

(k : n, k : n).

Rook pivoting: Πρόσφατη µέθοδος οδήγησης που επιτυγχάνει περιορισµένο σφάλµα µε µι-

κρότερο κόστος από την GECP.

Πώς συµπεριφέρεται η επίλυση µε διάσπαση LU ; (συνοπτικά) ΄Εστω ότι έγιναν οι µεταθέσεις

και A = LU . Μπορεί να δειχτεί (ϐιβλίο) ότι τα υπολογισµένα L̂, Û είναι τ.ώ.

A + E = L̂Û

όπου

|E| ≤ γn|L̂||Û |, ‖|E|‖ ≤ γn‖|L̂|‖‖|Û |‖
Λύνοντας L̂y = b έχουµε (L̂ + ∆L)ŷ = b όπου |∆L| ≤ γn|L̂| και το ίδιο για το Û . Επίσης

b = (L̂ + ∆L)(Û + ∆U)x̂

΄Αρα

b = (L̂Û + L̂∆U + ∆LÛ + ∆L∆U)x̂

= (A + E + L̂∆U + ∆LÛ + ∆L∆U
︸ ︷︷ ︸

∆A

)x̂

Εποµένως το υπολογισµένο x ικανοποιεί το b = (A + ∆A)x̂ όπου

∆A = E + L̂∆U + ∆LÛ + ∆L∆U.

Η πίσω ευστάθεια εξαρτάται από το µέγεθος του
‖∆A‖
‖A‖

Για να ϕράξουµε το ∆A

|∆A| ≤ |E| + |L̂||∆U | + |∆L||Û | + |∆L||∆U |
≤ 3γn|L̂||Û | + O(u2)

‖∆A‖ ≤ 3γn‖|L̂|‖‖|Û |‖

• ΄Εχουµε πίσω ευστάθεια όταν
‖∆A‖
‖A‖

≈ Ο(u).

• Αν

3γn‖|L̂|‖‖|Û |‖ ≈ O(u)‖A‖
τότε

‖∆A‖
‖A‖ ≈ O(u)
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Η πίσω ευστάθεια καθορίζεται από το µέγεθος του ‖|L̂|‖‖|Û |‖

Παρατηρήσεις σχετικά µε την ‖|L̂|‖‖|Û |‖ Χωρίς οδήγηση: Ο παράγοντας µπορεί να είναι πολύ

µεγάλος γιατί δεν έχουµε τρόπο να ϕράξουµε τους όρους του L̂ (ϑυµηθείτε : χωρίς οδήγηση

µπορεί να προκύψουν πολύ µικρά στοιχεία στη διαγώνιο η διαίρεση µε τα οποία ϑα έχει σαν

αποτέλεσµα πολύ µεγάλα στοιχεία στο L̂ κ.λπ. Τότε, εκτός από ειδικές περιπτώσεις δεν ϑα

έχουµε πίσω ευστάθεια.

Παρατήρηση: Αν χρησιµοποιήσουµε µερική ή πλήρη οδήγηση, ο παράγοντας ‖|L̂|‖ δεν µπορεί

να γίνει πολύ µεγάλος γιατί το µέγιστο στοιχείο κάθε στήλης είναι 1.

Με οδήγηση που εξασφαλίζει ότι |λ̂ij| ≤ 1: Αν χρησιµοποιήσουµε µερική οδήγηση ή πλήρη

τότε |λ̂ij| ≤ 1 και αν χρησιµοποιήσουµε τις νόρµες 1,∞ τότε ‖|L̂|‖ ≈ O(n).

Εποµένως αρκεί να εξετάσουµε το µέγεθος των στοιχείων του Û .

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον παράγοντα

maxi,j |η̂ij|
maxi,j |αij|

ως ένδειξη του µεγέθους του

Παρατήρηση: Αφού σε κάθε ϐήµα υπολογίζουµε το

α
(k)
ij = α

(k−1)
ij − α

(k−1)
ik

α
(k−1)
kk

α
(k−1)
kj

από τη µερική οδήγηση

|α
(k−1)
ik

α
(k−1)
kk

| ≤ 1

εποµένως

|α(k)
ij | ≤ |α(k−1)

ij | + |α
(k−1)
ik

α
(k−1)
kk

α
(k−1)
kj |

≤ |α(k−1)
ij | + |α(k−1)

kj |

Επαγωγικά1 δείχνεται ότι

max
i,j

|ηij| ≤ 2n−1 max
i,j

|αij|

• Με µερική οδήγηση ο παράγοντας είναι «ϕραγµένος» αλλά το ϕράγµα µπορεί να είναι

πολύ µεγάλο.

• ∆υστυχώς υπάρχουν µητρώα για τα οποία το άνω ϕράγµα είναι εφικτό.

1Κάνουµε την απλοποίηση να δείξουµε το ϕράγµα για τον ακριβή U αντι για τον Û .
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• Αν χρησιµοποιήσουµε GEPP συνήθως ισχύει ότι και τα στοιχεία του U παραµένουν µικρά.

Συντελεστής αύξησης στην οδήγηση Ορίζεται ως ρ := max{α0,α1,...,αn−1}
α0

όπου αk := maxi,j |α(k)
ij |

είναι τα στοιχεία µε µέγιστη απόλυτη τιµή στις ϑέσεις (k + 1 : n, k + 1 : n) του LkPk · · ·L1P1A.

Παράδειγµα 1.

A =

[
1

10000
1

1 1

]

χωρίς οδήγηση:

L1 =

[

1 0

−10000 1

]

L1A =

[
1

10000
1

0 −9999

]

.

∆ηλαδή α0 = 1, α1 = 9999 και ρ = 9999.

Με µερική οδήγηση

P1 =

[

0 1

1 0

]

L1 =

[

1 0

− 1
10000

1

]

L1P1A =

[

1 1

0 9999
10000

]

οπότε α0 = 1, α1 = 0.9999 και ρ = 1. �

Προβληµατική LU λόγω µεγάλου ρn

A =







1 0 0 1
−1 1 0 1
−1 −1 1 1
−1 −1 −1 1







Με µερική οδήγηση ρΜΟ = 8:

U =







1 0 0 1
0 1 0 2
0 0 1 4
0 0 0 8







Με πλήρη οδήγηση ρΠΟ = 2.

U =







1 1 0 0
0 2 1 0
0 0 −2 1
0 0 0 −2







΄Οταν το µητρώο είναι έχει την παραπάνω µορφή ρΜΟ
n = 2n−1.

Στις περιπτώσεις αυτές υπάρχει πρόβληµα (για µεγάλο n). ∆οκιµάσαµε αυτό το µητρώο

(συνάρτηση gfpp από το toolbox του N. Higham) και πήραµε τα εξής :
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)) n=64;a=gfpp(n);x=ones(n,1);b=a*x;
)) norm(x-a\b) ans = 3.1623
)) norm(b-a*(a\b)) ans = 177.4458
)) [l,u,rpp]=gePP(a);
)) cond(a) =
1.0775e+005
)) rpp = 1.8558e+016
)) condest(a) = 1200
[l,u,p,q,rcp]=geCP(a); rcp=1

Επίδραση του συντελεστή Ο συντελεστής εµφανίζεται στην ανάλυση µέσω του µεγέθους του

‖|Û |‖ στην ανάλυση της πίσω ευστάθειας της LU που ήδη παρουσιάσαµε.

Αξίζει να σηµειωθεί ότι από νωρίς, ο Wilkinson είχε διατυπώσει το παρακάτω συναφές αποτέ-

λεσµα.

Θεώρηµα 1 (Wilkinson). ΄Εστω A ∈ R
n×n και ότι υπολογίζουµε τη λύση x̂ χρησιµοποιώντας

GEPP. Τότε

(A + ∆A)x̂ = b, ‖∆A‖∞ ≤ 3n2γnρ
MO
n ‖A‖∞

�

Το άνω ϕράγµα για το συντελεστή αύξησης της πλήρους οδήγησης είναι πολύ µικρότερο:

ρ ΠΟ
n <

√
n2131/241/3 · · ·n1/(n−1)

<

√

nn1+ 1

2
+···+ 1

n−1 = Ο(nlog n))

Για µητρώα µε ειδική δοµή2 οι συντελεστής αύξησης ρ ΜΟ
n , ρ ΠΟ

n , µπορεί να ϕρα-

χτούν πολύ καλύτερα.

Υπενθύµιση και ανάλυση: Πώς προκύπτουν οι παράγοντες P,L, U στην PA = LU

• Γνωρίζουµε πώς αν το A υπακούει σε ορισµένες «σκληρές» συνθήκες, τότε µπορούµε µε

τοιχειώδεις µετασχηµατισµούς Gauss να το µετατρέψουµε σε άνω τριγωνικό:

Ln−1 · · ·L1A = U ⇒ A = L−1
1 · · ·L−1

n−1U

όπου

Lj = I − uje
⊤
j ⇒ L−1

j = I + uje
⊤
j

• Μπορούµε να µεθοδεύσουµε και την PA = LU ανάλογαα αλλά ϑέλει λίγη προσοχή (έχει

ενδιαφέρον). Θα το δούµε για ένα παράδειγµα A ∈ R
4×4

2Θα δούµε αργότερα.
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• Θυµηθείτε : Μητρώο ανταλλαγής µητρώο που έχει προέλθει από το ταυτοτικό µε µια

ανταλλαγή δύο στηλών (ή γραµµών) του.

• Αν P είναι µητρώο ανταλλαγής τότε P = P⊤ = P−1

• Τα γινόµενα µητρώων ανταλλαγής είναι µητρώα µετάθεσης (όπως το P στην PA = LU ).

Χρήση των µητρώων µετάθεσης Μπορούµε να αναπαραστήσουµε τις ανταλλαγές γραµµών µε

σκοπό την προσκόµιση µεγαλου στοιχείου στη ϑέση kk του µητρώου A(k−1) µε πολλαπλασιασµό

µε µητρώο µετάθεσης, έστω Pk.

Μερική οδήγηση Στο ϐήµα k διαλέγουµε για οδηγό το µέγιστο, σε απόλυτη τιµή, στοιχείο από

τις ϑέσεις (k : n, k) του A(k−1). Αν το στοιχείο αυτό είναι στην γραµµή k̂ ≥ k τότε µεταθέτουµε

τις γραµµές k και k̂.

Εποµένως

Ln−1Pn−1 · · ·L1P1A = U,

όπου Pk είναι το µητρώο µετάθεσης που ανταλλάσει την γραµµή k µε την γραµµή που περιέχει

το µέγιστο στοιχείο από τις ϑέσεις (k + 1 : n) της k στήλης του µητρώου Lk−1Pk−1 · · ·L1P1A.

Μορφή PA = LU Παράδειγµα για n = 4: Από τις ιδιότητες των µητρώων ανταλλαγής

L3P3L2P2L1P1A = U

L3(P3L2P3)(P3P2L1P2P3) P3P2P1
︸ ︷︷ ︸

P

A = U

L̃3L̃2L̃1PA = U

Εποµένως

PA = (L̃3L̃2L̃1)
−1U

= L̃−1
1 L̃−1

2 L̃−1
3 U

Επίσης

P3L2P3 = P3(I − u2e
T
2 )P3

= I − (P3u2)e
T
2 P3

= I − (P3u2)(P
T
3 e2)

T

= I − (P3u2)(P3e2)
T

αλλά το P3 είναι το µητρώο ανταλλαγής που επιδρά µόνο στις γραµµές j ≥ 3, άρα P3e2 = e2

άρα P3L2P3 = I − P3u2e
T
2 .
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Οµοίως

P3P2L1P2P3 = P3P2(I − u1e
T
1 )P2P3

= I − (P3P2u1)(P3P2e1)
T

= I − P3P2u1e
T
1

Αποτέλεσµα Αν χρησιµοποιήσουµε µερική οδήγηση για την παραγοντοποίηση του A τότε PA =
LU όπου P = Pn−1 · · ·P1 και L είναι κάτω τριγωνικό µε µονάδα στη διαγώνιο και

L−1 = L̃n−1 · · · L̃1

όπου L̃n−1 = Ln−1 = I − un−1e
T
n−1 και

L̃k = Pn−1 · · ·Pk+1LkPk+1 · · ·Pn−1

εποµένως

L̃k = I − (Pn−1 · · ·Pk+1uk)
︸ ︷︷ ︸

ũk

eT
k

Το διάνυσµα ũk είναι της µορφής

ũk = [0, · · · , 0,
︸ ︷︷ ︸

k

∗, ∗, · · · ∗]

L = (L̃n−1 · · · L̃1)
−1

αρα

L = L̃−1
1 L̃−1

2 · · · L̃n−1

παρατηρούµε πως

L̃−1
k = (Pn−1 · · ·Pk+1LkPk+1 · · ·Pn−1)

−1

= Pn−1 · · ·Pk+1L
−1
k Pk+1 · · ·Pn−1

= Pn−1 · · ·Pk+1(I + uke
T
k )Pk+1 · · ·Pn−1

= I + ũke
T
k

Επίσης

L = (I + ũ1e
T
1 )(I + ũ2e

T
2 ) · · · (I + ũn−1e

T
n−1)

το οποίο είναι κάτω τριγωνικό ! Π.χ. το (I + ũ1e
T
1 )(I + ũ2e

T
2 ) είναι ίσο µε

L = I + ũ1e
T
1 + ũ2e

T
2 + ũ1 eT

1 ũ2
︸︷︷︸

0

eT
2

Η στήλη k περιέχει από τη διαγώνιο και κάτω τους συντελεστές που υπολογίσαµε για την

απαλοιφή των στοιχείων της στήλης.
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΄Αλλοι τρόποι να ϐελτιώσουµε την αριθµητική συµπεριφορά Κλιµάκωση/ισοστάθµιση3 (scaling/equilibration

Κατασκευάζουµε διαγώνια P1, P2 ώστε ώστε P1AP2P
−1
2 x = P1b να έχει καλύτερες ιδιότητες ως

προς το σφάλµα επίλυσης από το Ax = b· π.χ. κ(P1AP2) < κ(A).
Επαναληπτική εκλέπτυνση (=iterative improvement/refinement): Η ιδέα προέρχεται από την

εφαρµογή Newton στο f(x) ≡ Ax − b = 0.

• Η ιδέα οφείλεται στον Wilkinson και υπεισέρχεται (και µεταµφιεσµένη) σε πάµπολλες

εφαρµογές.

• Αν λύναµε A−1rk ακριβώς, τότε x(j) ϑα ήταν η ακριβής λύση !

• Για ταχύτητα, πρέπει να κάνουµε χρήση της παραγοντοποίησης LU για τον A.

• Συνήθως: Επιζητούµε τον υπολογισµό του ϐήµατος (4) µε υψηλότερη ακρίβεια από το

x0.

• Μερικά ϐήµατα µπορεί να επιφέρουν µεγάλη ϐελτίωση στην ακρίβεια.

• Πρόσφατα προτάθηκε για χρήση σε συστήµατα όπως Cell, GPU ως εξής : Να τρέξουν

ειδικά τα ϐήµατα (1, 5) σε πολύ γρήγορη µονή ακρίβεια και τα υπόλοιπα σε διπλή.

• Κάτω από ορισµένες συνθήκες µπορεί να έχουµε εµπρός σφάλµα ϕραγµένο ϕραγµένο

(περίπου) από µικρό πολλαπλάσιο του u32 είτε από κ(A)u64.

Σχόλια : Επαναληπτική εκλέπτυνση (παλαιά τεχνική που πάλι προσελκύει)

• Στο επίκεντρο του ενδιαφέροντος λόγω της νέας γενιάς επεξεργαστών4 (Cell, GPUs)

• ΄Ενας πυρήνας STI Cell BE (συνεργασία Sony, Toshiba, IBM, Sony) έχει µέγιστη επίδοση

25 Gflop/s για µονή ακρίβεια αλλά 1.8 Gflop/s για διπλή

• Στόχος να συνδυάσουµε την επίδοση των 32-bits µε την ακρίβεια των 64ων στη λύση

γραµµικών συστηµάτων.

• Η ϑεωρία ανάλυσης σφάλµατος δείχνει πως κάτι τέτοιο είναι εφικτό, κάτω από ορισµένες

συνθήκες.

1. (s) x0 = A−1b /* apojhke’uontai oi par’agontec L,U

2. k = 1
3. repeat

4. rk = b − Axk−1

5. (s) zk = A−1rk /* qrhsimopoio’untai oi par’agontec L,U

6. xk = xk−1 + zk

7. k = k + 1
8. until convergence

4www.netlib.org/lapack/lawnspdf/lawn175.pdf
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ΣΥΣΤΑΣΗ: ∆είτε και την εργασία (Buttari, et al.) που αναρτήθηκε µέσω ηµερολογίου.

Παράδειγµα

Χρησιµοποιούµε A = single(gfpp(20)), τυχαίο x και b = Ax. Θέτουµε το υπολογισµένο

x̃ = A−1b, και

x̃(d) := x̃ + A−1(b − Ax̃)

Αποτελέσµατα χωρίς και µε εκλέπτυνση:

0 ϐήµ. εκλ. ‖x − x̃‖ = 3.3462e − 03

1 ϐηµ. εκλ. ‖x − x̃(1)‖ = 3.4757e − 07

2 ϐηµ. εκλ. ‖x − x̃(2)‖ = 9.2238e − 11

3 ϐηµ. εκλ. ‖x − x̃(3)‖ = 1.3467e − 15

• Κάτω από ορισµένες συνθήκες µπορεί να έχουµε εµπρός σφάλµα ϕραγµένο ϕραγµένο

(περίπου) από µικρό πολλαπλάσιο του u32 είτε από κ(A)u64.

ΠΑΡΑΤΗΡΟΥΜΕ Η εκλέπτυνση αύξησε την ακρίβεια - στη ϑεωρία, η ϐελτίωση αναδεικνύεται

µέσω της µείωσης του πίσω σφάλµατος.

Προβλήµατα της οδήγησης

• Η οδήγηση µπορεί να επιφέρει επιπλέον ανεπιθύµητα κόστη (συγκρίσεις, µεταφορές, ...)

• Πιο σηµαντική «παράπλευρη απώλεια» ότι συνήθως καταστρέφει τη δοµή του µητρώου,

π.χ. χάνονται συµµετρία, τριγωνικότητα, τριδιαγωνιότητα, κ.λπ.

• Για παράδειγµα, µπορεί A = A⊤ αλλά αν P είναι µη τετριµµένο µητρώο µετάθεσης (δηλ.

P 6= I) τότε PA 6= (PA)⊤.

Πότε µπορούµε να αποφύγουµε την οδήγηση ;

Για ορισµένες κατηγορίες µητρώων µπορούµε να αποφύγουµε την οδήγηση. α) π.χ. επειδή το

διαγώνιο στοιχείο συµβαίνει και είναι το µέγιστο της στήλης, ή ϐ) γιατί χωρίς να χρησιµοποιή-

σουµε οδήγηση, ο συντελεστής αύξησης είναι µικρός (π.χ. 1 ή 2).

Συµµετρικά ϑετικά ορισµένα (ΣΘΟ): υπάρχει παραγοντοποίηση A = LL⊤ (Cholesky). ΠΡΟ-

ΣΟΧΗ: Το L δεν είχει κατ΄ ανάγκη 1 στη διαγώνιο.

Αυστηρά διαγώνια κυρίαρχα: υπάρχει παραγοντοποίηση A = LU αν ισχύει αυστηρή ∆Κ

ανά στήλη, δηλ. |αjj| ≥
∑n

i=1,i6=j |αij|, j = 1, ..., n.

Συµµετρικά ∆Κ: υπάρχει παραγοντοποίηση A = LU αν ισχύει αυστηρή ∆Κ.
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Μητρώα µε ειδική δοµή (Κεφ. 7.1)

Ειδική δοµή: Γενικά, εννοούµε, µητρώα που µπορούµε να «περιγράψουµε µε λιγότερα» από

n2 στοιχεία. Για να είµαστε πιο σαφείς χρειάζεται εξειδίκευση. Παραδείγµατα: Συµµετρικά

ϑετικά ορισµένα, Toeplitz, Hankel, Vandermonde, Cauchy, µητρώα χαµηλής τάξης, αραιά

µητρώα, π.χ. µητρώα Ϲώνης, διαγώνια κατά ορµαθούς, τριδιαγώνια κατά ορµαθούς, ....

Παρατήρηση: Η διαχείριση µητρώων µε ειδική δοµή είναι σηµαντική, γιατί :

1. προκύπτουν πολύ συχνά άµεσα ή έµµεσα στις εφαρµογές,

2. προσφέρονται για σχεδιασµό µεθόδων διαχείρισής τους µε λιγότερο κόστος από τα γενικά

µητρώα

3. πολλοί αλγόριθµοι (π.χ. εύρεσης ιδιοτιµών, ιδιαζουσών τιµών) αναγάγουν πρώτα το

µητρώο σε τέτοια µορφή.

4. ... δείτε π.χ. την αναφορά lawn92.ps της LAPACK

My Documents\Download\L\LAPACKJava\lawn92.ps

Παραδείγµατα (εντός ύλης !)

• Αλγόριθµοι «διαχείρισης» τριγωνικών µητρώων µε O(n2) πράξεις α.κ.υ. (ϐλ. κεφ. 5)

• Αλγόριθµοι διαχείρισης Hessenberg µητρώων µε O(n2) πράξεις α.κ.υ.

• Αλγόριθµοι διαχείρισης τριδιαγώνιων µητρώων µε O(n) πράξεις α.κ.υ.

• Αλγόριθµοι διαχείρισης µητρώων Ϲώνης (banded matrices) µε O(nb) πράξεις α.κ.υ. όπου

το b εξαρτάται από το «εύρος της Ϲώνης».

Μητρώα Ϲώνης

Ορισµός 1. ΄Εστω τετραγωνικός πίνακας µε στοιχεία αij και έστω ότι p, q είναι ακέραιοι τέτοιοι

ώστε αij = 0 αν j > i + q ή i > j + p.

Το αντίστοιχο µητρώο αποκαλείται µητρώο Ϲώνης µε εύρος άνω Ϲώνης q, εύρος p κάτω Ϲώνης και

συνολικό εύρος p + q + 1. Θα το συµβολίζουµε συχνά ως A(p|q).
Αν p = q (π.χ. το µητρώο είναι συµµετρικό), τότε λέµε και ότι το µητρώο έχει ηµιεύρος (=

semibandwidth) p. �
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p


q


Παραδείγµατα

• Αν p = q = 1 → τριδιαγώνιο : τα µη µηδενικά στοιχεία του ϐρίσκονται στη διαγώνιο, στην

υπερδιαγώνιο και στην υποδιαγώνιο.

• Αν p = 1, q = 0 (αντ. p = 0, q = 1) → κάτω (άνω) διδιαγώνιο.

• Τα τριγωνικά και τα Hessenberg µητρώα έχουν µορφή Ϲώνης άνω ή κάτω της διαγωνίου:

π.χ. p = 1 για άνω Hessenberg και p = 0 για άνω τριγωνικό.

Αν A είναι µητρώο Ϲώνης άνω εύρους q και κάτω εύρους p, ο µέγιστος αριθµός µη µηδενικών

στοιχείων του µητρώου είναι

nnz := n + (p + q)n − p(p + 1) + q(q + 1)

2

εποµένως για p, q ≪ n ο αριθµός µη µηδενικών στοιχείων είναι O(n) και το µητρώο

χωρά σε p + q + 1 µονοδιάστατους πίνακες (στήλες) µήκους n.

Ισχύει ότι eT
i A(p|q)ej = 0 αν i > j + p ή αν j > i + q.

Θεώρηµα 2. ΄Εστω µητρώα Ϲώνης A(p1|q1), B(p2|q2) ∈ R
n×n. Τότε

1. Το µητρώο C = A(p1|q1) ± B(p2|q2) έχει µέγιστο άνω εύρος max(q1, q2) και µέγιστο κάτω

εύρος max(p1, p2).

2. Το µητρώο C = A(p1|q1)B(p2|q2) έχει µέγιστο άνω εύρος min(q1 + q2, n) και µέγιστο κάτω

εύρος min(p1 + p2, n).

�

Παρατηρήσεις Τα µητρώα για τα οποία nnz = O(n) λέγονται αραιά και έχουν πολλά σηµαντικά

χαρακτηριστικά.
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• Μπορούν να αποθηκευτούν σε µικρότερο χώρο

• Οι πράξεις µε αυτά µπορούν να γραφτούν µε τρόπο που λαµβάνει υπόψη του τη γνωστή

µηδενική δοµή των µητρώων.

• Αν τελέσουµε πράξεις µεταξύ αραιών µητρώων, το αποτέλεσµα µπορεί να µην είναι αραιό.

Π.χ αν A(1|1) ∈ R
n×n τότε το An−1 έχει άνω και κάτω εύρος n.

ΠΡΟΣΟΧΗ - 1) Το αντίστροφο αραιού µητρώου δεν είναι αραιό !

ΠΡΟΣΟΧΗ - 2) Αν PA = LU , οι παράγοντες L,U µπορεί να έχουν περισσότερα µη µηδενικά

από τον A.

΄Εστω το τριδιαγώνιο µητρώο

A=toeplitz([2 -1 zeros(1,8)])

Τότε
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nz = 28

spy(A)
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nz = 100

spy(inv(A))

⇓
ένας ακόµα λόγος να µην αντιστρέφουµε !!

Επίσης όµως:

A =
1.0952 0.9650 0.4745 0.0026 0.3095
0.3971 1.0000 0 0 0
0.3861 0 1.0000 0 0
0.2550 0 0 1.0000 0
0.9670 0 0 0 1.0000

>> [L,U]=lu(A)
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L =
1.0000 0 0 0 0
0.3626 -0.7630 -0.4917 -0.0027 1.0000
0.3525 0.3993 1.0000 0 0
0.2328 0.2637 0.0000 1.0000 0
0.8829 1.0000 0 0 0

U =
1.0952 0.9650 0.4745 0.0026 0.3095

0 -0.8520 -0.4190 -0.0023 0.7267
0 0 1.0000 0.0000 -0.3993
0 0 0 1.0000 -0.2637
0 0 0 0 0.2452

και έχουµε παράγοντες µε πολύ περισσότερα µη µηδενικά στοιχεία από το A. Προσέξτε : Εδώ,

µε µια απλή αναδιάταξη των γραµµών και στηλών, προκύπτουν πολύ πιο «αραιοί» παράγοντες :

>> B=A([2:5,1],[2:5,1])
B =

1.0000 0 0 0 0.3971
0 1.0000 0 0 0.3861
0 0 1.0000 0 0.2550
0 0 0 1.0000 0.9670

0.9650 0.4745 0.0026 0.3095 1.0952
>> [L,U]=lu(B)
L =

1.0000 0 0 0 0
0 1.0000 0 0 0
0 0 1.0000 0 0
0 0 0 1.0000 0

0.9650 0.4745 0.0026 0.3095 1.0000
U =

1.0000 0 0 0 0.3971
0 1.0000 0 0 0.3861
0 0 1.0000 0 0.2550
0 0 0 1.0000 0.9670
0 0 0 0 0.2288

ΣΗΜΑΝΤΙΚΟ ΘΕΜΑ

Για τυχόν µητρώο µε πολλά µηδενικά, πώς να αναδιατάξουµε τα στοιχεία του ώστε οι παράγον-

τες L,U να είναι «αρκετά αραιοί».

⇓
ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛ. ΙΙ (+ γραφοθεωρία)
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∆οµικά χαρακτηριστικά παραγοντοποίησης PA = LU µητρώου Ϲώνης

Θεώρηµα 3. ΄Εστω A ∈ R
n×n αντιστρέψιµο και A = A(p|q) και ότι χρησιµοποιείται απαλοιφή

Gauss µε µερική οδήγηση για τον υπολογισµό της παραγοντοποίησης PA = LU . Τότε το άνω

τριγωνικό µητρώο U έχει ηµιεύρος p + q και το κάτω τριγωνικό µητρώο L έχει κατά µέγιστο p + 1
µη µηδενικά στοιχεία ανά στήλη. �

Παράδειγµα: Επιβεβαιώστε τα παραπάνω ϐλέποντας σε µεγέθυνση για κάποιο n το

A=diag(rand(n,1))+diag(rand(n-1,1),-1)+diag(rand(n-1,1),1);
[L,U,P]=lu(A); subplot(1,3,1);spy(A);
subplot(1,3,2); spy(L);subplot(1,3,3);spy(U);

Στην παρακάτω εικόνα, n = 20:
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