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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 19, 9/01/10

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Γραµµικό πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων (Κεφ. 6)

arg minx∈Rn ‖Ax − b‖2

... από εδώ και πέρα υπονοείται η ευκλείδεια νόρµα.

Θεώρηµα 1. Αν το A είναι πλήρους τάξης :

rank(A) = min(m, n)

τότε η λύση είναι µοναδική. �

∆υσκολία : Αν το A δεν είναι πλήρους τάξης, το x δεν είναι µοναδικό ⇒ χρειάζεται επιπλέον

ϑεωρία που να ϐοηθήσει στην επιλογή του «καλύτερου», π.χ. εκείνου µε την ελάχιστη νόρµα

‖x‖.

Τί κάνει η MATLAB;

Στη σελίδα help της MATLAB :

MATLAB Functions: Arithmetic Operators + - * &#92; ß’

αναφέρεται σχετικά µε την πράξη A\b:

If A is not square, then Householder reflections are used to compute an orthogonal­triangular

factorization. A*P = Q*R where P is a permutation, Q is orthogonal and R is upper triangular

(see qr). The least squares solution X is computed with X = P*(R\(Q’*B)) If A is sparse, then

MATLAB computes a least squares solution using the sparse qr factorization of A.

Βασικές µέθοδοι για προβλήµατα του τύπου που επιλύει η LAPACK:

µέθοδος κανονικών εξισώσεων ταχύτερη, χρησιµοποιείται όταν κ(A) µικρό

παραγοντοποίηση QR πιο συνηθισµένη µέθοδος, στοιχίζει περίπου διπλάσια της προηγού-

µενης

... οι παράγοντες Q,R χρησιµοποιούνται και σε άλλες εφαρµογές

SVD χρήσιµη αν το πρόβληµα έχει πολύ µεγάλο δείκτη κατάστασης αλλά κοστίζει περισσότερο

... οι παράγοντες U, V, Σ χρησιµοποιούνται και σε άλλες εφαρµογές
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ισοδύναµο γραµµικό σύστηµα

Μέθοδος κανονικών εξισώσεων (normal equations) - ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΟ Αν το A⊤A είναι σθο, ϑα

µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τον παρακάτω αλγόριθµο:

Μέθοδος κανονικών εξισώσεων

G = A′A (* υπολογισµός γινοµένου αξιοποιώντας συµµετρία n2m+ *)

R = chol(G) (* παραγοντοποίηση Cholesky, R άνω τριγωνικός παράγοντας n3/3+ *)

x = R \ (R′ \ b) (* επίλυση µε τριγωνικούς παράγοντες 2n2+*)

Κόστος : n2m + 1
3
n3 + O(n2) πράξεις α.κ.υ.

Βασικά εργαλεία

κανονικοποίηση κανονικές εξισώσεις, ηµικανονικές εξισώσεις

ορθογωνιοποίηση

• παραγοντοποίηση QR

• διαδικασία Gram­Schmidt

SVD

ορθογώνιες προβολές

στοιχειώδεις µετασχηµατισµοί

• Givens

• Householder

Παρατηρήσεις για την επίλυση µέσω κανονικών εξισώσεων Με ϐάση τα κριτήρια του ΕΥ :

• ταχεία µέθοδος

• ... αλλά µπορεί να εντείνει υπάρχοντα αριθµητικά προβλήµατα

Βασική παρατήρηση: Πρόκειται για επίλυση του συστήµατος Bx = b όπου B := A⊤A. ΄Οµως

ο δείκτης κατάστασης του προβλήµατος «επίλυση κανονικών εξισώσεων» κ2(B) = κ2
2(A).

Γιατί· A = UΣV ⊤ ⇒ A⊤A = V Σ⊤ΣV ⊤ οπότε

κ2(B) =

(
σmax(A)

σmax(A)

)
2

∆ηλαδή, ακόµα και αν ο αλγόριθµος επίλυσης του συστήµατος είναι πισω ευσταθής, το εµπρός

σφάλµα µπορεί να είναι ανάλογο µε το τετράγωνο του δείκτη κατάστασης του A.



c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-10 3

Παράδειγµα 1. Αν κ2(A) = 1e8 στη λύση του συστήµατος Ax = b µπορεί να «χάσουµε» περί τα

8 ψηφία (τα µισά της διπλής ακρίβειας IEEE) ενώ στη λύση του A⊤Ax = A⊤b ϑα τα χάσουµε

όλα ! �

Αν ο δείκτης κατάστασης του A είναι σχετικά µεγάλος, τότε καλό είναι να αποφεύγουµε τη χρήση

τους

Παραγοντοποίηση QR και ύπαρξη ΟΚ ϐάσης

Θεώρηµα 2. ΄Εστω A ∈ R
m×n και m ≥ n. Τότε υπάρχει µητρώο Q ∈ R

m×n µε ορθοκανονικές

(ΟΚ) στήλες και άνω τριγωνικό µητρώο R ∈ R
n×n ώστε A = QR.

• Αν m = n τότε το Q είναι µοναδιαίο·

• αν A αντιστρέψιµο ή έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες τότε το R µπορεί να επιλεχθεί έτσι

ώστε να έχει ϑετικά στοιχεία στη διαγώνιο. Τότε τα Q,R ειναι µοναδικά.

�

Προσοχή: Ax = Q(Rx) εποµένως

Οι στήλες του Q είναι ΟΚ ϐάση του Range(A) = span{a1, ..., an}.

Η παραπάνω παραγοντοποίηση επιστρέφει Q ∈ R
m×n, R ∈ R

n×n.

• Η παραπάνω παραγοντοποίηση πολλές ϕορές αποκαλείται «οικονοµική διάσπαση QR»

και στη MATLAB υπολογίζεται µε την εντολή qr(A,0)

Αν m > n, ϑα µπορούσαµε να επεκτείνουµε τις ΟΚ στήλες του Q µε m−n ακόµα στήλες, έστω

G ώστε [Q,G] να είναι ΟΚ ϐάση για το R
m.

Επίλυση ΑΓΑ.2 µε QR
΄Εστω ότι γνωρίζουµε την οικονοµική διάσπαση A = QR

‖Ax − b‖ = ‖Q⊤Ax − Q⊤b‖

= ‖Rx − b̂‖

Τότε λύση του ΑΓΑ.2 είναι

αν m ≥ n: η λύση x του Rx = Q⊤b, εφόσον R αντιστρέψιµο.

αν m < n: R = [R1, R2] όπου R1 ∈ R
m×m, οπότε επιλέγουµε R1x1 = b̂1 και x = [x1; 0].

Προσοχή: και οι δυο παραπάνω περιπτώσεις απαιτούν από το R ή το R1 να είναι αντιστρέψιµα.

Αυτό δεν ισχύει πάντα στην απλή παραγοντοποίηση QR, π.χ. αν

rank(A) < min(m,n)

Γενικά αν ισχύει η παραπάνω συνθήκη, τότε έχουµε

πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων ελλειπούς τάξης (rank deficient)
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Τότε η λύση δεν είναι µοναδική.

Γενικά χρειάζεται :

παραγοντοποίηση QR µε οδήγηση στήλης : AE = QR

Κανονικές εξισώσεις και QR Αν γνωρίζουµε ότι A = QR τότε Ax = b ⇒ Rx = Q⊤b και

µπορούµε να δοκιµάσουµε να λύσουµε ως προς x. Θα δούµε σε λίγο τις µεθόδους πιο

αναλυτικά.

Αντί γι΄ αυτό ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε την παραγοντοποίηση ως εξής :

Μέθοδος ηµικανονικών (seminormal) εξισώσεων:

A⊤A = R⊤R ⇒ x = (R⊤R)−1A⊤b

όπου το R προέρχεται από την παραγοντοποίηση QR. Παρατηρήστε ότι δεν χρησιµοποιείται

το Q.

Ορθογώνια προβολή σε υπόχωρο

Ορισµός 1. ΄Εστω υπόχωρος U διάστασης n και ϐάση του {u1, ..., un}. Τότε αν ϑέσουµε U :=
[u1, ..., un], το µητρώο ορθογώνιας προβολής επί του U είναι

PU = U(U⊤U)−1U⊤

�

Σύνδεση µε τις κανονικές εξισώσεις Θυµηθείτε ότι η λύση του ΑΓΑ.2 από τις κανονικές εξισώ-

σεις είναι

x = (A⊤A)−1A⊤b

Το x που ελαχιστοποιεί το ‖Ax − b‖2 ελαχιστοποιεί και την απόσταση ‖y − b‖2 όπου το y ∈<
a1, ..., an > ανήκει στο χώρο που παράγεται από τις στήλες του A, δηλ.

min
x

‖Ax − b‖2 = min
y∈span<a1,...,an>

‖y − b‖2.

Από τη ϑεωρία της Γραµµικής ΄Αλγεβρας, το y είναι το διάνυσµα που προκύπτει από την

ορθογώνια προβολή του b στο span < a1, ..., an >. Σύµφωνα µε τα παραπάνω:

y = A(A⊤A)−1A⊤b

και εποµένως

x = (A⊤A)−1A⊤b,

ακριβώς όπως προβλέπει και η λύση µε τις κανονικές εξισώσεις !

Στοιχειώδη Ερµιτιανά µητρώα/Ανακλαστές/Μετασχηµατισµοί Householder ΄Ετσι ορίζονται τα

µητρώα

H := E(u, u; 2/u∗u) = I −
2

u∗u
uu∗.

Ισχύει ότι1

1Αν τα στοιχεία είναι πραγµατικα, το ∗ ισοδυναµεί µε το ανάστροφο ⊤.
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• H = I − Pu − Pu όπου Pu ο τελεστής ορθ. προβολής στο u.

• H∗ = H και H∗H = H2 = I.

Γεωµετρική ερµηνεία :
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Η εφαρµογή του H στον x έχει σαν αποτέλεσµα την ανάκλαση του x ως προς τον υποχώρο

(〈u〉)⊥.

Πώς επιλέγουµε το u; Γεωµετρική ερµηνεία στις 2δ

• Είναι εµφανές στις 2 διαστάσεις :

• Για να έχουµε Hx = ‖x‖e1 αρκεί να «ανακλαστεί» το x ως προς τη διχοτόµο µεταξύ των

διανυσµάτων e1 και του x.

• Είναι προφανές ότι η διχοτόµος είναι u = x + ‖x‖e1

Ιδιότητες και υπολογισµός ανακλαστών

Οι ανακλαστές

• Είναι συµµετρικά και ορθογώνια µητρώα.

• Ανανεώσεις 1ης τάξης του ταυτοτικού µητρώου.

• Χρησιµοποιούνται για να µηδενίσουµε επιλεγµένα διαδοχικά στοιχεία διανύσµατος.

∆οθέντος x ∈ R
n έχουµε

Hx = (I − 2
uu⊤

u⊤u
)x = x − 2

u⊤x

u⊤u
u

Για να µηδενίσουµε όλα εκτός του 1ου στοιχείου του x,

Hx ∈ 〈e1〉 ⇒ x ∈ 〈e1, u〉

άρα u = x + αe1. Υπολογίζοντας τα u⊤x, u⊤u έχουµε πως

Hx = (1 − 2
x⊤x + αξ1

x⊤x + 2αξ1 + α2
)x − 2α

u⊤x

u⊤u
e1.

Θέτοντας α = ±‖x‖2:

u = x ± ‖x‖2e1 ⇒ Hx = ∓‖x‖2e1
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0

x

‖x‖e1

u = ‖x‖e1 + x

< u >
⊥

Hu = −‖x‖e1

Υλοποίηση:

• Το πρόσηµο επιλέγεται έτσι ώστε να αποφεύγεται πιθανό πρόβληµα καταστροφικής απα-

λοιφής:

u = x + sign(ξ1)‖x‖2e1.

• το H(u) είναι ανεξάρτητο της κλιµάκωσης του u:

H = I −
2

u⊤u
uu⊤ = I −

2

(αu)⊤(αu)
(αu)(αu)⊤.

Το u λέγεται διάνυσµα Householder. Καθώς H(u) = H(αu), µπορούµε να κανονικοποι-

ήσουµε ώστε u(1) = 1.

• Ο παρακάτω αλγόριθµος στοιχίζει TREFL
αρθ = 3n α.κ.υ.

function u = REFL (x)
επιστρέφει το διάνυσµα Householder u
ο ανακλαστής H(u) να ανακλά τα στοιχεία του x.

n = length(x); µ = norm(x, 2); u = x
if µ 6= 0

β = x(1) + sign(x(1))µ
u(2 : n) = u(2 : n)/β

end

u(1) = 1 (κανονικοποίηση)

end

Αλγοριθµικά ϑέµατα και υλοποίηση
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• Οι ανακλαστές είναι στοιχειώδη µητρώα

• ... σπάνια τα κατασκευάζουµε ....

• ... τα διαχειριζόµαστε χρησιµοποιώντας την ειδική τους µορφή (παρόµοια µε τα µητρώα

Gauss)

• π.χ. HA = A − 2
u⊤u

u(A⊤u)⊤,

• Το µητρώο Q συνήθως δεν κατασκευάζεται παρά µόνον αν χρειζόµαστε την ορθογώνια

ϐάση ...

• αλλά αποθηκεύουµε τα (κανονικοποιηµένα) διανύσµατα Householder στο κάτω τριγωνικό

µέρος του A.

• και όταν χρειάζεται να πολλαπλασιάσουµε µε το Q το κάνουµε «έξυπνα» µε τα διανύσµατα

hj

• Ο σχηµατισµός του AH ή HA απαιτεί 1 MXV, και µια ανανέωση τάξης 1.

• Μερικό κόστος : TREFL.(COL/ROW)
αρθ

= 4mn πράξεις α.κ.υ.

Παραγοντοποίηση QR: µέθοδος Householder

Ι Θέτουµε A(0) := A.

ΙΙ Για k = 1, .., n̂ (n̂ = n αν m > n, n̂ = n − 1 αν m = n):

1. Κατασκευή διανύσµατος Householder, uk, τέτοιου ώστε ο ανακλαστής να µηδενιζει

τα υποδιαγώνια στοιχεία της στήλης k A. Το uk = [

k−1
︷ ︸︸ ︷

0, ..., 0, 1, ⋆..., ⋆]⊤.

2. A(k) = A(k) − 2
u⊤

k
uk

uk(u
⊤
k A(k−1))

Παρατηρήσεις 1.

• Η πληροφορία για τα κανονικοποιηµένα διανύσµατα uk µπορεί να αποθηκευτεί στο κάτω

τριγωνικό τµήµα του A.

• Στο παραπάνω το Q ∈ R
m×m δεν υπολογίζεται άµεσα αλλά δίδεται µέσω των παραγόντων

του ανακλαστών.












ρ11 ρ12 . ρ1n

η
(1)
2 ρ22 . ρ2n

. η
(1)
2 . .

. . . ρn,n

... · · · · · · η
(n)
n+1

η
(1)
m η

(2)
m . η

(n)
m











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• Αν το µητρώο είναι τετραγωνικό (m = n) χρησιµοποιούνται µόνο n − 1 ανακλαστές.

• Ω = Tαρθ = 2n2(m − n/3) πράξεις α.κ.υ.

• Αν χρειάζεται το Q, πρέπει να πολλαπλασιάσυµε τους ανακλαστές. Αυτό επιφέρει περίπου

2n2(m − n/3) επιπλέον πράξεις, άρα το κόστος διπλασιάζεται.

�

Παράδειγµα (στιγµιότυπο)

A(2) = H2H1A =















x x x x x

0 x x x x

0 0 x x x

0 0 ⋆ x x

0 0 ⋆ x x

0 0 ⋆ x x















διαλέγουµε τον u3 ώστε να µηδενιστούν τα στοιχεία του A(2) σηµειωµένα ως «⋆». Τελικά

Hn...H1A = R,

και επειδή οι ανακλαστές Hj είναι ορθογώνιοι συµµετρικοί,

A = H1H2...HnR

= QR

όπου Q ∈ R
m×m ορθογώνιο (Q⊤Q = I) και το R ∈ R

m×nάνω τριγωνικό.

Ορθογώνιοι µετασχηµατισµοί και σφάλµατα ακυ

Θάπρεπε να εξετάσουµε τα χαρακτηριστικά σε ακυ όλων των ακόλουθων πράξεων: α) Υπο-

λογισµός διανύσµατος Householder, ϐ) Εφαρµογή ανακλαστή σε διάνυσµα και σε µητρώο,

γ) παραγοντοποίηση QR, και επίλυση συστήµατος µε QR. Περιοριζόµαστε στα πιο σηµαντικά

αποτελέσµατα:

• ΄Εστω ανακλαστές HL
1 , · · · , HL

k , HR
1 , · · · , HR

k και σηµειώνουµε ως H̃ τις αναπαραστάσεις

τους σε ακυ. Επίσης έστω HL = HL
k · · ·HL

1 και HR = HR
1 · · ·HR

k . Τότε

fl(H̃L
k · · · H̃L

1 AH̃R
1 · · · H̃R

k ) = HL(A + E)HR,

όπου ‖E‖2 = k‖A‖2O(u).

Συµπεράσµατα ΄Ολα τα ϐήµατα της λύσης µέσω QR µε Householder είναι πίσω ευσταθή:

1. Η εφαρµογή ανακλαστών Householder είναι πίσω ευσταθής υπολογισµός, εποµένως αυτό

ισχύει και για την αναγωγή του A σε άνω τριγωνικό R.
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2. ... υπενθυµίζουµε ότι η επίλυση τριγωνικού συστήµατος είναι πίσω ευσταθής.

QR και LU Σύγκριση επίλυσης Ax = b µέσω LU σε σχέση µε QR:

LU: PA = LU ⇒ x = U−1(L−1b). QR: A = QR ⇒ x = R−1(Q⊤b).

Συγκρίνουµε για τετραγωνικά προβλήµατα που µπορεί να λύσει και η LU .

Μητρώο Μέθοδος Πίσω σφάλµα κ2 εµπρός σφάλµα

rand(40, 40) MATLAB 2.0563ε-016 1.1636ε+004 2.1566ε-013

LU µε µ.ο. 2.1504ε-016 1.1636ε+004 3.9386ε-013

LU µε π.ο. 1.7061ε-016 1.1636ε+004 4.0071ε-013

QR 2.4437ε-016 1.1636ε+004 5.6660ε-013

gfpp(40) MATLAB 1.2194ε-007 1.7810ε+001 1.7551ε-006

LU µε µ.ο. 2.2572ε-007 1.7810ε+001 4.2668ε-006

LU µε π.ο. 6.9208ε-017 1.7810ε+001 1.2790ε-015

QR 1.6951ε-016 1.7810ε+001 3.3777ε-015

hilb(20) MATLAB 1.0110ε-017 1.8458ε+018 2.2835ε+001

LU µε µ.ο. 8.6654ε-018 1.8458ε+018 1.4933ε+001

LU µε π.ο. 9.9313ε-018 1.8458ε+018 9.5113ε+001

QR 2.4162ε-017 1.8458ε+018 1.5966ε+001

Επίλυση ΑΓΑ.2 µε ανακλαστές Householder

Βήµα 1. Παραγοντοποίηση A = QR. Τα στοιχεία του A έχουν αντικατασταθεί µε τα στοιχεία

των Q και R.

Βήµα 2.

for j = 1 : n
(* Εφαρµογή του υπ. αριθµ. j ανακλαστή. *)

u(j) = 1; u(j + 1 : m) = A(j + 1 : m, j)
b(j : m) = REFL.ROW(b(j : m), u(j : m))

end

Βήµα 3. Επίλυση R(1 : n, 1 : n)x = b(1 : n) µε πίσω αντικατάσταση.

Ω = 2n2(m − n/3) + O(mn + n2) πράξεις α.κ.υ.

Η QR στη MATLAB

QR Orthogonal-triangular decomposition.
[Q,R] = QR(A), where A is m-by-n, produces an m-by-n upper triangular
matrix R and an m-by-m unitary matrix Q so that A = Q * R.

[Q,R] = QR(A,0) produces the "economy size" decomposition.
If m>n, only the first n columns of Q and the first n rows of R are
computed. If m<=n, this is the same as [Q,R] = QR(A).

If A is full:
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[Q,R,E] = QR(A) produces unitary Q, upper triangular R and a
permutation matrix E so that A * E = Q* R. The column permutation E is
chosen so that ABS(DIAG(R)) is decreasing.

X = QR(A) and X = QR(A,0) return the output of LAPACK’s * GEQRF routine.
TRIU(X) is the upper triangular factor R.

Στην LAPACK Περιοριζόµαστε στις περιπτώσεις που ο A είναι πυκνός και πλήρως αποθηκευ-

µένος, και δεν έχει ιδιαίτερη δοµή.

LAPACK:

Για QR: ΄Οταν ο A είναι «πλήρους τάξεως» χρησιµοποιείται η ϱουτίνα _GEQRF που

υπολογίζει ορµαθοποιηµένη QR.

• Ο Q αναπαρασταίνεται σαν γινόµενο στοιχειωδών ανακλαστών και δεν σχηµατί-

Ϲεται άµεσα.

• Η ϱουτίνα _ORGQR (_ORMQR) υλοποιούν πολλαπλασιασµό από τα αριστερά

(δεξιά) του Q ή Q⊤ µε µητρώο A.

Για το ΑΓΑ.2:
µε QR η LQ _GELS

µε πλήρη ορθογώνια παραγοντοποίηση _GELSU

µε διάσπαση SVD _GELSS

Στις _GELSU, _GELSS δεν απαιτείται πλήρης τάξη από τον A.

Κλασικός αλγόριθµος Gram­Schmidt

Γεωµετρική περιγραφή: ΄Εστω ότι έχουµε ήδη κατασκευάσει ορθοκανονική ϐάση q1, · · · , qk−1

για τις στήλες a1, ..., ak−1 και ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το ΟΚ διάνυσµα qk που είναι

ορθογώνιο ως προς τα q1, ..., qk−1. Αν αφαιρέσουµε από το ak την ορθ. προβολή του επί τα

q1, .., qk−1 προκύπτει διάνυσµα παράλληλο στο Ϲητούµενο qk. Αν

Pj =
qjq

⊤
j

q⊤j qj

︸︷︷︸

=1

συµβολίζει τον τελεστή (ορθογώνιας) προβολής επί του qj τότε

q̃k = ak − P1ak − P2a2 − · · · − Pk−1ak

qk =
q̃k

‖q̃k‖2
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∆ιαδοχικά, εφόσον ρjj = ‖q̃j‖2 έχουµε

q1 = a1/ρ11,

q2 = (I − P1)a2/ρ22

... = ...

qk = (I − Pk−1 − · · · − P2 − P1)ak/ρkk

... = ...

qn = (I − P1 − · · · − Pn−1)an/ρnn

Εκ κατασκευής τα διανύσµατα qk είναι µεταξύ τους ορθοκανονικά.

Σηµειώστε ότι δεν ϑέλουµε να υπολογίσουµε τους τελεστές I − Pj αλλά µόνον την εφαρµογή

τους σε διάνυσµα

(I − Pj)x = x − qj(

DOT
︷︸︸︷

q⊤j x )
︸ ︷︷ ︸

SAXPY

Από αυτά προκύπτει ο κλασικός αλγόριθµος Gram­Schmidt:

function[Q,R] = CGS(A)
ρ11 = ‖a1‖ q1 = a1/ρ11

for k = 1 : n
for i = 1 : k − 1

ρik = q⊤i ak

end

qk = ak −
∑k−1

i=1 ρikqi

ρkk = ‖qk‖2

qk = qk/ρkk

end

Παρατηρήσεις

• κόστος TCGS
αρθ = 2mn2 + O(mn).

• Κάθε ϐήµα υλοποιείται µε πράξεις DOT και sAXPY.

• Σε κάθε ϐήµα του εξωτερικού ϐρόχου ο CGS υπολογίζει ϐαθµωτούς ρjk (1 ≤ j ≤ k) ώστε

ak =
k∑

j=1

ρjkqk, 1 ≤ k ≤ n,

δηλαδή την «οικονοµική» παραγοντοποίηση A = Q1R1 όπου Q1 = [q1, ..., qn] και

R1 =








ρ11 . . . ρ1n

0
. . .

...
. . .

. . .
...

0 . . . ρnn







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• Η GS υπολογίζει ορθοκανονική ϐάση µόνο για το χώρο στηλών του A. Το Q της πλήρους

QR (π.χ. από Householder) περιέχει ΟΚ ϐάση για όλο το ℜm, δηλαδή το χώρο στηλών

και το ορθογώνιο συµπληρωµά του (δηλ. τον αριστερό µηδενόχωρο, ϐλ. Strang.

• Η GS στοιχίζει περίπου 2mn2 και υπολογίζει το Q1 και το R. Η Householder κοστίζει

περίπου 4mn2.

• Αν δεν χρειάζεται το ίδιο το Q1 (π.χ. στα ελάχιστα τετράγωνα), η QR µε Householder

είναι ταχύτερη.

• Η GS αποκτά περισσότερο ενδιαφέρον όταν το A είναι πολύ αραιό.

Αριθµητικά προβλήµατα της κλασικής GS Ο αλγόριθµος χρησιµοποιεί τον τελεστή (I−P1) επί

του a1, µετά υπολογίζει τον P2 ϐασιζόµενος στο αποτέλεσµα της εφαρµογής του (I − P1)a1,

µετά υπολογίζει το (I − P1 − P2)a2 κ.ό.κ. ΄Οπως είδαµε αυτές οι πράξεις έχουν κινδύνους.

• Το q2 µπορεί να µην είναι ορθογώνιο στο q1.

• Το q3 δεν ϑα είναι πια ορθογώνιο στα q2, q1, κλπ.

Για παράδειγµα

A =









1 1 1

δ 0 0

0 δ 0

0 0 δ









΄Εστω δ τέτοιο ώστε

fl(1 + δ2) = 1.

Π.χ. στο Toshiba 320CDT (Intel Pentium) έστω δ = 7.4506e − 009. Τότε

Q῝ΓΣ =










1 0 0

δ −
√

2
2

−
√

2
2

0
√

2
2

0

0 0
√

2
2










Παρατηρούµε πως q⊤2 q3 ≈ 0.5, εποµένως οι στήλες του Q δεν είναι ΟΚ. Μάλιστα έχουµε

‖I − Q⊤
CGSQCGS‖F ≈ 0.7071

Αξίζει να σηµειωθεί ότι αν και οι στήλες του QCGS δεν είναι ΟΚ, ισχύει ότι

‖A − Q⊤
CGSRCGS‖ ≈ 0.
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Εναλλακτική υλοποίηση Πως µπορούµε να αποφύγουµε πράξεις του τύπου I − P1 − P2 − ...;
Στο πρώτο ϐήµα δεν γίνεται, αλλά από εκεί και πέρα έχουµε την ιδιότητα:

q⊤k qj = 0 ⇔ PkPj = 0

΄Αρα ισχύουν σχέσεις του τύπου

I − P1 − P2 = (I − P2)(I − P1)

Ο νέος αλγόριθµος υπολογίζει µε τη σειρά

q1 = a1/ρ11,

q2 = (I − P1)a2/ρ22

... = ...

qk = (I − Pk−1) · · · (I − P2)(I − P1)ak/ρkk

... = ...

qn = (I − Pn−1) · · · (I − P1)an/ρnn

Τότε το παραπάνω είναι µαθηµατικά ταυτόσηµο µε το µηχανισµό της κλασικής Gram­Schmidt.

Τροποποιηµένος αλγόριθµος Gram­Schmidt

function [Q,R] = MGS(A)
Q = A
for k = 1 : n

ρkk = ‖qk‖2

qk = qk/ρkk

for j = k + 1 : n
ρkj = q⊤k qj

qj = qj − ρkjqk

end

end

• Αριθµητικό κόστος ίδιο µε την κλασική GS.

• Τα εσωτερικά γινόµενα χρησιµοποιούν τις εν µέρει ορθοκανονικοποιηµένες στήλες.

• Η µέθοδος υπολογίζει qj που είναι πολύ πιο ορθογώνια µεταξύ τους από αυτά της

κλασικής GS.

• Τα στοιχεία ρij υπολογίζονται ανά γραµµή.

• Η MGS στο προηγούµενο παράδειγµα:

‖I − Q⊤
MGSQMGS‖F ≈ 6 × 10−9,
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• Αποδεικνύεται ότι για την MGS και QR µε Householder ισχύουν

‖I − Q⊤
MGSQMGS‖2 ≈ uκ2(A)

‖I − Q⊤
HQH‖2 ≈ u

Σχόλιο : Μπορούµε να ϐελτιώσουµε ακόµα περισσότερο την ορθογωνιότητα του Q που προ-

κύπτει από την MGS επαναλαµβάνοντας τη διαδικασία στο ίδιο το QMGS (στην πράξη αυτό

ενσωµατώνεται στη διαδικασία). Κάνουµε δηλαδή «επανορθογωνιοποίηση». Μπορεί να δειχτεί

ότι το νέο Q µπορεί να είναι πολύ πιό ορθογώνιο ! 2.7531ε+003

Παράδειγµα 2.

A = rand(100), κ2(A) = 2.71e03
‖A − QR‖2 ‖I − Q⊤Q‖2

Householder 1.4024e − 014 2.0119e − 015
CGS 4.2237e − 015 4.9100e − 012
MGS 3.3213e − 015 5.1946e − 014
MGS+MGS 3.5175e − 015 3.5175e − 015

A = hilb(10), κ2(A) = 1.61e013
‖A − QR‖2 ‖I − Q⊤Q‖2

Householder 8.1619e − 016 8.4938e − 016
CGS 8.9079e − 017 2.6042
MGS 6.9567e − 017 1.4336e − 004
MGS+MGS 6.9567e − 017 5.9498e − 016

�


