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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 16, 18/12/09

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Θέµατα

• Πώς ϕτιάχνουµε το πλέγµα που διακριτοποιεί το χωρίο ορισµού ;

• Πώς προσεγγίζουµε τις παραγώγους ;

• Πώς λύνουµε τις προκύπτουσες εξισώσεις ;

• Πόσο κοντά είναι η λύση των εξισώσεων από την πραγµατική λύση ;

ΠΡΟΣΟΧΗ Στις µεθόδους πεπερασµένων διαφορών:

• Η εξαρτηµένη µεταβλητή, διακριτοποιείται και προσεγγίζεται το διάνυσµα των τιµών της

στους κόµβους του επιλεγµένου πλέγµατος. Το µέγεθος του διανύσµατος είναι περίπου

ίσο µε τον αριθµό των εξαρτηµένων µεταβλητών επί το πλήθος των κόµβων, άρα και από

τη λεπτότητα του πλέγµατος1 Οι τιµές του διανύσµατος υπολογίζονται από το διακριτό

σύστηµα µε το οποίο αντικαθίσταται η διαφορική εξίσωση.

• Από τη διακριτή µορφή των παραγώγων και ολοκληρωµάτων (αν ϑυµάστε από την αριθ-

µητική ολοκλήρωση, π.χ. κανόνας Simpson) µπορούµε να συµπεράνουµε ότι, συνήθως:

1. Οι εξισώσεις που προέρχονται από την εφαρµογή της µεθόδου πεπερασµένων δια-

ϕορών σε διαφορικές εξισώσεις είναι αραιά συστήµατα.

2. Οι εξισώσεις που προέρχονται από διακριτοποίηση ολοκληρωµατικών εξισώσεων

συνήθως αντιστοιχούν σε πυκνά συστήµατα.

• (∆+u)k = uk+1 − uk,

• (∆−u)k = uk − uk−1,

• (∆0u)k = uk+ 1

2

− uk− 1

2

,

• (Su)k = uk+1,

• (Mu)k = 1
2
(uk+ 1

2

+ uk− 1

2

).

1Εδώ ϑα ϑεωρηθεί στατικό, αλλά η πρόκληση είναι να αποφασίζεται δυναµικά και να υπάρχει αυτοπροσαρµογή

ώστε να επιτευχθεί λύση µε ικανοποιητικά µικρό σφάλµα.
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λεςτ17 Πεπερασµένες διαφορές Κίνητρο: Ορισµός παραγώγων. Βασικό εργαλείο : Σειρές

Taylor

u′(x) = lim
h→0

u(x + h) − u(x)

h

u′(x) = lim
h→0

u(x) − u(x − h)

h

αλλά και

u′(x) =
1

2
lim
h→0

(

u(x + h) − u(x)

h
+

u(x) − u(x − h)

h

)

Πεπερασµένες διαφορές : 2 δοκιµές ϐασισµένες στους παραπάνω τρόπους να ορίσουµε την

παράγωγο

1)Dhu(x) :=
u(x + h) − u(x)

h

2)D2
hu(x) :=

u(x + h) − u(x − h)

2h

u(x) u′(x) Dhu(x) D2
hu(x)

c 0 0 0

x 1 1 1

x2 2x 2x + h 2x

sin x cos x sin(x+h)−sin(x)
h

cos x sin h
h

Παρατηρήσεις :

• Ο τελεστής πεπερασµένης διαφοράς Dh υπολογίζει σωστά την παράγωγο όταν η συνάρ-

τηση είναι σταθερή ή γραµµική.

• ΄Οταν η συνάρτηση είναι πολυώνυµο 2ου ϐαθµού, ο Dh προσεγγίζει την παράγωγο µε

σφάλµα που συµπεριφέρεται όπως το O(h).

• Επιπλέον, ο τελεστής πεπερασµένης διαφοράς D2
h υπολογίζει σωστά την παράγωγο όταν

η συνάρτηση είναι πολυώνυµο ϐαθµού 0, 1, ή 2.

• Η παράγωγος της ηµιτόνου προσεγγίζεται α) µε σφάλµα O(h) µε το Dh και σφάλµα O(h2)
µε το D2

h.

ερρορ Το σφάλµα αν χρησιµοποιήσουµε τους παραπάνω τελεστές για παράγωγο 1ης τάξης

u(x) = c ⇒ |u′(x) − Dhu(x)| = |u′(x) − D2
hu(x)| = 0
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u(x) = x ⇒ |u′(x) − Dhu(x)| = |u′(x) − D2
hu(x)| = 0

u(x) = x2 ⇒ |u′(x) − Dhu(x)| = h, |u′(x) − D2
hu(x)| = 0

u(x) = sin x ⇒ Dhu(x) − cos x οπότε ...

... µέσω Taylor

sin(x + h) = sin x + h cos x − sin xh2/2 + O(h3)

οπότε

(sin(x + h) − sin x)/h = cos x + O(h)

ενώ

(sin(x + h) − sin(x − h))

2h
= cos x

sin h

h

και προσέξτε ότι (πάλι µέσω σειράς Taylor - ειδικότερα την εκδοχή Maclaurin)

sin h

h
= 1 +

h2

6
cos θ, όπου θ ∈ [0, h]

εποµένως

| cos x −
(sin(x + h) − sin(x − h))

2h
| = | cos x

h2

6
cos θ|

= O(h2),

άρα η προσέγγιση είναι 2ης τάξης.

λεςτ18

Πεπερασµένες διαφορές

Προσεγγίσαµε τη συνάρτηση u(x) από τις τιµές της σε ένα διακριτό υποσύνολο Ωh

του χωρίου ορισµού Ω ⇒ ∆ειγµατοληψία !!!

Προσεγγίσαµε την παράγωγο από γραµµικό συνδυασµό (διαφορές) των τιµών της u
στο Ωh

Προσεγγίζουµε το ολοκλήρωµα µε γραµµικό συνδυασµό (άθροισµα) των τιµών της

u στο Ωh

Ανάλυση: µε σειρές Taylor

Αν η u διαθέτει τουλάχιστον 4 παραγώγους :

u(xj ± h) = u(xj) ± hu(1)(xj) +
h2

2
u(2)(xj) ±

h3

6
u(3)(xj) +

h4

24
u(4)(xj + θ±j h)
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όπου −1 < θ−j < 0 < θ+
j < 1. Εποµένως

u(xj − h) + u(xj + h) − 2u(xj) = h2u(2)(xj) +
h4

24

(

u(4)(xj + θ+
j h) + u(4)(xj + θ−j h)

)

u(xj + h) − u(xj − h) = 2hu(1)(xj) +
h3

6

(

u(3)(xj + η+
j h) + u(3)(xj + η−

j h)
)

όπου −1 < η−
j < 0 < η+

j < 1.

Θεώρηµα ενδιάµεσης τιµής:

Αν f συνεχής στο [a, b] και f(a) < λ < f(b) τότε υπάρχει x ∈ (a, b) ώστε f(x) = λ.

Μπορούµε να λάβουµε λ := f(a)+f(b)
2

και να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα στις u(3)(x) και u(4)(x),
οπότε

u(4)(xj + θ+
j h) + u(4)(xj + θ−j h)

2
= u(4)(xj + θjh), |θj| ≤ max{θ+

j , θ−j } < 1,

u(3)(xj + η+
j h) + u(3)(xj + η−

j h)

2
= u(3)(xj + ηjh), |ηj| ≤ max{η+

j , η−
j } < 1,

Τα παραπάνω δείχνουν ότι

u(xj + h) − u(xj − h)

2h
= u

(1)
j +

h2

12
u(3)(xj + ηjh), |ηj| ≤ max{η+

j , η−
j } < 1,

u(xj − h) + u(xj + h) − 2u(xj)

h2
= u

(2)
j +

h2

24
u(4)(xj + θjh), |θj| ≤ max{θ+

j , θ−j } < 1.

Προσοχή: Γνωστό ϑεώρηµα της Ανάλυσης λέει ότι αν µια συνάρτηση f είναι συνεχής σε ένα

κλειστό σύνολο τότε ϑα είναι και ϕραγµένη εκεί.

Εποµένως: Αν υποθέσουµε ότι οι u(3), u(4) είναι συνεχείς στο διάστηµα ορισµού [a, b], τα

υπόλοιπα h2u(3)(xj + ηjh) και h2u(4)(xj + θjh) ϑα τείνουν στο 0 όπως και το h2.

Εποµένως

u(xj + h) − u(xj − h)

2h
= u

(1)
j + O(h2)

u(xj − h) + u(xj + h) − 2u(xj)

h2
= u

(2)
j + O(h2)

• X το σφάλµα µειώνεται σαν το O(h2)

• X οι τύποι είναι «συµµετρικοί» ως προς τη ϑέση x
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Οι παραπάνω σχέσεις αποτελούν προσεγγίσεις

2ης τάξης της 1ης και της 2ας παραγώγου αντίστοιχα µε κεντρισµένες πεπερασµένες

διαφορές

Υπολογιστικά διαγράµµατα

«Φυσική αρίθµηση» κόµβων από αριστερά προς τα δεξιά.

x
0

x
0

x
n+1

x
1

x
2

x
3

x
n

x
n+1

Ù

Ù
h

΄Ιχνη/΄Αστρα

Σχηµατική παρουσίαση των κόµβων που παρέχουν πληροφορίες για την προσέγγιση των πα-

ϱαγώγων σε ένα σηµείο του πλέγµατος :

Επίλυση Σ∆Ε µε πεπερασµένες διαφορές ΄Εστω ότι η άγνωστη µεταβλητή u(x) έχει πεδίο ορι-

σµού το Ω = [XL, XU ] και ότι ικανοποιεί τη ∆Ε

−
d2u

dx2
(x) + b(x)

du

dx
(x) + c(x)u(x) = d(x)

Γράφουµε

L(u, b, c, d, x) = 0

Το πρόβληµα είναι να υπολογίσουµε το u(x) στο XL < x < XU .

Οριακές συνθήκες Για µοναδική λύση πρέπει να ορισθεί η συµπεριφορά του u στα «άκρα του

χωρίου». Αναφερόµαστε σε «συνοριακές τιµές» ή «συνοριακές συνθήκες».

Σ∆Ε 2ης τάξης → πρόβληµα συνοριακών τιµών

Σχετικά µε τις συνοριακές συνθήκες Κάθε συνοριακή συνθήκη,

• µπορεί να αναφέρεται στην τιµή της συνάρτησης (Dirichlet),

• ή στην τιµή παραγώγου της συνάρτησης (Neumann),

• ή µείγµα των παραπάνω (Robin),
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• ... σε ολόκληρο ή σε τµήµα του συνόρου του χωρίου,

• ή περιοδικές.

• Κωδικοποιούµε ως B(u, x) = 0.

• Προσοχή: Οι συνοριακές συνθήκες επιδρούν στην ύπαρξη και µοναδικότητα της λύσης

της ∆Ε.

Παράδειγµα π.χ. για το παραπάνω πρόβληµα ϑα µπορούσαµε να έχουµε

• u(XL) = g1, u(XU) = g2 →

•
du
dx
|XL

= g1,
du
dx
|XR

= g1 ή και

• γ1u(xL) + γ2
du
dx
|XL

= g1, δ1u(xU) + δ2
du
dx
|XU

= g2,

• u(XL) = u(XU) = g.

΄Ενα Θεώρηµα ΄Υπαρξης Γνωρίζουµε ότι :

Θεώρηµα 1. ΄Εστω το παραπάνω γραµµικό πρόβληµα συνοριακών τιµών 2 σηµείων

−
d2u

dx2
(x) + b(x)

du

dx
(x) + c(x)u(x) = d(x).

Αν οι συναρτήσεις b(x), c(x), d(x) είναι συνεχείς και c(x) ≥ 0 στο διάστηµα ορισµού [XL, XU ]
τότε το πρόβληµα έχει µία µοναδική λύση. �

Επίσης µπορεί να δειχτεί ότι αν b(x) = 0, η u(x) έχει συνεχή 4η παράγωγο στο διάστηµα και

γίνει η διακριτοποίηση µε κεντρισµένες διαφορές, τότε το συνολικό σφάλµα στην επίλυση είναι

max
0≤j≤n

|u(xj) − Uj| ≤
1

96
h2(XU − XL)2M4

όπου M4 είναι ϕράγµα για την 4η παράγωγο.

Σχετικά µε το σφάλµα

• Προσέξτε ότι το παραπάνω ϕράγµα αναφέρεται στο σφάλµα προσέγγισης των τιµών της

u(x) από το διάνυσµα U στα σηµεία του πλέγµατος.

• ∆ηλαδή: ∆εν έχει συνυπολογιστεί το σφάλµα στρογγύλευσης κατά τη λύση του συστήµα-

τος για το U

• Με α.κ.υ. το σύστηµα AU = F επιστρέφει Û που περιέχει το εµπρός σφάλµα !

• Για µια πλήρη ανάλυση ϑάπρεπε να εξετάσουµε τις τιµές στα αριστερά της ανισότητας

παρακάτω

‖u(xj) − Ûj| ≤ ‖u(xj) − Uj| + ‖Uj − Ûj|
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• Ο 1ος όρος δεξιά είναι το σφάλµα από την προσέγγιση του u µε U ,

• ο 2ος όρος είναι το (εµπρός) σφάλµα από την επίλυση του συστήµατος

• το 1ο το ϕράσσουµε από το παραπάνω αποτέλεσµα, το 2ο από τη ϑεωρία που έχουµε

αναπτύξει στα κεφ. 4, 5

• Οι επιλογές µας στην επίλυση (π.χ. πόσο µεγάλο n δηλ. µικρό h) πρέπει να λάβουν

υπόψη τη σχέση µεταξύ αυτών των σφαλµάτων (καθώς µικραίνει το πρώτο µπορεί να

µεγαλώνει το δεύτερο...)

Βήµατα

διακριτοποίηση χωρίου Ω → Ωh

διακριτοποίηση τελεστών/εξίσωσης L → Lh

διακριτοποίηση οριακών συνθηκών B → Bh

Εύρεση διακριτής λύσης u → U

∆ιακριτοποίηση χωρίου «Πλέγµα» Ωh από n + 2 ισαπέχοντες «κόµβους» στο [XL, XU ].

Ωh := {xj|xj = XL + jh, j = 0, ..., n + 1}

όπου h = XU−XL

n+1
. x0 = XL, xn+1 = XU καλούνται ακραία ή συνοριακά σηµεία.

Αντιστοιχία u(xj) ↔ Uj

Παρατηρήσεις Η διακριτοποίηση του χωρίου µε σύνολο κατάλληλα τοποθετηµένων κόµβων

είναι ένα σηµαντικό και δύσκολο ϑέµα.

• ώστε να είναι ικανή να εφαρµοσθεί σε πολύπλοκα αντικείµενα.

• ώστε να αναπαραστεί µε λεπτοµέρεια περιοχές στις οποίες η λύση αναµένεται να µην

είναι οµαλή, π.χ. περιοχές µε ιδιαίτερα σηµεία, γωνίες, κλπ.

• ώστε να γίνεται γρήγορα και ϕθηνά σε περιβάλλον ϕιλικής διεπαφής

Στο παρελθόν γινόταν στο χέρι και ήταν πολύ χρονοβόρα. Για παράδειγµα, η κατασκευή

πλέγµατος για την αναπαράσταση της ϱοής γύρω από ένα αεροσκάφος απαιτούσε περί τους 6

µήνες, ενώ σήµερα ο χρόνος έχει µειωθεί στις 2-3 εβδοµάδες.

Τα πλέγµατα που χρησιµοποιούν οι κατασκευαστές αντικειµένων κάθε είδους (από αεροπλάνα

µέχρι µικροεργαλεία) ϑεωρούνται απόρρητα.

∆ιακριτοποίηση ∆Ε
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Θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τις κεντρισµένες προσεγγίσεις

uj+1 − uj−1

2h
≈ u

(1)
j

uj−1 + uj+1 − 2uj

h2
≈ u

(2)
j

Η ποιότητα κάθε προσέγγισης εξαρτάται από

1. Το µέγεθος του h

2. το µέγεθος των παραγώγων u(3), u(4) γύρω από το xj.

Αν αγνοήσουµε τους όρους O(h2) της κάθε εξίσωσης λαµβάνουµε τις n σχέσεις

−Uj−1 − Uj+1 + 2Uj

h2
+ bj

Uj+1 − Uj−1

2h
+ cjUj = dj, j = 1, ..., n

για τους αγνώστους Uj.

Είναι n σχέσεις που συνδέουν τις τιµές της U στους κόµβους του πλέγµατος.

• Αν έχουµε 2 συνοριακές συνθήκες Dirichlet, τις αξιοποιούµε στα σηµεία x1, xn:

U0 = u(x0), Un+1 = u(xn+1)

οπότε

−U0 − U2 + 2U1

h2
+ b1

U2 − U0

2h
+ c1U1 = d1

−Un−1 − Un+1 + 2Un

h2
+ bn

Un+1 − Un−1

2h
+ cnUn = dn

΄Ολες µαζί οι εξισώσεις για συνθήκες Dirichlet:

−U2 + 2U1

h2
+ b1

U2

2h
+ c1U1 = d1 +

u0

h2
+ b1

u0

2h

−Uj−1 − Uj+1 + 2Uj

h2
+ bj

Uj+1 − Uj−1

2h
+ cjUj = dj, j = 2, . . . , n − 1

−Un−1 + 2Un

h2
+ bn

−Un−1

2h
+ cnUn = dn +

un+1

h2
− bn

un+1

2h

οπότε

(c1 +
2

h2
)U1 + (−

1

h2
+

b1

2h
)U2 = d1 +

u0

h2
+ b1

u0

2h

−(
1

h2
+

bj

2h
)Uj−1 + (cj +

2

h2
)Uj + (−

1

h2
+

bj

2h
)Uj+1 = dj, j = 2, . . . , n − 1

(−
1

h2
−

bn

2h
)Un−1 + (cn +

2

h2
)Un = dn +

un+1

h2
− bn

un+1

2h
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Οι παραπάνω n εξισώσεις αποτελούν σύστηµα ως προς [U1, · · · , Un]:

AU = F

Το A είναι το τριδιαγώνιο µε στοιχεία γj, αj, βj στις ϑέσεις j − 1, j, j + 1 της j γραµµής,

δηλ.

A = tridn[γj, αj, βj]

όπου

αj = (
2

h2
+ cj), γj = (−

1

h2
−

bj

2h
), βj = (−

1

h2
+

bj

2h
)

΄Οπου έχουµε συνθήκες Neumann, π.χ. µπορεί να µην γνωρίζουµε τιµή του u(x0) αλλά

µόνον ότι ux(x0) = g. Τι κάνουµε τότε ;

1) Θεωρούµε ότι επιτρέπεται να γράψουµε µια ακόµα εξίσωση στο x0:

−U−1 − U1 + 2U0

h2
+ b0

U1 − U−1

2h
+ c0U0 = d0

όπου U−1 ≈ u(x−1) := u(x0 − h).

2) ∆ιακριτοποιούµε τη συνοριακή συνθήκη Neumann:

g ≈
U1 − U−1

2h
⇓

U−1 = U1 − 2hg.

3) Συνδυάζουµε τα παραπάνω για να απαλείψουµε τον όρο U−1 από την εξίσωση

−(U1 − 2hg) − U1 + 2U0

h2
+ b0

U1 − (U1 − 2hg)

2h
+ c0U0 = d0

΄Ολες οι εξισώσεις για συνθήκη Neumann στο ένα άκρο (π.χ. στον κόµβο υπ΄ αριθµ. 0)

και Dirichlet στον κόµβο υπ΄ αριθµ. n + 1:

−2U1 + 2U0

h2
+ c0U0 = d0 − b0g −

2g

h
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−U2 + 2U1

h2
+ b1

U2

2h
+ c1U1 = d1 +

u0

h2
+ b1

u0

2h

−Uj−1 − Uj+1 + 2Uj

h2
+ bj

Uj+1 − Uj−1

2h
+ cjUj = dj, j = 1, . . . , n − 1

−Un−1 + 2Un

h2
+ bn

−Un−1

2h
+ cnUn = dn +

un+1

h2
− bn

un+1

2h

οπότε

(c0 +
2

h2
)U0 −

2

h2
U1 = d0 − b0g −

2g

h

−(
1

h2
+

bj

2h
)Uj−1 + (cj +

2

h2
)Uj + (−

1

h2
+

bj

2h
)Uj+1 = dj, j = 1, . . . , n − 1

(−
1

h2
−

bn

2h
)Un−1 + (cn +

2

h2
)Un = dn +

un+1

h2
− bn

un+1

2h

Οι παραπάνω n + 1 εξισώσεις αποτελούν σύστηµα ως προς [U0, U1, · · · , Un]:

ANDU = F

Το AND είναι το τριδιαγώνιο µε στοιχεία γj, αj, βj στις ϑέσεις j−1, j, j +1 της j γραµµής,

δηλ.

A = tridn[γj, αj, βj]

όπου

αj = (
2

h2
+ cj), για j = 1, ..., n + 1, γj = (−

1

h2
−

bj

2h
)για j = 2, ..., n + 1,

και

β1 = −
2

h2
, βj = (−

1

h2
+

bj

2h
), j = 2, ..., n.

ΠΡΟΣΟΧΗ: Για µια συνοριακή συνθήκη µε παράγωγο, εισαγάγαµε µια παραπάνω εξίσω-

ση !!! Για Neumann και στα 2 άκρα ϑα είχαµε n + 2 εξισώσεις. Για περιοδικές συνθήκες,

ϑα είχαµε n − 1 εξιώσεις.

΄Ετσι κατασκευάζουµε το µητρώο των συντελεστών που αντιστοιχεί σε κάθε επιλογή συ-

νοριακών συνθηκών. Αξίζει να σηµειωθεί ότι µια «καλή» διακριτοποίηση πρέπει να

«κληρονοµεί» τις ιδιότητες της διαφορικής εξίσωσης στο διακριτό πρόβληµα. Επίσης,

να ελαχιστοποιεί τη δηµιουργία και µετάδοση «τεχνητών» προβληµάτων στο διακριτό

πρόβληµα γιατί µετά αυτά ϑα εµφανιστούν και ϑα εισάγουν ϑόρυβο στη λύση. ΄Ενα

παράδειγµα: Αν το πρόβληµα έχει µοναδική λύση, ϑέλουµε το µητρώο που κωδικοποιεί

τη διακριτοποίηση να είναι αντιστρέψιµο. Αντίστροφα, αν το µητρώο δεν είναι αντιστρέ-

ψιµο, αυτό ϑέλουµε να οφείλεται στο ότι το συνεχές πρόβληµα δεν έχει µοναδική λύση.
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Αν, π.χ. διακριτοποιήσετε σύµφωνα µε τα παραπάνω το πρόβληµα −u′′(x) = f(x), µε

συνοριακές συνθήκες Neumann και στα δυο άκρα, τότε το µητρώο είναι τριδιαγώνιο,

αλλά έχει στοιχεία

1

h2















2 −2 0
−1 2 −1

0
. . .

. . .
. . .

. . . −1 2 −1
−2 2















Μπορείτε να εξακριβώσετε ότι δεν είναι αντιστρέψιµο, όπως και το συνεχές πρόβληµα δεν

έχει µοναδική λύση (αν το Û είναι λύση, για κάθε σταθερή τιµή C το Û + C ϑα είναι και

αυτό λύση της ∆Ε.

Προσέξτε : Το µητρώο ανέδειξε την ιδιότητα του συνεχούς προβλήµατος ! Αυτό

είναι κάτι καλό - το διακριτό πρόβληµα να «κληρονοµεί» τις ιδιότητες του

συνεχούς !

Θέµατα

{ Είναι το µητρώο των συντελεστών αντιστρέψιµο ;

{ Αν ναι, πώς να λύσουµε το σύστηµα ;

{ Ποιά είναι η σχέση µεταξύ της λύσης του διακριτού συστήµατος AÛ(h) = f και της

λύσης της ∆Ε u;

Πρέπει να συγκλίνει η µέθοδος

Αυτό συµβαίνει αν το σφάλµα maxj |Uj(h) − u(xj)| → 0 καθώς h → 0. Πόσο

γρήγορα συγκλίνει ;

{ Οι παραπάνω σχέσεις προέκυψαν αφού αγνοήσαµε τους όρους O(h2), ϑα είναι

προσεγγίσεις των αρχικών εξισώσεων ενώ η λύση U ϑα είναι µόνο προσέγγιση της

λύσης του άρχικού προβλήµατος.

{ Οι σχέσεις µετετράπηκαν σε εξισώσεις µε πεπερασµένο αριθµό όρων που ελπίζουµε

να µπορούµε να λύσουµε µε γνωστές ή νέες τεχνικές. Οι εξισώσεις αυτές λέγον-

ται εξισώσεις διαφορών και αποτελούν ένα γραµµικό σύστηµα n εξισώσεων για n
αγνώστους.

{ Οι άγνωστοι είναι ένα διάνυσµα U = [U1, ..., Un] που λαµβάνουµε ως προσεγγίσεις

του u στους κόµβους του πλέγµατος. Η ακρίβεια της προσέγγισης ελέγχεται π.χ.

µέσω κάποιας νόρµας του διανύσµατος ‖U − u‖, όπου τώρα το u συµβολίζει τις

τιµές της u στους κόµβους.
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{ Τα σφάλµατα που προκύπτουν από τη διακριτοποίηση και την χρήση των εξισώσεων

διαφορών για να προσεγγίσουµε το αρχικό πρόβληµα ονοµάζονται τοπικά σφάλµατα

διακριτοποίησης ή τοπικά σφάλµατα αποκοπής ενώ το ‖U − u‖ ονοµάζεται ολικό

σφάλµα.

Χαρακτηριστικά

A = tridn[γj, αj, βj]

όπου

γj = (−
1

h2
−

bj

2h
), αj = (

2

h2
+ cj), βj = (−

1

h2
+

bj

2h
)

Είναι το µητρώο αντιστρέψιµο ;

{ Η απόδειξη δεν είναι απλή στη γενική περίπτωση

{ ΄Εξετάζουµε µία ειδική περίπτωση: Ειδικά όταν bj = 0, cj > 0 ∀j:

A =
1

h2
tridn[−1, 2 + cjh

2,−1]

{ Η αντιστρεψιµότητα πορεί να αποδειχθεί µε διάφορους τρόπους :

Gerschgorin Οι ιδιοτιµές του [aij] = A ∈ C
n×n ϐρίσκονται στην κλειστή περιοχή του

µιγαδικού επιπέδου που ορίζεται από την ένωση των n δίσκων

|z − αii| ≤

n
∑

j=1,j 6=i

|αij|, i = 1 : n.

Αρχή µεγίστου ∆εν την εξετάζουµε εδώ

Μέσω ϑεωρήµατος Gerschgorin Θεώρηµα G.: Οι ιδιοτιµές του [aij] = A ∈ C
n×n ϐρίσκον-

ται στην κλειστή περιοχή του µιγαδικού επιπέδου που ορίζεται από την ένωση των n δίσκων

|z − αii| ≤
n

∑

j=1,j 6=i

|αij|, i = 1 : n.

Εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα G. στην περίπτωση του τριδιαγώνιου που προέκυψε από τη

διακριτοποίηση,
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εφόσον A = A⊤ ⇒ όλες οι ιδιοτιµές λ(A) ∈ R

⇓
−2 ≤ λ(A) − (2 + cih

2) < 2, i = 2, ..., n − 1
⇓

cih
2 ≤ λ(A) < 4 + cih

2

⇓
αν ci > 0 έπεται ότι λ(A) > 0.

Επίσης, στις δυο ακραίες περιπτώσεις −1 ≤ λ(A)− (2 + c1h
2) < 1 και −1 ≤ λ(A)− (2 +

cnh
2) < 1 εποµένως

1 + c1h
2 ≤ λ(A) ≤ 3 + c1h

2, 1 + cnh
2 ≤ λ(A) ≤ 3 + cnh

2,

και πάλι έπεται ότι αν ci > 0, τότε λ(A) > 0.

αν ένα µητρώο έχει όλες του τις ιδιοτιµές µη µηδενικές τότε είναι αντιστρέψιµο

→ π.χ. LU µε µερική οδήγηση

Επίσης

αν ένα µητρώο έχει όλες του τις ιδιοτιµές ϑετικές πραγµατικές τότε είναι ΣΘΟ

→ π.χ. Cholesky

Πώς λύνεται το σύστηµα ;

−d2u
dx2 (x) + b(x)du

dx
(x) + c(x)u(x) = d(x), u(0) = g1, u(1) = g2

A = tridn[− 1
h2 −

bj

2h
, 2

h2 + cj,−
1
h2 +

bj

2h
]

Πρέπει να εκµεταλλευτούµε τη µορφή του µητρώου:

{ Κεντρισµένες πεπερασµένες διαφορές 2ης τάξης

⇒ τριδιαγώνιο

{ Συντελεστές και συνοριακές συνθήκες

→ συµµετρικό,

→ ϑετικά ορισµένο

→ Toeplitz

δένδρο απόφασης → έµπειρο/έξυπνο σύστηµα, recommender
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Παράδειγµα

L: −d2u
dx2 (x) + xu(x) = (9 + x) sin 3x

B: u(0) = 0, u(π/6) = 1

Ω: [0, π/6]

{ h = π
6(n+1)

, Ωh = {xj = jh|j = 0, ..., n + 1}

{

(x1 +
2

h2
)U1 −

1

h2
U2 = (9 + x1) sin 3x1

−
1

h2
Uj−1 + (xj +

2

h2
)Uj −

1

h2
Uj+1 = (9 + xj) sin 3xj, j = 2, . . . , n − 1

−
1

h2
Un−1 + (xn +

2

h2
)Un = (9 + xn) sin 3xn +

1

h2

→֒ AU = F όπου

A = tridn[γj, αj, βj]
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αj = (
2

h2
+ jh), γj = −

1

h2
, βj = −

1

h2

ενώ

Fj = (9 + jh) sin 3xj, j = 1, ..., n − 1

Fn = (9 + nh) sin 3xn +
1

h2

Λύνουµε AU = F χρησιµοποιώντας Cholesky για τριδιαγώνια συστήµατα (κόστος O(n))
και συγκρίνουµε τις υπολογισµένες τιµές του U µε τις τιµές της ακριβούς λύσης u.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Συµπεριφορά της υπολογισµένης λύσης του διακριτοποιηµένου συστήµατος του

παραδείγµατος σε σχέση µε την πραγµατική λύση u(x) = sin(3x) για n = 20
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Το σχήµα δείχνει τις υπολογισµένες τιµές του U όταν διακριτοποιήσουµε µε

πλέγµα n = 20 εσωτερικών κόµβων ενώ το δεξιό σχήµα δείχνει τις καµπύλες

του σχετικού σφάλµατος |
uj−Uj

uj
| καθώς και το µέγιστο σχετικό σφάλµα για τις

περιπτώσεις που n = 20, 40, 60, 80. Αν τώρα εξετάσετε τις τιµές του µέγιστου

σφάλµατος για n = 20, 40, 80 αυτές είναι [0.1680, 0.0441, 0.0113] × 10−3 και

ϐλέπετε ότι όταν διπλασιάζουµε τους κόµβους του πλέγµατος, το σφάλµα

υποτετραπλασιάζεται. Οι γραφικές παραστάσεις υποδεικνύουν ότι το µέγιστο

σχετικό σφάλµα συµπεριφέρεται ως O(h2). Η πρόκληση ϐέβαια είναι να

αποδειχθεί αυτή η συµπεριφορά και αναλυτικά - κάτι που αναβάλλουµε για

πιο προχωρηµένα µαθήµατα.

Μία κοινή περίπτωση

−uxx = d(x) ⇒

−Uj−1 − Uj+1 + (2)Uj

h2
= dj, j = 2, . . . , n − 1

Σύστηµα AU = F όπου

1

h2















2 −1
. . .

−1 2 −1
. . .

. . .
. . .

−1 2





























U1

U2
...

Un















=















F1

F2
...

Fn

















c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-09 17

Απρόσµενη ιδιότητα (ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΟ)

{ Οι ιδιοτιµές και ιδιάζουσες τιµές του A είναι διαθέσιµες αναλυτικά!!!

λk(A) = 2 − 2 cos(
πk

n + 1
), k = 1, ..., n

Από τις αναλυτικές τιµές ακολουθεί αµέσως ότι

min
k

λk(A) = λ1(A) = 2 − 2 cos(
π

n + 1
) > 0

άρα όλες οι ιδιοτιµές είναι ϑετικές.

΄Ενα συµµετρικό µητρώο µε όλες τις ιδιοτιµές ϑετικές είναι ΣΘΟ

{ Οι ιδιοτιµές είναι διαθέσιµες αναλυτικά για όλα τα τριδιαγώνια µητρώα ToeplitzA =
trid[γ, α, β]

Επιπλέον ... από τις ιδιοτιµές συµµετρικού A υπολογίζεται και ο δείκτης κατάστασης

κ2(A) =
|λmax(A)|

|λmin(A)|

αλλά αφού ϑετικές

λmin(A) = min
k

λk(A) = λ1(A) = 2 − 2 cos(
π

n + 1
)

= 2 − 2(1 − 2 sin2 π

2(n + 1)
) = 4 sin2 π

2(n + 1)

≈ 4(
π

2(n + 1)
)2 =

π2

(n + 1)2

λmax(A) = max
k

(2 − 2 cos(
πk

n + 1
)) < 4

⇒ κ2(A) ≃ 4(n+1)2

π2

Παράδειγµα Εξετάζουµε την ίδια ∆Ε µε διαφορετικές συνθήκες :

−u′′ − π2u = 1, u(0) = u(1) = 0 ∆ΕΝ ΕΧΕΙ ΚΑΜΙΑ ΛΥΣΗ
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−u′′ − π2u = 1, u(0) = 0, u′(1) = 1 ΕΧΕΙ ΜΙΑ ΜΟΝΑ∆ΙΚΗ ΛΥΣΗ

−u′′ − π2u = 1, u(0) = 0, u(1) =
2

π2
ΕΧΕΙ ΑΠΕΙΡΕΣ ΛΥΣΕΙΣ

Η αναλυτική λύση:

u(x) = A sin(πx) + B cos(πx) +
1

π2

οπότε εύκολα ϕαίνεται τί ισχύει για τις λύσεις.

Παρατηρήσεις Στη 2η περίπτωση (µια µοναδική λύση) αντιστοιχεί αντιστρέψιµο µητρώο

και το σφάλµα διακριτοποίησης υποτετραπλασιάζεται καθώς υποδιπλασιάζουµε το ϐήµα

Η 1η περίπτωση όµως πώς εµφανίζεται στο διακριτό πρόβληµα ; Μπορείτε να δείξετε ότι

καθώς µικραίνει το h, ο δείκτης κατάστασης του A µεγαλώνει πάρα πολύ, δείχντοντας ότι

οριακά το µητρώο δεν είναι αντιστρέψιµο και εποµένως δεν υπάρχει λύση.


