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Επίλυση γραµµικών συστηµάτων

ΑΓΑ.1 Μας δίνεται A ∈ R
n×n, και b ∈ R

n. Θέλουµε να

υπολογίσουµε x ∈ R
n τέτοιο ώστε Ax = b.

Παρατηρήσεις : Το γενικότερο πρόβληµα είναι η εύρεση του arg minx∈Rn ‖b − Ax‖ που

επιτρέπει τη διαχείριση µη τετραγωνικών ή και µη οµαλών προβληµάτων. Η ευκλείδεια

νόρµα αντιστοιχεί στο πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων (κεφ. 6).

2



Θεωρητικές µέθοδοι

Θεώρηµα 1 (Κανόνας του Cramer). ΄Εστω A ∈ R
n×n και b ∈ R

n. Τα στοιχεία ξj

(1 ≤ j ≤ n) του διανύσµατος x ∈ R
n που λύνουν το σύστηµα Ax = b ικανοποιούν τις

σχέσεις :

ξi =
det(A(i|b))

det(A)
, i = 1, . . . , n.

όπου A(i|b) είναι το µητρώο που προκύπτει αν αντικαταστήσουµε την i στήλη του A µε το

b. �

Μη πρακτικός Υψηλή πολυπλοκότητα και µη εξασφαλισµένο σφάλµα.

Υπενθύµιση: Στη συντριπτική πλειοψηφία των περιπτώσεων ∆ΕΝ ϑέλουµε να υπολογί-

σουµε το αντίστροφο (ακόµα και αν το γράφουµε ή το «αναφέρουµε» ).

Γιατί (1); Αυτό που ενδιαφέρει είναι να υπολογίσουµε το Q = A−1B ή U = CA−1 ή

γενικότερα CA−1B για δεδοµένα B, C, όπου B έχει n γραµµές και το C έχει n στήλες.

Γιατί (2); ΄Οπως αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε το β/α για ϐαθµωτούς, κάνουµε διαίρεση

και ∆ΕΝ υπολογίζουµε πρώτα γ := 1/α και µετά γβ.

Γιατί (3); Το A−1 συνήθως δεν έχει κάποια ειδική δοµή. Π.χ. αν το A τριδιαγώνιο (άρα

αποθήκευση σε ≈ 3n ϑέσεις), το A−1 πυκνό (άρα αποθήκευση σε ≈ n2 ϑέσεις).

Γιατί (4); Ο υπολογισµός του A−1 στοιχίζει λίγο περισσότερο από το να λύσουµε ένα
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γραµµικό σύστηµα.

Για X = A−1B , αν B ∈ R
n×k αρκεί να λύσουµε AX = B, δηλ. να λύσουµε k

γραµµικά συστήµατα µε το ίδιο µητρώο συντελεστών οπότε ϑα αρκέσει µια µόνο

παραγοντοποίηση, π.χ. LU .

Για Y = CA−1 , αν C ∈ R
m×n έχουµε Y A = C ⇒ A⊤Y ⊤ = C⊤, εποµένως λύνουµε ως

προς Y ⊤ τα m γραµµικά συστήµατα µε το ίδιο µητρώο συντελεστών, A⊤, οπότε πάλι

αρκεί µια µόνο παραγοντοποίηση.

Για Z = CA−1B , ϑα µπορούσαµε να υπολογίσυµε Z = C(A−1B) = CX ή Z =

(A−⊤C⊤)B = Y ⊤B. Η σειρά υπολογισµών που ελαχιστοποιεί τις πράξεις εξαρτάται

από τις σχέσεις µεταξύ των m, k, n.
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Πολυπλοκότητα του ΑΓΑ.1

A =

(
A11 A12

A21 A22

)

=

(
I 0

A21A
−1
11 I

)






A11 A12

0 A22 − A21A
−1
11 A12

︸ ︷︷ ︸

συµπλήρωµα Schur






A−1 =

(
A−1

11 −A−1
11 A12S

−1

0 S−1

) (
I 0

−A21A
−1
11 I

)

=

(
A−1

11 + A−1
11 A12S

−1A21A
−1
11 −A−1

11 A12S
−1

−S−1A21A
−1
11 S−1

)
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Για το αντίστροφο χρειαζόµαστε :

1. Το A−1
11 ,

2. τα A−1
11 A12 και A21A

−1
11 ,

3. το S−1 = (A22 − A21A
−1
11 A12)

−1,

4. τα −S−1(A21A
−1
11 ), (A−1

11 A12)S
−1,

5. και το A−1
11 + (A−1

11 A12)S
−1(A21A

−1
11 )

Συνολικά

• 2 αντιστροφές µητρώων µεγέθους n/2, και

• 6 πολλαπλασιασµούς µητρώων µεγέθους n/2,

• 2 προσθέσεις µητρώων µεγέθους n/2, δηλ.

Εποµένως TINV(n) = 2TINV(n/2) + 6TMUL(n/2) + 2TADD(n/2) και έπεται ότι

Θεώρηµα 2. Αν το µητρώο A είναι αντιστρέψιµο, µπορούµε να υπολογίσουµε το αντί-

στροφό του µε λιγότερες από 5.64nlog 7 αριθµητικές πράξεις. �

ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ : Αν διαθέτουµε έναν υπερταχύ (Ω = O(n2+µ) για µ < 1), αλγόριθµο

πολλαπλασιασµού µητρώων, µπορούµε να τον χρησιµοποιήσουµε άµεσα και να κατα-

σκευάσουµε αλγόριθµο αντιστροφής µε ίδια ασυµπτωτική πολυπλοκότητα !
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ΠΡΟΣΟΧΗ

Για να είναι εφικτός ο παραπάνω υπερταχύς αλγόριθµος ϑα πρέπει να είναι αντιστρέ-

ψιµα τα υποµητρώα που χρησιµοποιούµε µ΄ αυτόν τον τρόπ κατά τη διάρκεια της

αναδροµικής επίλυσης :

π.χ. στο πρώτο ϐήµα παραπάνω, τα A11 και S = A22 − A21A
−1
11 A12.

Η αντιστρεψιµότητα του A δεν εξασφαλίζει την αντιστρεψιµότητα των παραπάνω !

Για παράδειγµα, το µητρώο [0, 1; 1, 1] είναι αντιστρέψιµο αλλά δεν ικανοποιεί την πα-

ϱαπάνω συνθήκη καθώς α1,1 = 0.

΄Ενας τρόπος να αποφύγουµε το παραπάνω πρόβληµα είναι αντί για το Ax = b να

επιλύσουµε το ισοδύναµο σύστηµα A⊤Ax = A⊤b. Αν το A είναι αντιστρέψιµο, τότε το

A⊤A είναι και αυτό αντιστρέψιµο και µπορούµε να αποδείξουµε ότι όλα τα υποµητρώα

που εµφανίζονται στην αναδροµή και χρειάζονται αντιστροφή είναι αντιστρέψιµα.

Πώς το δείχνουµε (ΠΡΟΑΙΡΕΤΙΚΟ); ∆ύο σκέλη στην απόδειξη· δείχνουµε ότι :

1. το µητρώο A⊤A είναι συµµετρικό ϑετικά ορισµένο (ΣΘΟ).

2. τα µητρώα α) A1,1 και ϐ) S που προέρχονται από ένα ΣΘΟ µητρώο A σύµφωνα µε

την παραγοντοποίηση κατά ορµαθούς

A =

(
I 0

A21A
−1
11 I

) (
A11 A12

0 S

)
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τεµαχισµό είναι επίσης ΣΘΟ.

• Σχετικά µε το (1): Αν x 6= 0 τότε x⊤A⊤Ax = (Ax)⊤(Ax) > 0 από τον ορισµό του

εσωτερικού γινοµένου.

• Σχετικά µε το (2α): ΄Εστω ότι x = [x1; 0]⊤ όπου το µέγεθος του x1 είναι ίδιο µε τον

αριθµό γραµµών/στηλών του A1,1. Τότε 0 < x⊤Ax = x⊤
1 A1,1x1.

• Σχετικά µε το (2β): ΄Εστω x = [x1; x2]
⊤, τότε

0 < x⊤Ax = x⊤
1 A1,1x1 + x⊤

1 A1,2x2 + x⊤
2 A2,1x1 + x⊤

2 A2,2x2

< (x1 + A−1
1,1A1,2x2)

⊤A1,1(x1 + A−1
1,1A1,2x2) + x⊤

2 (A2,2 − A2,1A
−1
1,1A1,2)x2

για οποιαδήποτε επιλογή των x1, x2 αρκεί x 6= 0. Εποµένως, αν διαλέξουµε x1, x2

έτσι ώστε x1 + A−1
1,1A1,2x2 ≡ 0 τότε

x⊤
2 (A2,2 − A2,1A

−1
1,1A1,2)x2 = x⊤

2 Sx2 > 0

και προκύπτει ότι το S ενός ΣΘΟ µητρώου επίσης είναι ΣΘΟ.
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Είδη µητρώων

Αλγεβρικές ιδιότητες :

• A γενικό

• A = A∗, όπου A∗ συµβολίζει το «συζυγές ανάστροφο» του A (αν A ∈ R
n×n προφανώς

A⊤ = A∗.

• AA∗ = A∗A

• ∀x 6= 0, x∗Ax > 0.

• A∗A = I

∆οµή

• τριγωνική, τριδιαγώνια, Hessenberg

• συµµετρικόA = AT , ερµιτιανό A = A∗

• A Toeplitz, Hankel, Vandermonde, circulant
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Ως προς αριθµ. µηδενικών και αποθήκευση

• πυκνό

• αραιό

ποικιλία αραιών τρόπων αποθήκευσης

Παρατηρήσεις

Συµπίεση: Πόσες πράξεις χρειάζονται για να εκτελεσθεί ο πολλαπλασιασµός Ab;

αποτελεσµατικότητα → χρήση πληροφορίας

Παράδειγµα 1. Επιτρέπουν ταχύτερες µεθόδους διαχείρισης : FFT, circulant, Toeplitz

�
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Θεµελιώδης τεχνική επίλυσης: Μέθοδοι παραγοντοποίησης

Εξαιρετικά σηµαντική κατηγορία τεχνικών επίλυσης των ϐασικών προβληµάτων της

υπολογιστικής γραµµικής άλγεβρας (κεφάλαια 5, 6, 7 και αλλού) γραµµικών συστη-

µάτων αλλά και άλλων προβληµάτων αυτής της κατηγορίας λέγεται

matrix decomposition

στην οποία ϑα αναφερόµαστε ως

διάσπαση ή παραγοντοποίηση µητρώου

• Οι περισσότερες τεχνικές παραγοντοποίησης αναπτύχθηκαν ανεξάρτητα η µια από

την άλλη

• η σύνδεσή τους και ενοποιηµένη παρουσίασή τους οφείλεται στον Alston Househol­

der (1904-1993)

• ολοκληρωµένη «εγκυκλοπαιδική» προσέγγιση στο ϐιβλίο του G.W. Stewart Matrix

Decompositions (2002).
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Η κεντρική ιδέα είναι, δοθέντος του A ∈ R
m×n, να προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε

κατάλληλους παράγοντες C, D, E, τέτοιους ώστε

A = CDE ή γενικότερα A ≈ CDE

όπου οι παράγοντες C, D, E είναι «απλούστεροι» αλλά εµπεριέχουν ό,τι χρειάζεται για

το A.

Ποια παραγοντοποίηση επιλέγουµε ;

Γενικά κριτήρια :

• το πρόβληµα υπό λύση (π.χ. ΑΓΑ.2, ΑΓΑ.3, κ.λπ.)

• τα αλγεβρικά χαρακτηριστικά του µητρώου (συµµετρικό ορισµένο, συµµετρικό η-

µιορισµένο, ...)

• τα δοµικά χαρακτηριστικά του µητρώου (µέγεθος, πυκνότητα, ειδική µορφή (π.χ.

Toeplitz), .... )

• το Υ/Σ (σειραϊκό, παράλληλο, ...)

• σε µεγάλα προβλήµατα αναζητούµε οικονοµικές προσεγγιστικές παραγοντοποιήσεις
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Πλεονεκτήµατα της µεθοδολογίας παραγοντοποίησης1

1. ΄Ενα είδος παραγοντοποίησης µπορεί να εφαρµοστεί σε πολλών ειδών προβλήµατα.

2. Μια παραγοντοποίηση µπορεί να επαναχρησιµοποιηθεί όταν το µητρώο παραµένει

το ίδιο.

3. Η µεθοδολογία παραγοντοποίησης ενοποιεί πολλούς αλγορίθµους που συχνά υπο-

λογίζουν το ίδιο αντικείµενο

4. ∆ιευκολύνεται η ανάλυση σφάλµατος α.κ.υ.

5. Πολλές παραγοντοποιήσεις προσφέρουν τη δυνατότητα οικονοµικής ανανέωσης.

6. Επικεντρωνόµενοι σε λίγες παραγοντοποιήσεις που αποτελούν κοινό παρονοµαστή

πολλών ειδικότερων προβληµάτων, διευκολύνεται η οργάνωση και σχεδίαση σηµαν-

τικών ϐιβλιοθηκών.

Αποφεύγουµε να υπολογίσουµε το γινόµενο, προτιµούµε τους παράγοντες !2

1Από Stewart’00
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«Αναρίθµητες» και νέες εφαρµογές
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Μερικές σηµαντικές διασπάσεις/παραγοντοποιήσεις µητρώων
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LU , PLU , LDU

LL⊤, LDL⊤ Cholesky

QR, QRP παραγοντοποίηση QR

V ΛV ⊤, V ΛV −1 ϕασµατική

V TV ⊤ παραγοντοποίηση Schur

UΣV ⊤ SVD

QM πολική

CD, C, D ≥ 0 µη αρνητική (NMF)

• ∆είτε τον «κατάλογο παραγοντοποιήσεων» στο ϐιβλίο του Strang (Εκδ. ΠΠ), ς. 693-

695.

• Ενδιαφέροντα (και κάποια ιστορικά) στοιχεία στο άρθρο3 του Stewart (αναφέρεται

στις «The BIG SIX» παραγοντοποιήσεις) The Decompositional Approach to Matrix

Computation, IEEE CS&E Magazine, 2000.

3http://portal.acm.org/citation.cfm?id=615766 και σύνδεσµο από το ΗΜΕΡΟΛΟΓΙΟ
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Παραγοντοποιήσεις και χρήσεις τους

A = LU όπου L, U κάτω και άνω τριγωνικά αντίστοιχα.

A = QR όπου Q, R ορθογώνιο και άνω τριγωνικό αντίστοιχα.

A = QΛQ−1 όπου Λ διαγώνιο.

Παραδείγµατα ΄Εστω Ax = b τότε Q−1AQQ−1x = Q−1b εποµένως Λy = b̂. Εποµένως

ένας τρόπος επίλυσης είναι να κάνουµε τα εξής ϐήµατα:

1. Υπολογισµός των Q, Λ. Σηµ. αυτό γίνεται µόνο µια ϕορά ανεξάρτητα από τον αριθµό

των συστηµάτων που ενδεχοµένως πρέπει να λυθούν. Κόστος C0.

2. Υπολογισµός του b̂ := Q−1b, κόστος C1.

3. Υπολογισµός του x̂ := Λ−1b̂, κόστος n αρ. πράξεις.

4. Υπολογισµός του x = Qx̂, κόστος C2.

Εφόσον το κόστος της επίλυσης µε κλασικό τρόπο (π.χ. Gauss) είναι Ο(n3), ϑέλουµε

C0 + C1 + C2 + O(n) < O(n3)

΄Εστω ότι τα Q, Λ είναι ήδη γνωστά (άρα C0 = 0. Τότε το ανωτέρω ισχύει αν C1, C2 =

O(n2))
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Ταξινόµηση κόστους για την επίλυση κοινών συστηµάτων

Χωρίς να πούµε τίποτα για τους αλγόριθµους επίλυσης αλλά υποθέτοντας ότι δεν χρη-

σιµοποιούµε υπερταχείες µεθόδους τύπου Strassen, ισχύει η παρακάτω ταξινόµηση:

Είδος µητρώου Ω Είδος µητρώου Ω

διαγώνιο O(n) διδιαγώνιο O(n)

µητρώο Ϲώνης εύρους β = p + q O(npq) τριγωνικό O(n2)

ορθογώνιο O(n2) Hessenberg O(n2)

ΣΘΟ 1
3
n3 + O(n2) γενικό 2

3
n3 + O(n2)

µη αρνητικά NP-πλήρης

• Ο παραπάνω πίνακας δεν είναι πλήρης

• δυο σηµαντικές κατηγορίες που είναι απούσες είναι

{ γενικά αραιά µητρώα (sparse matrices),

{ πυκνά δοµηµένα µητρώα (dense structured matrices).

• Για τις κατηγορίες αυτές υπάρχουν ειδικές µέθοδοι που αξιοποιούν τα ειδικά χαρα-

κτηριστικά.

• Προσοχή: Οι δυο αυτές τελευταίες κατηγορίες εµφανίζονται και αυτές συχνά στις

εφαρµογές (ϑυµηθείτε τα λόγια του Turing στο ACE Report.
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LU στη MATLAB 5.3

[L,U] = LU(X) stores a upper triangular
matrix in U and a "psychologically lower
triangular matrix", i.e. a product
of lower triangular and permutation
matrices, in L , so that X = L*U.
[L,U,P] = LU(X) returns lower triangular
matrix L, upper triangular matrix U, and
permutation matrix P so that P*X = L*U.
By itself, LU(X) returns the output from
LINPACK’S ZGEFA routine.
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LU στη MATLAB 6

[L,U] = LU(X) stores an upper triangular
matrix in U and a "psychologically lower
triangular matrix" (i.e. a product
of lower triangular and permutation
matrices) in L, so that X = L*U. X can
be rectangular.
[L,U,P] = LU(X) returns lower triangular
matrix L, upper triangular matrix U, and
permutation matrix P so that P*X = L*U.
LU(X), with one output argument, returns
the output from LAPACK’S DGETRF or ZGETRF
routine.
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LINPACK benchmark (Jack Dongarra)

Επίλυση συστηµάτων n = 100, 1000. ∆είτε στο

http://www.netlib.org/benchmark/top500.html

The benchmark used in the LINPACK Benchmark is to solve a dense system of

linear equations. For the TOP500, we used that version of the benchmark that

allows the user to scale the size of the problem and to optimize the software in

order to achieve the best performance for a given machine. This performance

does not reflect the overall performance of a given system, as no single number

ever can. It does, however, reflect the performance of a dedicated system for

solving a dense system of linear equations. Since the problem is very regular,

the performance achieved is quite high, and the performance numbers give a

good correction of peak performance.
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