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Εµείς «απλοποιήσαµε» ως

- δείκτης κατάστασης προβλήµατος

προσοχή στις νόρµες

προσοχή στην παράγωγο (Ιακωβιανό µητρώο της f στο x)

cond(f ;x) := ‖f ′(x)‖
‖f(x)‖ ‖x‖

ΥΠΕΝΘΥΜΙΣΗ
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Όταν η συνάρτηση είναι γραµµική

• Προσέξτε ότι αν η συνάρτηση είναι γραµµική, δηλ. f(x+h) = 
f(x)+f(h) τότε ο αριθµητής (εδώ χρησιµοποιούµε x αντί x*, 
απλοποιείται αρκετά:

• «υπενθυµίζουµε» ότι η νόρµα συνάρτησης (όπως και του

µητρώου) ορίζεται ως

Οπότε για γραµµικές συναρτήσεις ο δ.κ. µπορεί να υπολογιστεί

ως

‖f(h)‖

‖f(x)‖

‖f‖= sup
h�=0

‖f(h)‖

‖h‖

cond(f ;x) = ‖f‖
‖x‖

‖f(x)‖
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cond(f ;x) = ‖f‖
‖x‖

‖f(x)‖

f(x) := Ax⇒

cond(f ;x) = ‖A‖
‖x‖

‖Ax‖

Εποµένως αν υπάρχει Α-1

sup
‖x‖�=0

cond(f ;x) = sup
‖y‖�=0

‖A‖
‖A−1y‖

‖y‖

= ‖A‖‖A−1‖

Ακόµα και αν A δεν υπάρχει (π.χ. είναι m × n) ορίζουµε το δ.κ. 

µε νόρµα-2 ως

sup
‖x‖�=0

cond(f ;x) = sup
‖y‖�=0

‖A‖
‖A†y‖

‖y‖

= ‖A‖‖A†‖
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Σχόλια

Συµπίπτει µε το δ.κ. του αντίστροφου προβλήµατος
(λύση συστήµατος)

• για τυχαία µητρώα, ο δ.κ. είναι µέτριος

• ειδικά µητρώα που ενδιαφέρουν στις εφαρµογές
µπορεί να έχουν πολύ µεγάλο δείκτη

� κατηγορίες µητρώων που ο δ.κ. αυξάνει ως np για
σχετικά µεγάλο p
�Vandermonde, Hilbert, Cauchy, …

�µεγάλος δ.κ. υποδεικνύει ότι το µητρώο είναι «κοντά»
σε µη αντιστρέψιµο µητρώο (µη αντιστρέψιµη
απεικόνιση)

� ο δείκτης κατάστασης για νόρµα-2 προκύπτει από το
SVD

‖A‖2 = σmax(A), ‖A
−1‖2 =

1
σmin(A)
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∆είκτης κατάστασης αναδροµής

• Αναδροµικές σχέσεις «φυτρώνουν» παντού στην

Επιστήµη των Υπολογιστών και στα Μαθηµατικά,

• Π.χ. Ανάλυση αλγορίθµων, υπολογισµοί
συναρτήσεων, επίλυση διαφορικών εξισώσεων.

• Πολλές φορές η απλή εφαρµογή κάποιου τύπου

µπορεί να οδηγήσει σε εντελώς λάθος

αποτελέσµατα!
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Απλή αναδροµή - «απρόβλεπτη»! 

xk=f(xk-1): f(x)=(n+1)x-1 ⇒⇒⇒⇒ f(1/n)=1/n

x=1/n;for k=1:10, y(k)=(n+1)*x-1;x=y(k); end

∆οκιµάζουµε σε MATLAB τα παραπάνω

n=2; y(k)=0.5

n=3; y(k) = ??
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∆είκτης κατάστασης αναδροµής

• Θα εξετάσουµε τον υπολογισµό του

• Λίγη ανάλυση δείχνει ότι ισχύει η αναδροµική

σχέση:

• Με «αρχική συνθήκη» IIII = = = = lnlnlnln(6/5)(6/5)(6/5)(6/5)

In =
∫ 1

0

tn

t+5
dt

Ik = −5Ik−1+
1

k
,

y(1)=log(6/5); for j=1:28,y(j+1)=-5*y(j)+1/j;end

>> syms t

>> int(t^2/(t+5),0,1)
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• Ο αναδροµικός υπολογισµός του In θεωρείται ως συνάρτηση

από την τιµή I
0
(αρχική) στην I

n
:

• fn (I0) -> In

• Αναζητούµε το δείκτη κατάστασης της συνάρτησης

• Προσέξτε ότι limn→→→→ ∞∞∞∞ In=0

• Προσοχή, το I0 δεν είναι αναπαραστήσιµο ακριβώς σε α.κ.υ. 
άρα ήδη η εκκίνηση γίνεται από παραπλήσιο I0*

• Στη συνέχεια εξετάζουµε την ευαισθησία της fn υποθέτοντας

αριθµητική άπειρης ακρίβειας
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y1 = f1(y0) = −5y0+1

y2 = f2(y0) = −5y1+
1

2
= (−5)2y0 − 5+

1

2
· · · ... · · ·

yn = fn(y0) = (−5)ny0+ pn

cond(fn; y0) = |
y0f

′

n(y0)

yn
| = |

y0(−5)
n

yn
|

> 5n
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Υλοποίηση αναδροµής «προς τα
πίσω»

• Θα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε τη

αντίστροφη αναδροµική σχέση

• ... αλλά πώς ξεκινάµε αφού δεν γνωρίζουµε το IN?

• Ι∆ΕΕΣ

�Μήπως το γνωρίζουµε?

� Π.χ αν ξέρουµε το I∞∞∞∞
� ΑΞΙΟΠΕΡΙΕΡΓΟ: Μπορεί και να µην χρειαζεται!

Ik = −5Ik−1+
1

k
⇒ Ik−1 = −

Ik

5
+

1

5k
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10 2 K-1 k n

n n+2n+1 k-1 k Nn-1
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Όπως και πριν

cond(gn; yN) = |
yNg

′

n(yN)

yn
| = |

yN(−
1
5)
N−n

yn
|

< (
1

5
)N−n

|In − gn(IN)|

|In|
≤ cond(gn; IN)

|IN − gN(IN)|

|IN |

N=40;z(N)=0;for j=N:-1:2,z(j-1)=-z(j)/5+1/(5*j);end

>> syms t; int(t^10/(t+5),0,1)

(τα yn φθίνουν)
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Περί της δυσκολίας

• ∆ίνονται n αριθµοί (θετικοί και αρνητικοί) και έστω
ότι κάθε τρόπος άθροισής τους επιφέρει ένα

µέγιστο σφάλµα Ε_j, j=1, …

• Ονοµάζουµε mE το µικρότερο από αυτά. Αν οι

αριθµοί είναι θετικοί και αρνητικοί, τότε είναι NP-
hard να βρούµε ποιός τρόπος άθροισης είναι

αυτός που δίνει µέγιστο σφάλµα mE.

• Υπάρχουν βελτιώσεις (για φανατικούς):Ο τίτλος
“Linear time approximation algorithms for computing 
numerical summation with provably small errors” τα

λέει όλα! [Kao&Wang,2000]
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Σχόλια και αδυναµίες του αριθµητικού µοντέλου και ανάλυσης
σφάλµατος µε τα µοντέλα διάδοσης που χρησιµοποιήσαµε

• Βάσεις και εργαλεία

� Πρότυπο α.κ.υ. IEEE

Άλλες αριθµητικές και επεκτάσεις

� Μοντέλο διάδοσης σφάλµατος «1+δ» και εµπρός ανάλυση

Μπορεί να οδηγήσει σε άστοχες/απαισιόδοξες προβλέψεις, δυσκολία

εφαρµογής

� Πίσω ανάλυση σφάλµατος

∆υσκολία υλοποίησης, κατανόησης και αδυναµία εφαρµογής

� ∆είκτης κατάστασης προβλήµατος

Προσεγγίσεις 1ης τάξης και ασυµπτωτικά φαινόµενα
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Το χρησιµοποιούµε δηµιουργώντας τέτοιες πράξεις µε x,y δεδοµένα

εισόδου.

x2 − y2 = (x+ y)(x− y)

sin(x)− sin(y) = sin(
x− y

2
) cos(

x+ y

2
)

ex − ey = 2sinh(
x− y

2
) exp(

x+ y

2
)
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Μια ακόµη επίδραση του υλικού:
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Σχετικά µε την εντολή FMA

• Πλεονεκτήµατα εντολής

� Η πράξη εκτελείται µε ένα σφάλµα στρογγύλευσης αντί για δύο

� Είναι δυνατή η µείωση στην καθυστέρηση και στο υλικό που
χρειάζεται για την εκτέλεση της πράξης µε ξεχωριστές µοναδες
άθροισης και πολλαπλασιασµού

� Ο πολλαπλασιασµός και η πρόσθεση υλοποιούνται ως ειδικές
περιπτώσεις της εντολής

• Προβλήµατα … προς επίλυση

� Η καθυστέρηση µιας µόνον πράξης (πρόσθεση ή
πολλαπλασιασµός) είναι µεγαλύτερη όταν υλοποιείται µέσω
FMA

� Αν υπάρχει µόνο µια µονάδα FMA αποκλείεται η ταυτόχρονη
εκτέλεση πολλαπλασιασµού και άθροισης
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Α.Κ.Υ. σε επεξεργαστές Intel

• Οι πράξεις υλοποιούνται σε αριθµητική εκτεταµένης

ακρίβειας 80 bits, τα ενδιάµεσα αποτελέσµατα

µπορεί και αυτά να µείνουν σ’αυτή τη µορφή. Η
στρογγυλοποίηση γίνεται όταν πρέπει να γίνει

εγγραφή στη µνήµη.

• Ενδιάµεσα αποτελέσµατα στους καταχωρητές

παραµένουν σ’ αυτή τη µορφή

• ∆είτε την περιγραφή στις εργασίες για την α.κ.υ. 
στο Itanium (ηµερολόγιο)


