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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 17, 21/12/09

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Τοπικά και ολικά σφάλµατα

Σ∆Ε αρχικής τιµής u′(t) = f(t, u), u(0) = u0

Ω = [0, T ]

Εµπρός Euler Uk+1 = Uk + hf(tk, Uk), σταθερό ϐήµα h

u(tk+1) = u(tk) + hf(tk, u(tk)) +
h2

2
u′′(tk + θk+1h), θk+1 < 1

Uk+1 = Uk + hf(tk, Uk)

u(tk+1)− Uk+1
︸ ︷︷ ︸

Ολικό Σφάλµα (ΟΣ)

= (u(tk)− Uk) + h(f(tk, u(tk))− f(tk, Uk)) +
h2

2
u′′(tk + θk+1h)

︸ ︷︷ ︸

Τοπικό Σφάλµα (ΤΣ)

• Αν u(tk) = Uk, ο µόνο όρος που συνεισφέρει στο ολικό σφάλµα είναι το τοπικό σφάλµα

• h(f(tk, u(tk))− f(tk, Uk)) = h

J
︷ ︸︸ ︷

∂f

∂u
(w)(u(tk)− Uk)

Εποµένως

ΟΣ(tk+1) = (I + hJ)ΟΣ(tk) + ΤΣ(tk+1)

Τοπικό σφάλµα στο tk+1: Το σφάλµα στο tk+1 αν όλες οι τιµές για όλους τους κόµβους t < tk+1

ήταν ακριβείς.

(I + hJ) Συντελεστής (ή µητρώο) µεγέθυνσης

• Για να µην µεγενθύνεται το σφάλµα, πρέπει ‖I + hJ‖ < 1.
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• Για να έχουµε σύγκλιση πρέπει limh→0 ΤΣ(tk+1) = 0 για κάθε k.

Εποµένως

ΟΣ(tk+1) = (I + hJ)
︸ ︷︷ ︸

↓
‖I + hJ‖ < 1

ευστάθεια

ΟΣ(tk) + ΤΣ(tk+1)
︸ ︷︷ ︸

→ 0
↓

συνέπεια

Ευστάθεια + Συνέπεια⇒ Σύγκλιση

• Αν ΤΣ ≈ O(hq+1) λέµε πως η µέθοδος είναι τάξης q.

• Πολλές ϕορές µία µέθοδος τάξης q έχει και ολικό σφάλµα τάξης q.

• Αν γνωρίζουµε την τάξη q και χρησιµοποιήσουµε ϐήµα h1 < h τότε το ολικό σφάλµα

πρέπει να µειωθεί περίπου κατά (h1

h
)q.

Τα παραπάνω χρησιµοποιούνται για

• πρόβλεψη σφάλµατος

• επιλογή ϐήµατος

Οι σύγχρονες µέθοδοι επίλυσης Σ∆Ε δεν χρησιµοποιούν σταθερό ϐήµα h. Συνήθως όµως,

ισχύουν τα παρακάτω:

• Για το ίδιο h, µια µέθοδος υψηλότερης τάξης είναι πιο ακριβής από µια µέθοδο χαµηλό-

τερης τάξης.

• Για µια µέθοδο τάξης p, αν επιλύσουµε τη Σ∆Ε µε ϐήµα ĥ < h, τότε το ολικό σφάλµα

µειώνεται κατά παράγοντα (ĥ/h)p.

• Με ϐάση το παραπάνω, µπορούµε να κατασκευάσουµε µεθόδους για την εκτίµηση του

σφάλµατος και για την επιλογή του ϐήµατος.

• Προσοχή: Στα παραπάνω δεν λάβαµε υπόψη µας τα σφάλµατα στρογγύλευσης.

Λογισµικό στη MATLAB:
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ΟΝΟΜΑ Περιγραφή

ode23 RK τάξεων (2,3) χαµηλής τάξης για µη δύσκαµπτες Σ∆Ε

ode45 RK τάξεων (4,5) για µη δύσκαµπτες Σ∆Ε

ode113 Μέθοδος ABM1 για µη δύσκαµπτες Σ∆Ε

ode15s BDF για δύσκαµπτες Σ∆Ε

ode23s RK χαµηλής τάξης2 για µη δύσκαµπτες Σ∆Ε

ode23t RK3 χαµηλής τάξης για µετρίως δύσκαµπτα Σ∆Ε.

The MATLAB ODE Suite, L. F. Shampine and M. W. Reichelt, SIAM J. on Scientific

Computing, 18­1, 1997.

Παράδειγµα

d

dt
u(t) = −u(t)/2, u(0) = 1.

Εµπρός Euler:

Uk+1 = Uk − 0.5∆tkUk µε σταθερό ϐήµα h = ∆k = 1/N.

t u(t) = e−t/2 N = 5 N = 10 N = 20
0.2 0.9048 0.9000 0.9025 0.9037

0.6 0.7408 0.7290 0.7351 0.7380

1.0 0.6065 0.5905 0.5987 0.6027

«Ακριβείς» και υπολογισµένες τιµές Uj µε ∆t = 1/N

Η διακύµανση του σφάλµατος σε κάθε σηµείο :

t u(t) = e−t/2 N = 5 N = 10 N = 20
0.2 0.9048 0.0048 0.0023 0.0011

0.6 0.7408 0.0118 0.0057 0.0028

1.0 0.6065 0.0160 0.0078 0.0038

καθώς h← h
2
, το «ολικό σφάλµα διακριτοποίησης» υποδιπλασιάζεται

επιβεβαιώνοντας ότι η Euler είναι 1ης τάξης.

Από την αναδροµική σχέση

Uk+1 = Uk − 0.5∆tkUk

για h = ∆tk,

Uk+1 = Uk − 0.5hUk = (1− 0.5h)Uk = · · · = (1− 0.5h)k+1U0 = (1− 0.5h)k+1

Χρησιµοποιώντας τη σχέση

lim
n→∞

(1 +
x

n
)n = ex
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αν h(s + 1) = T σταθερό

Uk+1 = (1− 0.5h)k+1 = (1 +
−0.5h(k + 1)

k + 1
)k+1 = (1 +

−0.5T

k + 1
)k+1

⇒ lim
s→∞

Uk+1 = e−0.5T .

Παράδειγµα

d

dt
u(t) = e−t, u(0) = 1.

Εµπρός Euler:

Uk+1 = Uk + ∆ke
−tk µε σταθερό ϐήµα h = ∆k = 1/N.

t u(t) = 2− e−t N = 5 N = 10 N = 20
0.2 1.1813 1.2000 1.1905 1.1858

0.6 1.4512 1.4978 1.4741 1.4626

1.0 1.6321 1.6974 1.6643 1.6481

«Ακριβείς» και υπολογισµένες τιµές Uj µε ∆t = 1/N

Η διακύµανση του σχετικού σφάλµατος σε κάθε σηµείο :

t u(t) = 2− e−t N = 5 N = 10 N = 20
0.2 1.1813 0.0158 0.0078 0.0038

0.6 1.4512 0.0321 0.0158 0.0079

1.0 1.6321 0.0400 0.0197 0.0098

καθώς h← h
2
, το «ολικό σφάλµα διακριτοποίησης» υποδιπλασιάζεται

επιβεβαιώνοντας ότι η Euler είναι 1ης τάξης.

Παρατήρηση ∆ιακύµανση σχετικού σφάλµατος στο 1ο ϐήµα µε διαφορετικά ϐήµατα, δηλ.

προσεγγίσεις για

h = 0.2, u(h), u(h/2), u(h/4) :

εκκινώντας πάντα από το u(0) = 1 αλλά κάνοντας µόνον ένα ϐήµα:

Χρησιµοποιούµε το προηγούµενο παράδειγµα, du/dt = e−t, u(0) = 1.

t ακριβές u(t) Προσέγγιση U(t) Σχετικό σφάλµα |u(t)− U(t)|/|u(t)|
0.2 1.1813 1.2 0.0159

0.1 1.0952 1.1 0.0044

0.05 1.0488 1.05 0.0012
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καθώς h← h
2
, το «τοπικό σφάλµα διακριτοποίησης» υποτετραπλασιάζεται

επιβεβαιώνοντας ότι το τοπικό σφάλµα είναι 2ης τάξης και η Euler 1ης τάξης.

Επιλογή ϐήµατος για την ευστάθεια του σχήµατος επίλυσης ΄Εστω u′(t) = au(t), u(0) = c, για

κάποιο σταθερό a. Τότε η λύση είναι

u(t) = eatc.

a > 0 οπότε η ϑεωρητική λύση u(t) µεγαλώνει u(t0) < u(t1) < u(t2) < · · · και limt→∞ u(t) =
∞. Η Σ∆Ε περιγράφει µια ασταθή συνάρτηση.

a < 0 οπότε limt→∞ u(t) = 0. Η Σ∆Ε περιγράφει µια ευσταθή συνάρτηση.

Αν η Σ∆Ε περιγράφει µια ευσταθή συνάρτηση, ϑέλουµε και η αριθµητική µέθοδος επίλυσης

να ακολουθεί παρόµοια συµπεριφορά.

Π.χ. στην εµπρός Euler:

Uk+1 = (1 + a∆t)Uk

ϑα πρέπει και |1 + a∆t| < 1, οπότε

−1 < 1 + a∆t < 1⇒ 0 < ∆t < −2/a

Προσέξτε : Στην εµπρός Euler, το µέγεθος του ∆t περιορίζεται από το 1/a.

• Αυτό σηµαίνει ότι αν ϑέλουµε να υπολογίσουµε τη λύση από το 0 στο T , ϑα πρέπει να

κάνουµε τουλάχιστον T/∆t ≈ Ta/2 ϐήµατα.

Αν η Σ∆Ε είναι σύστηµα εξισώσεων:

du

dt
= Au, u(0) = c ∈ R

n, u(t) ∈ R
n, A ∈ R

n×n.

Παράδειγµα: ΄Εστω u′(t) = Au(t), όπου A = diag[−100,−1,−0.5].

Ακριβής λύση: u(t) = [e−100tu1(0), e−tu2(0), e−t/2u3(0)]⊤

Παρατηρείστε

‖u(0)‖ > ‖u(t1)‖ > ‖u(t2)‖ · · · , lim
t→∞

‖u(t)‖ = 0

Θέλουµε οι τιµές που λαµβάνουµε από την αριθµητική µέθοδο να παρουσιάζουν αντίστοιχη

συµπεριφορά.

Εµπρός Euler: Uk+1 = (I + ∆tA)Uk = · · · = (I + ∆tA)k+1U0

Uk+1 = (I + ∆tdiag[−100,−1,−0.5])k+1U0

=





(1− 100∆t)k+1 0 0
0 (1−∆t)k+1 0
0 0 (1− 0.5∆t)k+1









U1,0

U2,0

U3,0



 , Uj,0 = uj(t0)
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Για ευστάθεια ϑα πρέπει το ∆t να ικανοποιεί τις σχέσεις :

|1− 100∆t| < 1, |1−∆t| < 1, |1− 0.5∆t| < 1,

Το µέγιστο ∆t για οποίο ικανοποιούνται αυτές οι συνθήκες είναι

0 < ∆t < min{2/100, 2, 4} = 0.02

εποµένως για να υπολογίσουµε τη λύση στο T = 1 ϑα χρειαστούµε 50 ϐήµατα. Αντίστοιχα, αν

αντί για την πρώτη εξίσωση είχαµε u
′

1(t) = 104u1(t) ϑα χρειαζόµασταν

0 < ∆t < 2/104 = 0.0002

εποµένως για να υπολογίσουµε τη λύση στο T = 1 ϑα χρειαστούµε 5000 ϐήµατα, κ.ό.κ.

Παρατηρείστε ότι στο προηγούµενο παράδειγµα, το A ήταν διαγώνιο οπότε τα στοιχεία της

διαγωνίου ήταν και οι ιδιοτιµές του.

Για γενικά, µη δαγώνια µητρώα A, οι περιορισµοί για το ϐήµα σε σχέση µε την ευστάθεια της

υπολογισµένης λύσης προκύπτουν µέσω των ιδιοτιµών του A: Π.χ. αν A = A⊤ και QT AQ = Λ,

Uk+1 = QQT (I + ∆tA)k+1QQT U0

= Q(I + ∆tΛ)k+1QT U0

= Qdiag[(1 + ∆tλj)
k+1]QT U0

• Αν ∃j, |1 + ∆tλj| > 1 οι τιµές µεγαλώνουν χωρίς ϕράγµα

• για να µην υπάρχει πρόβληµα,

∀j, |1 + ∆tλj| ≤ 1 εποµένως πρέπει ℜλj < 0.

A = A⊤ ⇒ −2 ≤ ∆tλj ≤ 0

Συνθήκη απόλυτης ευστάθειας : ⇒ ∆t ≤ − 2
λj

εφόσον λj < 0

Χωρίο απόλυτης ευστάθειας: Οι τιµές z του µιγαδικού επιπέδου στις οποίες το z = hλ
ικανοποιεί τη συνθήκη ευστάθειας της αριθµητικής µεθόδου.
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Παρατηρήσεις Πώς µπορούµε

• να µειώσουµε

• ... ή να αποφύγουµε εντελώς

περιορισµούς στο ϐήµα που τίθενται στην εµπρός Euler λόγω ευστάθειας ;

Υπάρχει ποικιλία µεθόδων. Η πιο «δραστική ϑεραπεία» είναι µε τη χρήση των αποκαλούµενων

«έµµεσων» ή «πεπλεγµένων» µεθόδων (implicit methods) οι οποίες αποφεύγουν οποιοδήποτε

περιορισµό στο ϐήµα για λόγους ευστάθειας (παραµένουν οι περιορισµοί για τον έλεγχο του

σφάλµατος διακριτοποίησης).

Το πιο απλό παράδειγµα είναι η µέθοδος «πίσω Euler» που περιγράφουµε στη συνέχεια.

Πίσω Euler Στην εµπρός Euler προσεγγίσαµε ως Uk+1 την τιµή u(tk+1) χρησιµοποιώντας την

τιµή Uk και την «κλίση» f(tk, Uk):

Uk+1 = Uk + hf(tk, Uk)

Εναλλακτικά µπορούµε να προσεγγίσουµε χρησιµοποιώντας την κλίση στο tk+1. Προφανώς, η

τιµή της Uk+1 είναι και αυτή µέρος του προβλήµατος, µπορούµε όµως να γράψουµε

Uk+1 = Uk + hf(tk+1, Uk+1), µε αρχική τιµή U0 = c.

και να υπολογίσουµε το Uk+1 λύνοντας την παραπάνω εξίσωση !

Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να προσεγγίσουµε την παράγωγο µε «πίσω διαφορά», δηλ.

u′(tk+1) ≈
Uk+1 − Uk

h

Το ΤΣ∆ παραµένει το ίδιο µε την εµπρός Euler, όµως

το Uk δίδεται έµµεσα (implicitly). ΄Ετσι προκύπτει και το όνοµα των µεθόδων.

Ευστάθεια της πίσω Euler Αν για παράδειγµα u′(t) = au(t), u(0) = c, για κάποιο σταθερό

a < 0 (γιατί ; ... ώστε το ϑεωρητικό πρόβληµα να είναι ευσταθές). Τότε η λύση είναι

u(t) = eatc.

και η Σ∆Ε περιγράφει µια ευσταθή συνάρτηση.

Στην πίσω Euler:

Uk+1 = (1− a∆t)−1Uk

ϑα πρέπει |(1− a∆t)−1| < 1, οπότε

−1 < (1− a∆t)−1 < 1

εφόσον ισχύει ότι a < 0, οι παραπάνω συνθήκες ισχύουν για οποιοδήποτε ∆t > 0.
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• Εποµένως, για την παραπάνω εξίσωση, η λύση µε εµπρός Euler δεν ϑέτει κανέναν

περιορισµό στο µέγεθος του ∆t.

• Ο µόνος περιορισµός προέρχεται από το ότι ϑέλουµε να έχουµε αποδεκτό σφάλµα απο-

κοπής).

Στην περίπτωση που έχουµε γραµµικό σύστηµε Σ∆Ε, όπως και πριν, η ανάλυση γίνεται µε

ϐάση τις ιδιοτιµές του A:

(I − A∆t)Uk+1 = Uk,

Uk+1 = (I − A∆t)−1Uk,

και αν A = A⊤ και αναλύσουµε σε ιδιοτιµές

Uk+1 = Q(I − Λ∆t)−1Q⊤Us,

= Q(I − Λ∆t)−sQ⊤U0,

και ϑέλουµε

|1− λj∆t|−1 ≤ 1

Αν λj : ℜ(λj) < 0, η πίσω Euler είναι ευσταθής για οποιοδήποτε ϐήµα ∆t

Παρατηρήσεις

• Ιδιαίτερο ενδιαφέρον όταν U, f ∈ R
n

• Αν η f είναι γραµµική ως προς u: f(t, u(t)) = Au(t)

f(tk, Uk) = AUk, A ∈ R
n×n
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• Εµπρός Euler→ MXV

Uk+1 = (I + ∆tA(tk))Uk

• Πίσω Euler→ λύση συστήµατος

(I −∆tA(t))Uk+1 = Uk

Συµπεράσµατα για την αριθµητική επίλυση του u′(t) = Au(t) µε σχήµατα Euler:

Με εµπρός Euler:

• Για ευστάθεια πρέπει να περιορίσουµε το ϐήµα.

• Αν οι ιδιοτιµές είναι πολύ µεγάλες, το ϐήµα πρέπει να γίνει πολύ µικρό !!!

Με πίσω Euler:

• ΄Εχουµε ευστάθεια ανεξάρτητα ϐήµατος.

• Το ϐήµα περιορίζεται από την ακρίβεια.

• Πρέπει να λύσουµε ένα σύστηµα εξισώσεων σε κάθε ϐήµα.

Παρατηρήσεις :

• Στο παραπάνω πρόβληµα το σύστηµα τυχαίνει να είναι γραµµικό επειδή και το σύστηµα

Σ∆Ε είναι γραµµικό

• Σε κάθε περίπτωση, στόχος είναι να περιορίσουµε το συνολικό κόστος επίλυσης. Θυµη-

ϑείτε ότι στην περίπτωση που το µητρώο I − A∆t είναι γενικό (δηλ. χωρίς ειδική δοµή),

η λύση, µέσω LU στοιχίζει 2/3n3 + O(n2).

{ ΄Οσο το µητρώο I − A∆t παραµένει ίδιο επαναχρησιµοποιούµε την ίδια διάσπαση.

{ Το µητρώο αλλάζει όταν αλλάζει το ϐήµα ή αν το A είναι χρονοεξαρτώµενο.

{ Σηµαντικό ϑέµα: Πώς να υπολογίσουµε λύσεις κατά τη διάρκεια του ϐηµατισµού

µε το ελάχιστο κόστος ; Το κυρίαρχο κόστος προέρχεται από την επίλυση των συστη-

µάτων, προσπαθούµε να ϐρούµε τρόπους να µειώσουµε το κόστος. Για παράδειγµα,

α) αν το A και το ϐήµα παραµένουν τα ίδια, αρκεί µια παραγοντοποίηση LU και

επαναχρησιµοποίηση των παραγόντων. ϐ) Αν το A αλλάζει πολύ αργά, µπορούµε να

επιχειρήσουµε να προσεγγίσουµε τη λύση µε µια παραγοντοποίηση για διαδοχικά

ϐήµατα, µέχρι η προσέγγιση να µην είναι πλέον ικανοποιητική. γ) Αν αλλάζει µόνον

το A, τότε αντί για LU µπορούµε να επιλέξουµε αναγωγή σε µορφή Hessenberg

µε ορθογώνιο µετασχηµατισµό (ϐλ. Ενότητα 6.4.5 ϐιβλίου και συνάρτηση hess
της MATLAB). Το κόστος αναγωγής είναι κυβικό, αλλά το κόστος επίλυσης µε

Hessenberg τετραγωνικό. Σε περίπτωση συµµετρικού A το κόστος µειώνεται σε

γραµµικό... Το ϑέµα δεν εξαντλείται εδώ ...
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• Οι παραπάνω µέθοδοι προκύπτουν εναλλακτικά από την προσέγγιση του τελεστή/µητρώου

e−A∆t

Εµπρός Euler: Μέσω του ea∆t ≈ 1 + a∆t εποµένως U(t + ∆t) = (I + A∆t)U(t)

Πίσω Euler: Μέσω του ea∆t ≈ (1− a∆t)−1 εποµένως U(t + ∆t) = (I − A∆t)−1U(t)

Μέθοδοι Runge­Kutta Πρόκειται για µεγάλη οικογένεια σηµαντικών µονοβηµατικών µεθόδων

για την επίλυση Σ∆Ε. Πολλές από τις µεθόδους RK µπορούν να παραχθούν µε συστηµατικό

τρόπο από τη µέθοδο Taylor.

Γενική µορφή µεθόδου RK s σταδίων :

Un+1 = Uk + h
s∑

i=1

biKi

όπου

Ki = f(tn + cih, Un + h
s∑

j=1

aijKj)

Συµβολικά χρησιµοποιούµε τον «πίνακα Butcher»:

c1 a11 a12 · · · a1s

c2 a21 a22 · · · a2s
...

...
. . .

...

cs as1 as2 · · · ass

b1 b2 · · · bs

=
c A

b⊤

• ΄Αµεσες µέθοδοι→ ο υποπίνακας των aij αυστηρά κάτω τριγωνικός

• ... ειδάλλως, έµµεσες (ακριβές αλλά χρήσιµες για δύστροπες «άκαµπτες» Σ∆Ε.

• Πώς αυξάνει η τάξη της µεθόδου µε τα στάδια ; Για τις οικονοµικές άµεσες µεθόδους ;

• ... για s ≤ 4 στάδια, υπάρχουν άµεσες µέθοδοι τάξης s. Γενικά, µια άµεση µέθοδος s
σταδίων έχει τάξη µικρότερη ή ίση µε s. Αυτό δεν µας εκπλήσσει. ∆υστυχώς, όταν έχουµε

s > 4 στάδια, η µέγιστη δυνατή τάξη ϑα είναι µικρότερη. Π.χ. η µέγιστη τάξη όταν s = 5
είναι 4. Η µέγιστη γνωστή τάξη όταν 13 ≤ s ≤ 17 είναι 10, κ.λπ.

• Θέλουµε να πετυχουµε τη µέγιστη τάξη µε τον ελάχιστο αριθµό σταδίων.

Παραδείγµατα
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Μέθοδος Runge­Kutta, άµεση, τάξης 2 (Heun)

K1 = f(tn, Un)

K2 = f(tn+1, Un + hK1)

Un+1 = Un +
h

2
(K1 + K2)

Μέθοδος Runge­Kutta, άµεση, τάξης 2 (midpoint)

K1 = f(tn, Un)

K2 = f(tn +
h

2
, Un +

h

2
K1)

Un+1 = Un + hK2

Μέθοδος Runge­Kutta, άµεση, τάξης 4

K1 = f(tn, Un)

K2 = f(tn +
h

2
, Un +

h

2
K1)

K3 = f(tn +
h

2
, Un +

h

2
K2)

K4 = f(tn+1, Un + hK3)

οπότε

Un+1 = Un +
h

6
(K1 + 2K2 + 2K3 + K4)

Σχόλιο ΄Εχουµε αναφερθεί στις διαλέξεις στη σηµασία της εκθετικής συνάρτησης στην επίλυση

του προβλήµατος Cauchy. Ας δούµε από κοντά τι συµβαίνει αν ϑέλουµε να λύσουµε το u′(t) =
au(t), u(0) = c. Αν κάνουµε ένα ϐήµα

u(tn+1) = u(tn) + hu′(tn) +
h2

2!
u′′(tn) +

h3

3!
u′′′(tn) + ...

από την εκφώνηση όµως

u(2)(t) = (au(t))′ = au′(t) = a2u(t)

u(3)(t) = (au(t))′′ = au′′(t) = a3u(t)
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εποµένως γενικά

u(k)(t) = aku(t)

άρα

u(tn+1) = u(tn) + ahu(tn) +
(ah)2

2!
u(tn) +

(ah)3

3!
u(tn) + ...

= eahu(tn)

Ο ϱόλος του εκθετικού είναι προφανής !


