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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 12, 23/11/09

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Επίλυση γενικών γραµµικών συστηµάτων: Αριθµητικές πράξεις και Μεταφορές Ισχύει ότι :

Μεταφορές: φmin ≈ n2 + 2n

Πράξεις: Ω = O(n3−δ) όπου συνήθως δ = 0 ή πολύ µικρό (ϐλ. ανάλυση πολυπλοκότητας)

⇒ µmin = φmin

Ω
≈ O( 1

n
)

Εγγενής τοπικότητα ⇒ εφικτή η υλοποίηση µεθόδων που αξιοποιούν την cache

Βασικά ϑεωρήµατα (1/2) (επανάληψη Γραµµικής ΄Αλγεβρας)

Θεώρηµα 1. ∆ίνεται A ∈ R
n×n. Αν τα n κύρια υποµητρώα του A(1 : k, 1 : k), k = 1, ..., n είναι

αντιστρέψιµα, τότε υπάρχουν κάτω τριγωνικό µητρώο L µε όλα τα διαγώνια στοιχεία ίσα µε την

µονάδα και άνω τριγωνικό µητρώο U τέτοια ώστε A = LU . Οι παράγοντες L,U είναι µοναδικοί

και η ορίζουσα του A ειναι ίση µε το γινόµενο των διαγώνιων στοιχείων του U . �

Αλγόριθµος. [Μέθοδος παραγοντοποίησης LU ]

Παραγοντοποίηση: υπολογίζουµε τους τριγωνικούς παράγοντες L,U ,

Εµπρός αντικατάσταση: λύνουµε Lz = b ως πρός z,

Πίσω αντικατάσταση: λύνουµε Ux = z ώς πρός x.

Υπάρχουν οι παράγοντες ; Οι συνθήκες ύπαρξης είναι πολύ περιοριστικές (π.χ. δεν ισχύουν

για το A = [0, 1; 1, 1]!) Γενικά. η απλή παραγοντοποίηση µπορεί να µην υπάρχει για πολλά

µητρώα και για ακόµα περισσότερα να έχει αριθµητικά προβλήµατα (π.χ. αν A = [eps, 1; 1, 1]).
Το επόµενο ϑεώρηµα εφαρµόζεται πολύ πιο συχνά

Βασικά ϑεωρήµατα (2/2) (επανάληψη Γραµµικής ΄Αλγεβρας)

Θεώρηµα 2. ΄Εστω µητρώο A ∈ R
n×n. Τότε υπάρχουν κάτω και άνω τριγωνικά µητρώα L και

U αντίστοιχα και µεταθετικό µητρώο P ώστε LU = PA όπου το L είναι αντιστρέψιµο. �
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Παρατήρηση: Το µητρώο P⊤L είναι αυτό που στη MATLAB αποκαλείται «ψυχολογικά κάτω

τριγωνικό» αν καλέσουµε την lu µόνο µε δύο µεταβλητές εξόδου.

Επίλυση τριγωνικών συστηµάτων

΄Εστω A κάτω τριγωνικό: Γράφουµε:

αT
i,:x = βi, 1 ≤ i ≤ n,

Υλοποίηση µε BLAS­1 _DOT:

ξj = (βj −

DOT
︷ ︸︸ ︷

αT
j,1:j−1ξ1:j−1)/αjj, j = 1, ..., n.

Ανάλυση

• Ω =
∑n

j=1(1 + (2j − 2)) = n2

• Φmin =
∑n

j=1 j + 2n

• µmin = n+5
2n

= 1
2

+ O( 1
n
)

Οι αλγόριθµοι επίλυσης τριγωνικών συστηµάτων µε 1 δεξιό µέλος ϑεωρούνται BLAS­2.

Αν υπάρχουν s δεξιά µέλη:

• Ω =
∑n

j=1(1 + (2j − 2)) = sn2

• Φmin =
∑n

j=1 j + 2ns

• µmin = n+4s+1
2ns

= 1
2s

+ O( 1
n
)

οπότε για s≫ 1 δεξιά µέλη η επίλυση κατατάσσεται στα BLAS­3.

Εναλλακτική υλοποίηση

΄Εστω A κάτω τριγωνικός :

b = α:,1ξ1 + ...+ α:,nξn.


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
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Το ξ1 υπολογίζεται από

α11ξ1 = β1

A2:n,2:nξ2:n = β2:n − α2:n,1ξ1

Υλοποίηση µε BLAS­1 sAXPY:

for j = 1 : n− 1
ξj = βj/αjj

for i = j + 1 : n
βi = βi − αijξj

end

end

Ανάλυση σφάλµατος επίλυσης τριγωνικού συστήµατος

Ο αλγόριθµος επίλυσης τριγωνικού συστήµατος Lx = b έχει σαν πυρήνα: τις πράξεις :

for i = 1 : n

s =
∑i−1

j=1 λijξj
ξi = βi−s

λii

end

Χρησιµοποιώντας ακυ ϑεωρώντας ότι ξ, s είναι οι υπολογισµένες µεταβλητές, έχουµε

ξi = fl

(
βi − s

λii

)

=
(βi < 1 > −s < 1 >)

λii

< 1 >

άρα
ξiλii

< 2 >
= βi − s

Το s προέρχεται από εσωτερικό γινόµενο για το οποίο γνωρίζουµε ότι

s = ξ1λi1 < i− 1 > +ξ2λi2 < i− 1 > + · · · ξi−1λi,i−1 < 2 >

εποµένως

βi =
i∑

j=1

ξjλij(1 + θi,kj
) 2 ≤ kj ≤ i

όπου

|θi,kj
| ≤

kju

1 − kju
≤

nu

1 − nu
= γn

Εποµένως το υπολογισθέν x ικανοποιεί τη σχέση

b = (L+ ∆L)x

όπου τα στοιχεία του ∆L είναι ϕραγµένα

|∆L| ≤ γn|L|
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ Η επίλυση τριγωνικών συστηµάτων µε τον αλγόριθµο ϐασισµένο σε DOT είναι

πίσω σταθερή. Μπορούµε να δείξουµε το ίδιο και για τον αλγόριθµο που ϐασίζεται σε _AXPY.

ΣΥΣΤΑΣΗ Να δοκιµάσετε το παραπάνω στην επίλυση τριγωνικού συστήµατος 4 × 4 για να

καταλάβετε τη διαδικασία.

Η επίλυση τριγωνικών συστηµάτων ως εντολές σε BLAS API

BLAS­2: _ trsv επίλυση Ax = b
BLAS­3: _ trsm επίλυση AX = B (περισσότερα δεξιά µέλη)

_ trcon εκτίµηση του δείκτη κατάστασης

_ trtrs επίλυση AX = B και ATX = B
_ trtri υπολογισµός A−1

Σύνοψη για τριγωνικά συστήµατα

• µεγάλης σηµασίας στις εφαρµογές : ψηφίδες για LU,LL⊤, QR, αυτοτελώς (π.χ. γραµµι-

κές αναδροµές) συχνά ως τριγωνικά µητρώα Ϲώνης.

• µέθοδοι επίλυσης για 1 δεξιό µέλος ϐασίζονται σε DOT, SAXPY

• και Ω = n2, φmin = O(n2)

• κατηγοριοποιούνται ως BLAS­2 API και αν πολλά δεξιά µέλη τότε BLAS­3

• Η MATLAB ανιχνεύει την «τριγωνικότητα»

• ... ακόµα και αν είναι «ψυχολογική»!!

• ... είδαµε στο µάθηµα τι σηµαίνει στη MATLAB psychologically lower triangula matrix.

• Είδαµε ότι οι κλασικοί αλγόριθµοι επίλυσης πίσω ευσταθείς.

• ... εποµένως το µέγιστο εµπρός σφάλµα καθορίζεται από το δείκτη κατάστασης του

µητρώου

• π.χ. για Lx = b, υπάρχει |∆L| ≤ γn|L| τέτοιο ώστε b = (L+ ∆L)x̃.

• χρήσιµο όταν εξετάζουµε την ευστάθεια επίλυσης συστηµάτων µε LU

Στοιχειώδη µητρώα (Επανάληψη από Γραµµική ΄Αλγεβρα) Είναι µητρώα της µορφής:

E(u, v; τ) := In − τuv⊤ ,

όπου u, v ∈ R
n n-διανύσµατα και τ ϐαθµωτός.



c�Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ, 2008-09 5

• Τα στοιχειώδη µητρώα είναι εργαλεία για την πραγµατοποίηση ϐασικών παραγοντοποιή-

σεων (κυρίως LU και QR).

Σηµαντικές περιπτώσεις (Επανάληψη από Γραµµική ΄Αλγεβρα)

ΣΜ Gauss: E(u, ek; 1) = I − ue⊤k όπου u = [

k µηδενικά
︷ ︸︸ ︷

0, ..., 0 , ⋆, . . . , ⋆]⊤.

ΣΜ Householder: E(u, u; 2/u⊤u) = I − 2
u⊤u

uu⊤

• Τα ΣΜ Gauss είναι (κάτω) τριγωνικά ῟ άνω τριγωνιοποίηση A→ U (κεφ. 5)

• τα διανύσµατα uk λέγονται διανύσµατα Gauss. Προσέξτε ότι καθένα (για k = 1, ....n− 1)

χαρακτηρίζεται πλήρως από τα n− k στοιχεία στις ϑέσεις k + 1 ως n.

• Τα ΣΜ Householder είναι ορθογώνια ῟ άνω τριγωνιοποίηση A→ R (κεφ. 6).

• Τα ΣΜ Householder χαρακτηρίζονται πλήρως από το διάνυσµα u (κεφ. 6).

• ... µπορούµε να το κανονικοποιήσουµε ώστε το πρώτο µη µηδενικό του στοιχείο να είναι

1 (κεφ. 6).

Πώς το επιτυγχάνουµε µε ΣΜ Gauss;

• Γνωρίζετε την κλασική απαλοιφή Gauss ως διαδικασία αφαίρεσης πολλαπλάσιου της

«γραµµής» του «οδηγού» από τις παρακάτω γραµµές ώστε να µηδενιστούν τα στοιχεία

κάτω από τον οδηγό, π.χ. αν είναι η γραµµή k, αφαιρούµε πολλαπλάσια της γραµµής

από τις γραµµές k + 1, ..., n

• Πολλαπλασιάζουµε το υπό τριγωνιοποίηση µητρώου µε κατάλληλο ΣΜ Gauss από τα

αριστερά
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



1 0 0
−ρ 1 0
−σ 0 1









α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33



 =





α11 α12 α13

α21 − ρα11 α22 − ρα12 α23 − ρα13

α31 − σα11 α32 − σα12 α33 − σα13









1 0 0
−ρ 1 0
−σ 0 1



 = I −





0
ρ
σ



 ( 1 0 0 ) = I − u1e
⊤

1 ⇒ (I − u1e
⊤

1 )−1 = I + u1e
⊤

1

Για µηδενοποίηση ϑέτουµε

ρ :=
α21

α11

, σ :=
α31

α11

Ερµηνεία µε συµπλήρωµα Schur (1/2)







α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33







=







1 0 0

α21(α11)
−1 1 0

α31(α11)
−1 0 1













α11 α12 α13

0 α22 − α21(α11)
−1α12 α23 − α21(α11)

−1α13

0 α32 − α31(α11)
−1α12 α33 − α31(α11)

−1α13







Με τον παραπάνω τεµαχισµό,

A21A
−1
11 =

(
α21α

−1
11

α31α
−1
11

)

,

S = A22 − A21A
−1
11 A12 =

(
α22 − α21α

−1
11 α12 α23 − α21α

−1
11 α13

α32 − α31α
−1
11 α12 α33 − α31α

−1
11 α13

)

Θυµηθείτε ότι

Ερµηνεία µε συµπλήρωµα Schur (2/2) Θυµηθείτε ότι

A =

(
A11 A12

A21 A22

)

=

(
I 0
A21A

−1
11 I

)






A11 A12

0 A22 − A21A
−1
11 A12

︸ ︷︷ ︸

συµπλήρωµα Schur






• το 1ο ϐήµα της γνωστής παραγοντοποίησης LU µοιάζει µε την παραπάνω παραγοντο-

ποίηση (block LU ή «σύνθετη LU » ή «κατά ορµαθούς LU » για την ειδική περίπτωση που

ϑέτουµε ως A11 = α11 (δηλ. ϐαθµωτό).

• Μπορούµε να δείξουµε παρόµοια αποτελέσµατα (κατάλληλα παραλλαγµένα) για κάθε

ϐήµα k = 1, 2, ..., n− 1, της LU .

• Χρήσιµο γιατί έτσι κάθε ϐήµα της LU ερµηνεύεται και ως µια ανανέωση 1ης τάξης

µητρώου (n− k) × (n− k (το A22):

Ak+1:n,k+1:n = Ak+1:n,k+1:n − Ak+1:n,kα
−1
kkAk,k+1:n
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• Προσέξτε ότι µπορούµε και κάνουµε την ανανέωση in­place. Αν ϑέλουµε δηλαδή, δεν

χρειάζεται σηµαντικός επιπλέον αποθηκευτικός χώρος για τη διαδικασία.

• Μπορούµε να αποθηκεύσουµε τα «διανύσµατα Gauss» u1, ..., un−1 και U στη ϑέση του A
(περισσότερα σε επόµενη διάλεξη).

Μερικές γενικές ιδιότητες των ΣΜ (Επανάληψη από Γραµµική ΄Αλγεβρα)

1. E(u, v; ρ)E(u, v; τ) = E(u, v; ρ+ τ − ρτv⊤u):

E(u, v; ρ)E(u, v; τ) = (I − ρuv⊤)(I − τuv⊤)

= I − (ρ+ τ)uv⊤ + ρτu(v⊤u)v⊤

2. Εποµένως, ρ−1 + τ−1 = v⊤u⇒ E(u, v; ρ)E(u, v; τ) = I.

3. detE(u, v; ρ) = 1 − ρv⊤u:

Επαγωγή και χρήση της ιδιότητας det(A) = det(L)det(U) = det(U).

4. minu,v,ρ rank(E) = n− 1:

Από την ιδιότητα rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B) και A = I − ρuv⊤, B = uv⊤.

Στοιχειώδη (τριγωνικά) µητρώα Gauss (Επανάληψη από Γραµµική ΄Αλγεβρα)

Είναι η περίπτωση που επιλέγουµε, για κάποιο k ώστε 1 ≤ k ≤ n− 1:

τ = 1

v = ek

u = [0, ..., 0, ηk+1, . . . , ηn]⊤ώστε eT
j u = 0, j = 1 : k

Συµβολίζουµε Lk(u) := E(u, ek; 1)
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Τότε :

Lk(u) =
















1 0 · · · 0 · · · · · · · · · 0
0 1 0 · · · 0 · · · · · · 0
...

...
. . .

...
...

... · · ·
...

0 · · · 0 1 0 · · · · · · 0
· · · · · · 0 −ηk+1 1 · · · · · · 0
· · · · · · 0 −ηk+2 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...

0 · · · 0 −ηn 0 · · · · · · 1
















,

Ιδιότητες (Επανάληψη από Γραµµική ΄Αλγεβρα) Η αντιστροφή είναι τετριµµένη:

E(u, ek; 1)E(u, ek;−1) = I ⇒ (Lk(u))
−1 = Lk(−u)

Εργαλείο για µηδενισµό διαδοχικών στοιχείων διανύσµατος : (Επανάληψη από Γραµµική ΄Αλγεβρα)

΄Εστω x = [ξ1, ..., ξn]T για το οποίο ξk 6= 0. Τότε

Lk(u)x = x− ueT
k x

= x− uξk

= [ξ1, ..., ξk, ξk+1 − ξkηk+1, ..., ξn − ξkηn]T .

Από αυτό ϕαίνεται πως επιλέγοντας ηj = ξj/ξk για (k + 1 ≤ j ≤ n), ο µετασχηµατισµός Lk(u)
µηδενίζει τα στοιχεία του x στις ϑέσεις k + 1 : n, ενώ αφήνει τα υπόλοιπα ανέπαφα.

Ανάλυση: Ταχύτητα

• αν ϑέλαµε να υπολογίσουµε το Lk(u), ϑα αντιστοιχούσε σε ανανέωση 1ης τάξης ...

• ... όµως το Lk(u) δεν χρειάζεται ποτέ από µόνο του ...

• ... αντίθετα, χρειάζεται η δράση του επί διανυσµάτων ή µητρώων, π.χ. Lk(u)y, Lk(u)A,

• ... οπότε εκµεταλλευόµαστε τη δοµή του:

Lk(u)y = (I − ue⊤k )y = y − uψk ⇒ sAXPY

Lk(u)A = (I − ue⊤k )A = A− uA(k, :) ⇒ sGER

και αν επίσης, όπως ισχύει, uk = [0, ..., 0, ηk+1, ..., ηn]⊤ τότε

Οι παραπάνω πράξεις επηρεάζουν µόνον τις γραµµές k + 1 : n των y και A.

Κόστη: 2(n− k) για το Lk(u)y και 2(n− k)n για το Lk(u)A
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∆οθέντος x ∈ R
n ώστε ξ1 6= 0 η GAUSS υπολογίζει διάνυσµα u ∈ R

n−1 ώστε αν y = L1(u)x
τότε y(2 : n) = 0.

Αλγόριθµος.

function u = GAUSS(x)
n = length(x);
u = x(2 : n)/x(1)

end

TGAUSS
αρθ = n− 1

Εφαρµογή της Gauss

∆οθέντος C ∈ R
n×r και µετασχηµατισµού Gauss Lk(u) ο ακόλουθος αλγόριθµος αντικαθιστά

τον C µε τον Lk(u)C.

Αλγόριθµος.

function u = GAUSS.MUL(C, u)
[n,m] = size(C);
C(2 : n, :) = C(2 : n, :) − uC(1, :)

end

TGAUSS.MUL
αρθ = 2(n− 1)r

TGAUSS.MUL

αρθ = 2(n− 1)r πράξεις α.κ.υ.

Επίλυση συστηµάτων µε LU (Γνωστή ύλη !) Για k = 1, ..., n − 2: α) Οδήγηση για επιλογή

κατάλληλης γραµµής, ϐ) υπολογίζουµε το κατάλληλο διάνυσµα Gauss uk, γ) Εφαρµόζουµε

το Lk λαµβάνοντα υπόψη τη δοµή του, δηλ. ανανέωση 1ης τάξης µητρώου (n− k) × (n− k).

Η παραγοντοποίηση LU ϐασίζεται στη διαδοχική εφαρµογή των στοιχειωδών µετασχηµατισµών

Gauss L1, L2, ..., Ln−1. Με λίγη προσπάθεια ϕαίνεται ότι

L = L−1
1 · · ·L−1

n−1 = I +
n−1∑

k=1

uje
⊤

j .

Το ίδιο µπορεί να γίνει και όταν εφαρµόζουµε οδήγηση ! ∆ηλ. να «απεµπλέξουµε» τα µητρώα

εναλλαγής Pj:

Ln−1Pn−1 · · ·L1P1A = UPA = LU

∆ιαδικασία LU (χωρίς οδήγηση) (Γνωστή ύλη !)
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Αλγόριθµος.

function A = GAUSS.ELM(A)
k = 1
while A(k, k) 6= 0 και k ≤ n− 1

t = GAUSS(A(k : n, k)) (* t ∈ R
n−k *)

A(k + 1 : n, k) = t
A(k : n, k + 1 : n) = GAUSS.MUL(A(k : n, k + 1 : n), t)
k = k + 1

end

end

Κόστη (Ω) Παραγοντοποίηση LU :

TGAUSS.ELM

αρθ =
n−1∑

k=1

(n− k + 2(n− k)2)

≈
2n3

3

Επίλυση: µε ≈ 2n2

Για την επίλυση µε το ίδιο µητρώο αλλά πολλά δεξιά µέλη εκτελούµε την LU µόνο µια ϕορά.

Το συνολικό κόστος επίλυσης για s δεξιά µέλη είναι

2

3
n3 +O(sn2)

Υλοποιήσεις LU µε BLAS­3 Κίνητρο:

• Ω = 2
3
n3 +O(n2)

• Φmin = n2 + n, µmin ≈ 3
2n

• ⇒ ένδειξη τοπικότητας. Πώς την αναδεικνύουµε ;

΄Εστω σύµµορφος τεµαχισµός του A και των παραγόντων L,U




A11 A12 A13

A21 A22 A23

A31 A32 A33



 =





L11 0 0
L21 L22 0
L31 L32 L33









U11 U12 U13

0 U22 U23

0 0 U33



 , (1)

όπου A11 ∈ R
(k−1)β×(k−1)β, A22 ∈ R

β×β και A33 ∈ R
(n−kβ)×(n−kβ) ενώ τα L,U είναι τεµαχισµένα

αντιστοίχως. Τότε




L11U11 L11U12 L11U13

L21U11 L21U12 + L22U22 L21U13 + L22U23

L31U11 L31U12 + L32U22 L31U13 + L32U23 + L33U33



 ,

Παράδειγµα
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• ΄Εστω ότι έχουµε ήδη υπολογίσει τις πρώτες (k−1)β στήλες του L και τις (k−1)β πρώτες

γραµµές του U , δηλ. τα L11, L21, L31 και U11, U12, U13.

• Θα δείξουµε πως µπορούµε να συνεχίσουµε υπολογίζοντας τις επόµενες β στήλες του L
και β γραµµές του U , δηλ. τα L22, L32 και U22, U23.





L11U11 L11U12 L11U13

L21U11 L21U12 + L22U22 L21U13 + L22U23

L31U11 L31U12 + L32U22 L31U13 + L32U23 + L33U33



 ,

Από τον τεµαχισµό ισχύουν τα παρακάτω:

A22 = L21U12 + L22U22

A32 = L31U12 + L32 U22

A23 = L21U13 + L22 U23

A33 = L31U13 + L32U23 + L33U33

όπου εντός πλαισίου είναι οι παράγοντες που πρέπει να υπολογιστούν στο παρόν ϐήµα.

Συγκεντρώνουµε τις εξισώσεις για A22, A32 σε µια οµάδα

[
A22

A32

]

=

[
L21

L31

]

U12 +

[

L22

L32

]

U22

A23 = L21U13 + L22 U23

A33 = L31U13 + L32U23 + L33U33

Μπορούµε τώρα να υλοποιήσουµε τις πράξεις χρησιµοποιώντας BLAS­3

1) A22 −

(
L21

L31

)

U12 =

(
L22

L32

)

U22 µε sGEMM και sGETF2

2) A23 − L21U13 = L22 U23 µε sGEMM και sGETRSM

3) υπολ. Â33 = A33 − L31U13 − L32U23 µε sGEMM

4) LU παραγοντοποίηση του Â33 επανάληψη των ϐηµάτων 1 ως 4 (αναδροµή)

sGETF2: τυποποιηµένη ονοµασία υλοποίησης της κλασικής LU παραγοντοποίησης µητρώου

µε µερική οδήγηση (χωρίς BLAS­3) στη ϐιβλιοθήκη LAPACK.

Η παραπάνω υλοποίηση µε οδήγηση χρησιµοποιείται στο πρόγραµµα sGETRF της LAPACK
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Παραγοντοποίηση µε BLAS­3 και συµπλήρωµα Schur Είδαµε (π.χ. ανάλυση πολυπλοκότη-

τας της αντιστροφής µητρώου) ότι αν έχουµε σύµµορφο τεµαχισµό του A και των παραγόντων

L,U , µε τετραγωνικά διαγώνια υποµητρώα ώστε να υπάρχει το A−1
11 , τότε

(
A11 A12

A21 A22

)

=

(
I 0
L21 I

) (
U11 U12

0 U22

)

, (2)

όπου A11 ∈ R
k×k και A22 ∈ R

(n−k)×(n−k).

΄Εχουµε:

U11 = A11

U12 = A12

L21 = A21A
−1
11

U22 = A22 − A21A
−1
11 A12

και ονοµάσαµε το U22 συµπλήρωµα Schur του A11 στο A.

Κλασική LU - Σύνθετη LU

• Ονοµάζουµε LU ή «κλασική LU » αλγορίθµους που επιστρέφουν L,U όπως τα συνηθί-

Ϲουµε (κάτω τριγωνικό L ή PL, άνω τριγωνικό U ).

• Ονοµάζουµε block LU ή «σύνθετη LU » ή «LU κατά ορµαθούς» τους αλγορίθµους που

επιστρέφουν παράγοντες L,U που µόνον ως σύνθετα µητρώα µπορούν να ϑεωρηθούν

κάτω και άνω τριγωνικά αντίστοιχα.

• Προσοχή: Τα BLAS­3 µπορούν να χρησιµοποιηθούν και στις δύο περιπτώσεις.

• Γενικά, ϐιβλιοθήκες όπως η LAPACK χρησιµοποιούν κλασική LU υλοποιηµένη µε BLAS­

3.

Η block LU είναι χρήσιµη για ορισµένες ειδικές δοµές µητρώων.

Εφαρµογή: ΄Οταν το A περιέχει «απλό» υποµητρώο Σε πολλές εφαρµογές, µπορούµε να ϕέ-

ϱουµε το A σε µορφή τέτοια ώστε ως σύνθετο µητρώο, το A11 να είναι πολύ απλό, π.χ. ταυτοτικό

(ή διαγώνιο, τριδιαγώνιο, κλπ). Να δούµε τι γίνεται όταν είναι ταυτοτικό :

A =

(
I A12

A21 A22

)

=

(
I 0
A21 I

) (
I A12

0 A22 − A21A12

)

Για να λύσουµε το Ax = b γράφουµε x = [x1, x2]
T και b = [b1, b2]

T οπότε µετά από την

παραγοντοποίηση µε ορµαθούς

(
I 0
A21 I

) (
I A12

0 A22 − A21A12

) (
x1

x2

)

=

(
b1
b2

)
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οπότε αν λύσουµε µε τον κλασικό τρόπο ((L(

y
︷︸︸︷

Ux ) = b) έχουµε να υπολογίσουµε

y1 = b1, y2 = b2 − A21y1

και

(A22 − A21A12) x2 = y2, x1 = y1 − A12x2

Μπορείτε να το εφαρµόσετε και να συγκρίνετε µε τον κλασσικό τρόπο επίλυσης.

Παρατηρήσεις

• Το συµπλήρωµα Schur υπολογίζεται εύκολα λόγω της τετριµµένης µορφής του A11.

• Ακολουθώντας παρόµοια τακτική, µπορούµε να απλοποιήσουµε τους υπολογισµούς όταν

το A11 είναι της µορφής ρI, ή διαγώνιο ή ακόµα και µητρώο του οποίου η επίλυση έχει

γραµµική πολυπλοκότητα, π.χ. διδιαγώνιο ή τριδιαγώνιο !

• Ο παραπάνω τρόπος επίλυσης δεν είναι ισοδύναµος µε την κλασσική παραγοντοποίηση LU .

• ... επιπλέον, πρέπει τα αντίστοιχα συµπληρώµατα Schur να είναι αντιστρέψιµα.

• ΣΥΣΤΑΣΗ: ∆οκιµάστε την ίδια µέθοδο όταν το A11 είναι διαγώνιο ή διδιαγώνιο ή τριγωνικό

....


