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Πίσω ευστάθεια: Ορισµός και µετρική

• Ορισµός

� Αν για τον «αλγόριθµο» fprog που υπολογίζει τη
συνάρτηση f στο x µπορούµε να βρούµε xprog ώστε να
ισχύουν

τότε λέµε ότι ο «αλγόριθµος» fprog είναι «πίσω ευσταθής». 

Όσο πιο µικρή η απόσταση του xprog από το x τόσο πιο
πίσω ευσταθής είναι ο αλγόριθµος. 

Μετρική: Η ελάχιστη δυνατή σχετική απόσταση θεωρείται ως
το µέτρο της πίσω ευστάθεις. 
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Πόσο πρέπει να αλλάξει το x για να υπολογίσει η f (ακριβώς) το fprog (x)?

f(x+?) = fprog (x)

xprog-x

Το πρόβληµα: Να εκτιµήσουµε φράγµα για το εµπρός σφάλµα

άγνωστη τιµή
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f
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Πόσο πρέπει να αλλάξει το x ώστε η f να υπολογίζει (ακριβώς) το fprog (x)?

f(x+?) = fprog (x)

xprog-x

xprog

πίσω σφάλµα

f

Αν ||xprog-x|| µικρό, τότε λέµε ότι
ο αλγόριθµος fprog είναι πίσω ευσταθής
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f
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Η εκτίµηση του εµπρός σφάλµατος γίνεται «µαθηµατικά» βάσει

•του «δείκτη κατάστασης του προβλήµατος» (δηλ. της f)
•χρησιµοποιώντας το πίσω σφάλµα.
||fprog (x) – f(x)|| ≤ cond(f;x) ||xprog-x||

άγνωστη τιµή

«σφαίρα» όπου µπορεί να

κείται η πραγµατική τιµή
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Αν η συνάρτηση είναι πολύ ευαίσθητη, το cond(f;x) είναι µεγάλο (π.χ.
αν µεγάλο) εποµένως το f(x) µπορεί να απέχει πολύ από το f(xprog)

άγνωστη τιµή

df

dx
(x)

cond(f;x) ||xprog-x||
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f

x

||xprog-x||

xprog

πίσω σφάλµα

f

άγνωστη τιµή

cond(f;x) ||xprog-x||

Για δεδοµένο cond(f;x), η ||f(xprog-f(x)|| θα κυµαίνεται

ανάλογα µε το πίσω σφάλµα ||xprog-x||
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Αν η πίσω ανάλυση είναι δύσκολη –
χαλαρώνουµε!

f

fprog

x

Αν αυτό είναι δύσκολο, χαλαρώνουµε και ζητάµε να βρούµε

πόσο πρέπει να αλλάξει το x ώστε η f να υπολογίζει τιµή κοντά στο fprog (x)

f(x+?) ≈ fprog (x)

xprog-x

xprog

πίσω σφάλµα

f

Αν ||xprog-x|| και ||f(xprog)-fprog (x)|| µικρό, 
λέµε ότι ο αλγόριθµος fprog είναι ευσταθής
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∆υο βασικές µεθοδολογίες εκτίµησης ελάχιστου
άνω φράγµατος εµπρός σφάλµατος

1. Προς τα εµπρός ανάλυση

• «παρακολούθηση» του σφάλµατος σε κάθε βήµα
του αλγορίθµου

2. Προς τα πίσω ανάλυση σφάλµατος

• εκτίµηση «πίσω σφάλµατος» ή «δείκτη κατάσταση
αλγορίθµου»
• πόσο πρέπει να αλλάξουµε τα δεδοµένα ώστε αν
λύσουµε ακριβώς, να πάρουµε τα ίδια αποτελέσµατα
µε αυτά που υπολογίστηκαν σε πεπερασµένη
ακρίβεια;

• εκτίµηση «δείκτη κατάστασης προβλήµατος»
• πόσο αλλάζουν τα αποτελέσµατα αν αλλάξουµε λίγο
τα δεδοµένα (ανάλογα µε το πίσω σφάλµα)
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Πίσω ανάλυση σφάλµατος

µαθηµατική θεωρία διαταραχών

(perturbation theory)
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Παράδειγµα

• Αν µια βιβλιοθήκη επιστρέφει για κάθε 0<x ∈∈∈∈ F

αντί για τον ακριβή λογάριθµο y=ln(x) την τιµή

ποιός είναι ο δείκτης κατάστασης του αλγορίθµου;

• Αξιοποιούµε το γεγονός ότι ισχύει ακριβώς ότι

Εποµένως θέτουµε

άρα

ỹ = (1+ e) ln(x) = ln(x1+e)

xprog := x1+e

|
xprog − x

x
| = |

x1+e − x

x
| = |xe − 1| ≈ |e ln(x)|

≤ 5 ln(x)u

cond(ln;x) ≤ 5 ln(x)u

ỹ = (1+ e) ln(x)
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Υπενθυµίζουµε τη «χονδρική» ανάλυση

(2) «δείκτης κατάστασης» της f στο x
εξαρτάται µόνον από (f, x)

(3) εξαρτάται από (fprog , x)
(1) εµπρός σχετικό σφάλµα

της f στο x υπολογισµένη µε fprog

Αν γνωρίζουµε τιµές ή σφικτά άνω φράγµατα για τους όρους δεξιά,
µπορούµε να φράξουµε το εµπρός σχετικό σφάλµα!

ΕΜΠΡΟΣ ΣΦΑΛΜΑ ≤≤≤≤ (∆ΕΙΚΤΗΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ ΠΡΒΛ) ×××× (ΠΙΣΩ ΣΦΑΛΜΑ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ)
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• Βασικά µας ενδιαφέρει µια ποσότητα (η µικρότερη
δυνατή) που να εκφράζει τη «διαστολή» της

αλλαγής στα στοιχεία της εισόδου µέγεθος της

εισόδου ώστε να επικαλύπτει το µέγεθος της

αλλαγής στα στοιχεία εξόδου!

• Να βρούµε Κ τέτοιο ώστε

‖∆f‖
‖f‖ ≤ K ‖∆x‖

‖x‖

σχετική αλλαγή τάξης u



Page 10
1010

Πανεπιστήµιο Πατρών

• Το K θα λέγεται δείκτης κατάστασης του προβληµατος

• Αν µπορούµε να βρούµε τέτοιο K, το πρόβληµα αποκαλείται
καλά τοποθετηµένο (well-posed)

• αν όχι (δηλ. K=∞∞∞∞) τότε κακά τοποθετηµένο (ill-posed)

• Το µέγεθος του K µετρά την κατάσταση, 

� µεγάλο K σηµαίνει «κακή κατάσταση» και το πρόβληµα
είναι δύσκολο να λυθεί

� συνήθως σηµαίνει ότι είναι «κοντά» σε «µη επιλύσιµο»
πρόβληµα

� Ο ακριβής ορισµός και ο υπολογισµός του K δεν είναι
εύκολη υπόθεση!
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Ενδιαφέρον παράδειγµα

• Υπολογισµός του

για µικρές τιµές του x

• Ο υπολογισµός δηµιουργεί προβλήµατα γιατί

έχουµε καταστροφική απαλοιφή – αναδεικνύονται
τα σφάλµατα στρογγύλευσης µετά την αφαίρεση

• … και όµως, ο δείκτης κατάστασης του
προβλήµατος είναι µικρός

f(x) =

√
1+ x2 − 1

cond(f ;x) = x√
1+x2

x√
1+x2−1

limx→0 cond(f ;x) = 2
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• Ειδικότερα, για µικρές τιµές του x

� αν χρησιµοποιήσουµε τον παραπάνω υπολογισµό, 
το εµπρός σχετικό σφάλµα µπορεί να γίνει πολύ
µεγάλο (≈≈≈≈ 1)

�Μπορούµε να αποφύγουµε την αφαίρεση µε την

ισοδύναµη έκφραση!

� Εύκολα φαίνεται ότι

�Ο δείκτης κατάστασης προβλήµατος παραµένει ίδιος!

g(x) = x2√
1+x2+1

f ≡ g
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Πώς θα δείχναµε πίσω ευστάθεια;

• Πρέπει να βρούµε το κατάλληλο xprog

• ∆εν είναι εύκολο µε τη µέθοδο διάδοσης των δ (οι
πράξεις µε σταθερές δυσκολεύουν τα πράγµατα).

• Θα το κάνουµε αριθµητικά:

� Για ένα υπολογισµένο z=fprog(x) θα
χρησιµοποιήσουµε ως xprog

το

xprog :=
√
(z + 1)2 − 1

Ο υπολογισµός πρέπει να γίνει σε άπειρη ακρίβεια …
… θα προσοµοιώσουµε µε διπλή ακρίβεια
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ferr

berr (siml)

condition (prbl)

errors in computing
$\sqrt{1+x̂ 2}-1$

Πείραµα (MATLAB 7.5) µε x=single(10).^[-4:0.1:1]

περιοχή µεγάλου σφάλµατος (κανένα σωστό ψηφίο)
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“sup” είναι το ελάχιστο άνω φράγµα,

Για πεπερασµένα σύνολα συµπίπτει

µε το µέγιστο (max)

‖A‖= sup‖x‖=1 ‖Ax‖
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Μερικές περιπτώσεις για το δείκτη
κατάστασης προβλήµατος

f : R → R : ⇒ cond(f ;x) :=
|f ′(x)|
|f(x)|

|x|

f : Rn → Rm: ⇒ cond(fi; xj) := |∂fi
∂xj
(x)xj|

1
|fi(x)|

→֒ cond(f ; x) := ‖cond(fi;xj)‖

f : Rn → Rm: ⇒ cond(f; x) :=
‖f ′(x)‖
‖f(x)‖

‖x‖
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Παραδείγµατα

f(x) cond(f;x)

x 1
xn n

exp(x) x

cos(x) |x tan(x)|
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Εµείς «απλοποιήσαµε» ως

- δείκτης κατάστασης προβλήµατος

προσοχή στις νόρµες

προσοχή στην παράγωγο (Ιακωβιανό µητρώο της f στο x)

cond(f ;x) := ‖f ′(x)‖
‖f(x)‖ ‖x‖


