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ΕΠΙΣΤΗΜΟΝΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ Ι

∆ΙΑΛΕΞΗ 13, 27/11/09

Ε. ΓΑΛΛΟΠΟΥΛΟΣ

Τµήµα Μηχ. Η/Υ και Πληροφορικής

Παν/µιο Πατρών

Ανάλυση σφάλµατος για την επίλυση συστήµατος

Βήµατα:

Κατάσταση προβλήµατος Πόσο αλλάζει το αποτέλεσµα για µικρές αλλαγές στα στοιχεία ει-

σόδου ; Εφαρµογή ϑεωρίας διαταραχών (ϐλ. προηγούµενες διαλέξεις).

Κατάσταση αλγορίθµου προς τα πίσω ανάλυση σφάλµατος

Κατάσταση προβλήµατος «επίλυση συστήµατος» Ρωτάµε: Πόσο ϑα αλλάξει η λύση x αν αλλά-

ξουµε τα δεδοµένα A, b;
Ανάλυση:

(A + ∆A)

x̂
︷ ︸︸ ︷

(x + ∆x) = b + ∆b (1)

Ax = b (2)

(3)

εποµένως λύνουµε ως προς ∆x και έχουµε

∆x = A−1(−∆Ax̂ + ∆b)

∆x = A−1(−∆Ax̂ + ∆b) = A−1(−∆Ax − ∆A∆x + ∆b)

‖∆x‖ ≤ ‖A−1‖ (‖∆A‖‖x‖ + ‖∆A‖‖∆x‖ + ‖∆b‖)

‖∆x‖

‖x‖
≤ κ(A)

(
‖∆A‖

‖A‖
+

‖∆A‖

‖A‖

‖∆x‖

‖x‖
+

‖∆b‖

‖A‖‖x‖

)

εποµένως (Θεώρηµα:)

‖∆x‖

‖x‖
≤

κ(A)

1 − κ(A)‖∆A‖
‖A‖

(
‖∆A‖

‖A‖
+

‖∆b‖

‖b‖

)

.

Από τον καθοριστικό ϱόλο της ποσοτητας κ(A), έχει νόηµα να την εκλάβουµε ως «δείκτη

κατάστασης του προβλήµατος» της επίλυσης συστήµατος1.

Προσέξτε ότι αυτός ο δείκτης «έλαβε υπόψη του και διαταραχές 2ης τάξης !»

ΕΡΩΤΗΣΗ: Πώς µπορούµε να συνδέσουµε το παραπάνω µε µια πλήρη ανάλυση του σφάλµατος·

1∆εν λειτουργεί πάντα καλά. Θα δούµε αργότερα.
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• Αν δείχναµε ότι ένας συγκεκριµένος αλγόριθµος επίλυσης είναι πίσω ευσταθής, δηλ. ότι

η υπολογισµένη λύση x̃ είναι η ακριβής λύση ενός παραπλήσιου συστήµατος,

π.χ.

(A + ∆A)x̃ = b + δb

έτσι ώστε
‖∆A‖
‖A‖

, ‖δb‖
‖b‖

να είναι µικρά, π.χ. και ϕραγµένα από κάποιο µικρό ǫ.
Τότε µε ϐάση το παραπάνω ϕράγµα, µπορούµε να υπολογίσουµε άµεσα χρήσιµο άνω ϕράγµα

για το εµπρός σφάλµα !

Παρατήρηση (για όσους ενδιαφέρονται !) Για να ισχύει το παραπάνω υποθέσαµε έµµεσα ότι

0 < 1 − κ(A)
‖∆A‖

‖A‖

< 1 − ‖A−1‖‖∆A‖

δηλ. ‖A−1‖‖∆A‖ < 1.

Λήµµα 1. ΄Εστω νόρµα µητρώου που ικανοποιεί τη σχέση ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖. Τότε αν ‖A‖ < 1
το µητρώο I −A είναι αντιστρέψιµο και (I −A)−1 =

∑∞
j=0 Aj και ‖(I −A)−1‖ ≤ 1/(1−‖A‖). �

΄Ενας τρόπος να ϑέσουµε το πρόβληµα

΄Εστω ότι µε το συµβολισµό της «προς τα πίσω ανάλυσης» σφάλµατος, ϑεωρήσουµε ότι

f([A, b]) = x, fprog([A, b]) = x̂

για κάποιο x̂.

Μπορούµε να ϱωτήσουµε το εξής : Είναι δυνατόν να ϐρούµε Â τέτοιο ώστε να είναι κοντά στο

A και επίσης

f([Â, b]) = x̂

Τότε ϑα µπορούσαµε να ϑέσουµε Xprog := [Â, b] και X := [A, b] οπότε ϑα ισχύει ότι

fprog(X) = f(Xprog).

Εποµένως, ϑα έχουµε πίσω ευστάθεια αν i) µπορούµε να επιλέξουµε τέτοιο Â που επίσης όµως

ii) να είναι κοντά στο A.

Παρατήρηση: Εντέλει, η πίσω ευστάθεια ϑα κριθεί από αυτήν την απόσταση.2

Πρακτικός «εκ των υστέρων» υπολογισµός πίσω σφάλµατος

Θεώρηµα 1 (Rigal+Gaches). ΄Εστω ότι υπολογίσαµε τη λύση x̂ του συστήµατος Ax = b και ότι

ϑέτουµε r = b − Ax̂. Τότε, το (εκ των υστέρων) πίσω σφάλµα

βN = inf{ω|(A + ∆A)x̂ = b + ∆b, ‖∆A‖ ≤ ω‖A‖, ‖∆b‖ ≤ ω‖b‖}

2Για ολοκληρωµένη αντιµετώπιση, µπορούµε να ϑέσουµε την απόσταση σε άπειρο αν δεν υπήρχε τέτοιο Â.
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µπορεί να υπολογιστεί από τον παρακάτω τύπο

βN =
‖r‖

‖A‖‖x̂‖ + ‖b‖

Επίσης, οι παράγοντες ∆A, δb για τους οποίους (A + ∆A)x̂ = b + ∆b µπορούν να υπολογιστούν.

�

Παρατηρήσεις

• Το πίσω σφάλµα καθορίζεται από την υπολογισµένη λύση x̂ και το υπόλοιπο r.

• ΄Εχει ενδιαφέρον ότι ϑα µπορούσαµε να εξειδικεύσουµε τον παραπάνω ορισµό:

{ Αντί για νόρµες µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε απόλυτες τιµές και ανισότητες

στοιχείο προς στοιχείο (componentwise).

{ Το είδος των διαταραχών µπορεί να προκαθοριστεί. Για παράδειγµα, να δεχόµαστε

∆A που να έχουν την ίδια δοµή µε το A, κάτι που είναι πολύ σηµαντικό όταν

αναλύουµε την ευστάθεια προβληµάτων µε ειδικά δεδοµένα, π.χ. αραιά µητρώα,

µητρώα Toeplitz, κ.λπ.

Απόδειξη για µια ελαφρώς πιο εύκολη περίπτωση Θα προσπαθήσουµε να «αναθέσουµε» όλα τα

σφάλµατα του υπολογισµού στο A (καθόλου στο b).
Αν ϑέσουµε Â = A + ∆A και r := b − Ax̂, τότε η σχέση (4) συνεπάγεται

b = (A + ∆A)x̂ ⇒ r + Ax̂ = (A + ∆A)x̂ ⇒

r = ∆Ax̂

Εποµένως, αποµένει να κατασκευάσουµε Â που να ικανοποιεί την παραπάνω σχέση (4). Αυτό

είναι εύκολο - για παράδειγµα δοκιµάστε το µητρώο 1ης τάξης

∆A :=
rx̂⊤

x̂⊤x̂

Επίσης µπορείτε να αποδείξετε3 ότι

‖∆A‖2 =
‖r‖2

‖x̂‖2

και υπό την προϋπόθεση ότι χρησιµοποιούµε νόρµα 2,

βN :=
‖∆A‖

‖A‖
=

‖r‖

‖A‖‖x̂‖

Προσοχή: Εποµένως το υπόλοιπο, r, καθορίζει το µέγεθος του πίσω σφάλµατος.

3Από αυτά που γνωρίζετε στη Γραµµική ΄Αλγεβρα.
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Για «ϕανατικούς» Μπορεί επίσης να αποδειχτεί ότι διαταραχές που επιτυγχάνουν το ελάχιστο

πίσω σφάλµα είναι

∆A =
‖A‖‖x̂‖

‖A‖‖x̂‖ + ‖b‖
rzT , ∆b =

‖b‖

‖A‖‖x̂‖ + ‖b‖
r

όπου το z είναι ένα διάνυσµα (λέγεται «δυϊκό» ) για το οποίο ισχύει ότι

zT x̂ = ‖z‖D‖x̂‖ = 1, όπου ‖z‖D = max
y 6=0

zT y

‖y‖

Σύνοψη ανάλυσης και πρακτικά ϕράγµατα Είδαµε ότι µικρές αλλαγές ∆A, ∆b στα δεδοµένα

του προβλήµατος «επίλυση γραµµικού συστήµατος Ax = b» οδηγούν στο παρακάτω ϕράγµα

για το εµπρός σχετικό σφάλµα:

‖∆x‖

‖x‖
≤

κ(A)

1 − κ(A)‖∆A‖
‖A‖

(
‖∆A‖

‖A‖
+

‖∆b‖

‖b‖

)

.

Επίσης, αν εφαρµόσουµε έναν αλγόριθµο επίλυσης το (εκ των υστέρων) πίσω σφάλµα ορίζεται

βN = inf{ω|(A + ∆A)x̂ = b + ∆b, ‖∆A‖ ≤ ω‖A‖, ‖∆b‖ ≤ ω‖b‖}

και

βN =
‖r‖

‖A‖‖x̂‖ + ‖b‖

Εποµένως, αν γνωρίζουµε τα κ(A), x̂, r µπορούµε να εκτιµήσουµε ένα άνω ϕράγµα για το

εµπρός σφάλµα ως εξής :

• Υπολογίζουµε το κ(A),

• υπολογίζουµε το βN = ‖r‖
‖A‖‖x̂‖+‖b‖

,

• οπότε, εφόσον βNκ(A) < 1,

‖∆x‖

‖x‖
≤

2βNκ(A)

1 − κ(A)βN

Παραδείγµατα ∆εξιό µέλος b = A ∗ ones(n, 1). Ως ferr2 είναι το παραπάνω ϕράγµα. Λύση

µέσω \ σε MATLAB 7.5.

Μητρώο n κ2(A) βN ‖x − x̃‖2/‖x‖2 ferr2
H 10 1.6e+13 5.0804e­017 2.7571e­004 0.0016

V 10 1.5e+07 3.6797e­017 3.3080e­010 1.1181e­009

R 100 1.7737e+003 2.2492e­016 5.2216e­014 7.9788e­013

Rn 100 684 5.0267e­016 1.3761e­014 6.8694e­013

D 100 1.0e+10 0 0 0

G 60 26.8 0.0156 0.4714 1.4317
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H : hilb(n) - µεγάλο κ(A), µικρό πίσω σφάλµα

V : vander(linspace(0, 1, 10)) - µεγάλο κ(A), µικρό πίσω σφάλµα

R : rand(n) - µέτριο κ(A), µικρό πίσω σφάλµα

Rn : randn(n) - µέτριο κ(A), µικρό πίσω σφάλµα

D : diag([1e− 10, ones(1, n− 1)]), µεγάλο κ(A), 0 πίσω σφάλµα, κακή εκτίµηση σφάλµατος

G : gfpp(n) - µικρό κ(A), µεγάλο πίσω σφάλµα

Παρατηρήσεις Τα παραπάνω επαληθεύουν ότι :

• Η επίλυση, τουλάχιστον όπως γίνεται στη MATLAB , είναι πίσω ευσταθής.

• ... στη MATLAB συνήθως χρησιµοποιείται απαλοιφή Gauss µε µερική οδήγηση.

• ... όµως το τι υλοποιεί ο τελεστής «\», δηλ. η συνάρτηση mldivide, εξαρτάται από το

όρισµα. ∆είτε τις εκτενείς πληροφορίες στη MATLAB (doc mldivide).

• Αν λοιπόν ο αλγόριθµος για τα δεδοµένα είναι πίσω ευσταθής, τότε αν γνωρίζουµε το A
µε σχετική ακρίβεια t δεκαδικών ψηφίων (π.χ. στην αριθµητική διπλής ακρίβειας IEEE

το µέγιστο t ϑα είναι περίπου log10 u ≈ 16 και κ(A) ≈ 10p, τότε η λύση του Ax = b µε

«πίσω ευσταθή αλγόριθµο» αναµένεται να έχει περί τα 16 − t σωστά ψηφία.

Προσοχή - Μερικές αδυναµίες των παραπάνω:

• Η δυσκολία υπολογισµού του δείκτη κατάστασης (O(n3)), πιο ακριβό από το ίδιο το

πρόβληµα !

• ... ανάγκη µεθόδων εκτίµησής του (π.χ. αλγόριθµος condest της MATLAB ).

• Η χρήση διαφορετικών νορµών δεν επιφέρει σοβαρές αλλαγές στις τιµές (όλες οι νόρµες

ισοδύναµες).

• Γενικά, µια αδυναµία των παραπάνω είναι ότι ϐασίζονται σε πολύ συνοπτικές πληροφο-

ϱίες, όπως εκφράζονται από τις νόρµες.

• Οι κλασικοί δείκτες κατάστασης αλλάζουν αν κλιµακώσουµε τους όρους του µητρώου:

κ(AD−1) ≤ κ(A)‖D−1‖‖D‖

• ... µια καλύτερη µετρική αποκαλείται δείκτης κατάστασης κατά Skeel

• ... είναι κSkeel(A) := ‖|A−1| |A|‖∞.

• Ισχύει ότι κSkeel(A) ≤ κ(A) για άλλους δείκτες.

• ... επίσης κSkeel(D
−1A) = ‖|A−1D||D−1A|‖ = ‖|A−1||A|‖ = κSkeel(A).
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• ... Πολύ πιο εκτενής πληροφορία µας παρέχεται µε επέκταση των παραπάνω αναλύσεων

και µετρικών «ανά στοιχείο» (componentwise).

• Στην πράξη, χρησιµοποιούνται ϕράγµατα που προέρχονται από «ανά στοιχείο» ανάλυση.

Πρακτικά ϕράγµατα σφάλµατος στην LAPACK4

Εκτίµηση δείκτη κατάστασης µε ειδικούς αλγόριθµους (Hager, Higham) κόστους µικρότερου

από το σχηµατισµό των A−1, ‖A‖, ‖A−1‖.

∆είκτης πίσω σφάλµατος

ωA,b(x̂) = max
i

|r|i
(|A||x̂| + |b|)i

∆είκτης εµπρός σφάλµατος

‖x − x̂‖

‖x̂‖
≤

‖|A−1|(|A||x̂| + |b|)‖∞
‖x̂‖∞

ωA,b(x̂)

αλλά ως ακόµα πιο ακριβής δείκτης για το εµπρός σφάλµα χρησιµοποιείται το

ferr =
‖|A−1|(|r̂| + γn+1(|A||x̂| + |b|))‖∞

‖x̂‖∞


