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Πανεπιστήµιο Πατρών

Ε. Γαλλόπουλος

Τµήµα Η/Υ & Πληροφορικής

Πανεπιστήµιο Πατρών

Πανεπιστήµιο Πατρών

Παρατηρήσεις

• Υπολογιστικοί πυρήνες

• Επικρατεί γραµµική άλγεβρα

• Ακόµα και στο µετασχηµατισµό Fourier!

Η Υπολογιστική Γραµµική Άλγεβρα θα αποτελέσει το

όχηµα για την παρουσίαση των τεχνικών του ΕΥ
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• Συνήθως οι εφαρµογές είναι µεγάλης κλίµακας, ....

� Πολλές γραµµές πολύπλοκου κώδικα

� Συχνά αποτελούµενες από κώδικα σε περισσότερες

από µια γλώσσες

�Μεγάλο µέγεθος δεδοµένων

� Υπολογισµοί υψηλής πολυπλοκότητας

Ακόµα και «µέτρια» επιτάχυνση συχνά καλούµενων

υποπρογραµµάτων /υπολογιστικών πυρήνων
συνήθως έχει πολλαπλασιαστικό αποτέλεσµα και

επιφέρει µεγάλη συνολική επιτάχυνση

Πανεπιστήµιο Πατρών

Θεµελιώδη προβλήµατα ΑΓΑ (1/3)

• ΑΓΑ0: Βασικές πράξεις – (άµεσα προβλήµατα)

• ΑΓΑ1: Επίλυση γραµµικών συστηµάτων

• ΑΓΑ2: Πρόβληµα ελαχίστων τετραγώνων

C ← C +AB,A ∈ ℜn1×n2, B ∈ ℜn1×n3, C ∈ ℜn2×n3

Ax = b, A ∈ ℜn×n, b ∈ ℜn

arg min
x∈ℜn

‖b−Ax‖2, A ∈ ℜ
m×n, b ∈ ℜm
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Θεµελιώδη προβλήµατα ΑΓΑ (2/3)

• ΑΓΑ3, ΑΓΑ4: Πρόβληµα ιδιοτιµών και γενικευµένων ιδιοτιµών

• ΑΓΑ5: ∆ιάσπαση ιδιαζουσών τιµών

• ΑΓΑ6: Υπολογισµός συναρτήσεων µητρώων

Ax = λBx,A ∈ Cn×n, x ∈ Cn, λ ∈ C,B ∈ Cn×n
Ax = λx,A ∈ Cn×n, x ∈ Cn, λ ∈ C

A = UΣV ⊤, U ∈ Cm×m, V ∈ Cn×n,Σ ∈ ℜm×n,

U∗U = I, V ∗V = I,Σ = diag[σ1, ..., σr], σj ≥ 0

φ(A), φ(A)b, A ∈ Cn×n, b ∈ Cn

Πανεπιστήµιο Πατρών

Lewis Fry Richardson (1881 - 1953) 

«Weather Prediction by Numerical Process» (1922)
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Πανεπιστήµιο Πατρών
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Κριτήρια αξιολόγησης

• Να φθάσουµε γρήγορα … Ταχύτητα

• χωρίς να τρακάρουµε … Ακρίβεια

• µε VW αντί BMW … Κόστος

�Πόσο γρήγορα επιτυγχάνεται η λύση
�Υπολογιστική πολυπλοκότητα

�Καλή χρήση των υπολογιστικών πόρων

�Πόσο ακριβή είναι τα αποτελέσµατα
�Συγκριτικά µε τη «θεωρητική» λύση

�Σχετικά µε τα δεδοµένα

�Τι πόροι (σε υλικό, λογισµικό, ανθρωποώρες) 
χρειάζονται για την υλοποίηση

Πανεπιστήµιο Πατρών

Η σηµασία της επίδοσης

• As soon as an Analytical 
Engine  exists,  it will 
necessarily guide the 
future course of science. 
Whenever any result is 
sought by its aid, the 
question will then arise -
By what course of 
calculation can these 
results be arrived at by 
the machine in the 
shortest time? Charles
Babbage, [Passages 
from the Life of a 
Philosopher, 1864]
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Σχεδόν πάντα υπάρχουν, παράγονται και
διαδίδονται αριθµητικά σφάλµατα!

• Οι παρακάτω πράξεις είναι ισοδύναµες και το αποτέλεσµα ίσο µε 10, αλλά
αν τις εκτελέσετε σε ένα τυπικό επεξεργαστή (π.χ. σε MATLAB)

• 1020 - 10 – 1020 + 20 = 20

• 1020 +20 – 1020 - 10 = -10

• 1020 + 20 -10 - 1020 = 0

• ΚΑΝΕΝΑ αποτέλεσµα δεν είναι σωστό;!! Όµως είναι το

• 1020 – 1020 + 20 -10 = 10

• Ερώτηση: Από τους 24 (=4!) τρόπους υπολογισµού παραπάνω, ποιοί
επιστρέφουν σωστό αποτέλεσµα; 

• ΓΙΑΤΙ;

Πανεπιστήµιο Πατρών

Ταχύτητα

• Θέλουµε ταχύτερη επίλυση

• Τι βοηθά στην ταχύτερη επίλυση;

• Τι µετράµε;

� χρόνο αναµονής για αποτέλεσµα

� χρόνο χρήσης των πόρων του συστήµατος

� χρόνο χρήσης του επεξεργαστή

• Αξιολόγηση επίδοσης (performance evaluation)

Πως µπορούµε να προβλέψουµε την ταχύτητα;
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Ακρίβεια

• Θέλουµε «σωστές» απαντήσεις

• θεωρούµε ότι δεν υπάρχουν σφάλµατα λογικής στο

πρόγραµµα

� Συνήθως τα αποτελέσµατα περιέχουν “λάθη”!

�Σφάλµατα εισόδου

�Σφάλµατα διακριτοποίησης

�Σφάλµατα στρογγύλευσης

Πως µπορούµε να προβλέψουµε το σφάλµα;

Πανεπιστήµιο Πατρών

Προκλήσεις

• Βελτιωτικές αλλαγές σε υπολογισµούς πυρήνα

έχουν πολλαπλασιαστικό αποτέλεσµα.

• Η βελτιστοποίηση της ακρίβειας και της ταχύτητας

συνήθως είναι αντικρουόµενοι στόχοι

� Σχηµατικά

ΧΡΟΝΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ = Ο( 1/ΑΚΡΙΒΕΙΑ ) 

Τίθεται το θέµα αντιστάθµισης ωστε να επιτευχθεί

ικανοποιητικός συνδυασµός ταχύτητας και ακριβειας. 
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Έλεγχος ακρίβειας

• Τουλάχιστον

� να γνωρίζουµε την επίδραση των σφαλµάτων στα

αποτελέσµατα

� Να εξασφαλίζουµε αποδεκτό σφάλµα

� Να µπορούµε να ποσοτικοποιούµε το σφάλµα στο

υπολογισµένο αποτέλεσµα

• Τα εργαλεία κρίνονται από το αν µας ενηµερώνουν σχετικά µε

την ποιότητα των απαντήσεων

Πανεπιστήµιο Πατρών

Μοντέλα@ επιστήµη& τεχνολογία

• Model = πρότυπο
� … 6. Η τρισδιάστατη αναπαράσταση σε µικρογραφία ή
µεγέθυνση … [Λεξικό Μπαµπινιώτη]

� π.χ. Φυσικό οµοίωµα πλοίου, αεροπλάνου, …
� πραγµατικά φυσικά πρότυπα / τεχνουργήµατα που τα
συστατικά τους µέρη οι σχέσεις τους µεταξύ τους και η
λειτουργία εµφανίζει αξιοσηµείωτη αναλογία µε κάποιο
άλλο σύστηµα, ώστε παρατηρώντας το τεχνουργηµα, 
επιφέροντας σ' αυτό αλλαγές και βλέποντας τις συνεπειές
τους, να µπορεί κανείς να συναγάγει συµπεράσµατα για το
σύστηµα του οποίου το τεχνούργηµα αποτελεί πρότυπο. 
[Λεξ. Unesco]
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Μοντέλα@ επιστήµη& τεχνολογία

• Model

�πρότυπο

� The term “mathematical model” will be used for 
any complete and consistent set of mathematical 
equations which is thought to correspond to some 
other entity, its prototype… being derived from 
“modus” (a measure) the word “model” implies a 
change of scale in its representation … certain 
properties have been removed and simplifications 
made … [Rutherford Aris]

Πανεπιστήµιο Πατρών

πρόγραµµα

Φυσικό µοντέλο
Μαθηµατικό µοντέλο

προσέγγιση

διακριτοποίηση

αριθµητικοποίηση

αλγόριθµος

συστηµα
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πρόγραµµα

Φυσικό µοντέλο

Μαθηµατικό µοντέλοΜαθηµατικό µοντέλο

προσέγγισηπροσέγγιση

διακριτοποίησηδιακριτοποίηση

αριθµητικοποίησηαριθµητικοποίηση

αλγόριθµοςαλγόριθµος

Μαθηµατικές
απλοποιήσεις

Απλοποιήσεις
ειδικές για το
πρόβληµα

Απλοποιήσεις
ειδικές για το
πρόβληµα

διακριτοποίηση

στρογγύλευση

εκφρασιµότητα
µετασχηµατισµοί

µεταφραστή

Η/Υ

Πανεπιστήµιο Πατρών

Μαθηµατικά µοντέλα

∂C

∂t
+
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Πανεπιστήµιο Πατρών

Μοντέλα στον ΕΥ

• Στον ΕΥ πλοηγούµε αδιάκοπα µεταξύ διαφορετικών
µοντέλων

• Τα βασικά µοντέλα στο ΗΥ343 είναι τα

� υπολογιστικό µοντέλο

� αριθµητικό µοντέλο

� µοντέλο διακριτοποίησης

� χρησιµοποιούνται για να επιτρέπουν στο σχεδιαστή
και στο χρήστη να κάνει προβλέψεις σχετικές µε την
επίδοση των µεθόδων και την ακρίβεια των λύσεων
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Υπολογιστικό µοντέλο

• Ένα υπολογιστικό µοντέλο περιγράφει µιαν “ιδεατή µηχανή”
για την οποία µπορούµε να γράψουµε λογισµικό. 

� Turing machine

� Random Access Machine

� Random Access Stored Program (RASP)

Πανεπιστήµιο Πατρών

Υπολογιστικό µοντέλο

• Ένα υπολογιστικό µοντέλο περιγράφει µιαν “ιδεατή µηχανή” για την οποία

µπορούµε να γράψουµε λογισµικό.

• Η µηχανή κρύβει αρχιτεκτονικές λεπτοµέρειες και αλλαγές που οφείλονται σε

καθαρά τεχνολογικές εξελίξεις (π.χ. µικρότερο κύκλο)

• Η ιδεατή µηχανή πρέπει να είναι αρκετά συγκεκριµένη ώστε

να επιτρέπει την εξαγωγή συµπερασµάτων σχετικών µε την

επίδοση των προγραµµάτων που γράφονται γι' αυτήν.
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Εξελίξεις

• Υ> κύκλος ρολογιού

• Υ> RISC: µικρό CPI, Load/Store

• Υ> Superscalar: CPI<1

• Υ,Λ> pipelining

• Υ,Λ,Θ>παραλληλία

• Υ,Λ>NOW

• Υ,Λ>Internet και Grid

• Λ>Multithreading

• Υ>Multicore

• Υ>GPU

• Υ,Λ,Θ>Ιεραρχία µνήµης

• Υ,Λ>interleaving

• Λ,Υ,Θ>µεταφραστές

• Λ>γλώσσες

• Λ>λειτουργικά

• Λ>βιβλιοθήκες

• Λ>Περιβάλλοντα επίλυσης

προβληµάτων

• Θ,Λ>Νέοι αλγόριθµοι

Πανεπιστήµιο Πατρών

Χαρακτηριστικά RISC

• Reduced Instruction Set Computers:

�Μικρό clocks per cycle

� Χωρίς µικροκώδικα

�Μικρός αριθµός εντολών

� Ίδιου µήκους η κάθε µια

� Πρόσβαση στη µνήµη µόνο µε LOAD, STORE

� register files αναγκαία

�Έντονη χρήση pipelining

� Το υπολογιστικό µοντέλο που θα χρησιµοποιήσουµε

θα είναι αρχιτεκτονική LOAD/STORE
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Γλώσσες και Περιβάλλοντα Επίλυσης Προβληµάτων

• Fortran, C

• C,++, Java

• Άλλες? (imperative, functional, ...)

• Perl, Python, …. (scripting – σεναριογλώσσες!)

• MATLAB, SciLab

• Mathematica, Maple, Axiom

I don't know what the technical characteristics of the standard language for 
scientific and engineering computation in the year 2000 will be ... but I 

know it will be called Fortran

Αποδίδεται στον John Backus (τηςBNF)

I have not written a single statement in Fortran (or C) since 1988

Cleve Moler (ιδρυτής Mathworks)

Πανεπιστήµιο Πατρών

Υπολογισµός -επικοινωνία

• Μεγάλη διαφοροποίηση στην ταχύτητα

επεξεργασίας σε σχέση µε την ταχύτητα

επικοινωνίας επεξεργαστή/µνήµης

• ∆εδοµένο: Η ταχύτητας επεξεργασίας έχει

µεγαλώσει πολύ σε σχέση µε την ταχύτητα

µεταφορών από/προς τη µνήµη

• Πρόβληµα: Πώς µπορεί να µειωθεί η επιβάρυνση

του κόστους;

• Πρόταση: Τεχνικές απόκρυψης (κόστους) 
µεταφορών;
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Θέµατα ιεραρχίας µνήµης

• Interleaving (διαφύλλωση) των

memory banks

� Κύρια µνήµη οργανωµένη

σε τµήµατα

� Pipelined πρόσβαση

µεταξύ τµηµάτων

• Ιεραρχία µνήµης

� Η αποτελεσµατική

χρήση της ιεραρχίας

εξαρτάται από την

εγγενή χρονική και

χωρική τοπικότητα

του προγράµµατος

GBΜΒ, 
GB

ΚΒτυπικό

µέγεθος

Λ/Σ -
χρηστης

Λ/Συλικόµεταφρα

στής
διαχείριση

4133200800εύρος

MB/s

10610-502-50.5-1Πρόσβαση

(κύκλοι)

δίσκος, 
...

κύρια

µνήµη

κρυφή

µνήµη

καταχωρ

ητές
όνοµα

3, 421 (α, 
β)

0επίπεδο

Πανεπιστήµιο Πατρών

Χαρακτηριστικό στο υλικό της κρυφής µνήµης

• Φόρτωση σε cache lines: Όταν ζητηθεί ένα

στοιχείο από τη µνήµη δεν µεταφέρεται µόνον αυτό

αλλά το cache line που το περιέχει (32 – 128B

• Προφόρτωση δεδοµένων στην ταχύτερη µνήµη

πριν χρειαστούν

� Εκµετάλλευση µέσω υλικού ή/κ λογισµικού της

δυνατότητας ταυτόχρονης εκτέλεσης αριθµητικών

πράξεων µε το LOAD από τη µνήµη
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Είδη τοπικότητας

• Χρόνου

� Αν τώρα ζητηθεί το

στοιχείο από τη θέση s 
της µνήµης, σε λίγο θα

ζητηθεί πάλι το ίδιο

στοιχείο

• Χώρου

� Αν τώρα ζητηθεί το

στοιχείο από τη θέση s 
της µνήµης τώρα, σε
λίγο θα ζητηθούν και

στοιχεία που βρίσκονται

σε παραπλήσια θέση.

Είναι το στοιχείο που ζητάµε στη µνήµη όπου το αναζητάµε;

Ναι ⇒⇒⇒⇒ hit

Όχι ⇒⇒⇒⇒ miss(αστοχία)

Στόχος: να σχεδιάσουµε προγράµµατα που εκµεταλλεύονται την

ιεραρχία και µεγιστοποιούν τα hits στις ταχύτερες µνήµες

Σηµαντικό: Η πρόσβαση ανά cache lines εκµεταλλεύεται την χωρική

τοπικότητα και την προφόρτωση

Πανεπιστήµιο Πατρών

Μοντέλο RAM/RASP

• CPU + Mem

• κόστος εκτέλεσης

Τ = Ο(αριθµ. πράξεις
ακυ)

• «ικανοποιητικό» αν το βασικό

κόστος είναι η αριθµητική.

• … we combine LOAD and 
STORE into the arithmetic 
operations by replacing 
sequences such as LOAD a; 
ADD b;  STORE c by c <- a+b 
[Aho et al.’74]

S = a(n);

for I=n-1:-1:0

s = s. x + a(I);

end;

• κόστος Ω = 2n πράξεις α.κ.υ.

∆εν λαµβάνεται υπόψη η επικοινωνία

Λίγες φορές αυτό δεν αποτελεί

πρόβληµα

Συχνά όµως δίδονται λάθος εκτιµήσεις

υπάρχουν αλγόριθµοι για το ίδιο

πρόβληµα µε το ίδιο κόστος σε

αριθµητικές πράξεις που έχουν πολύ

διαφορετική επίδοση.

∆ΟΚΙΜΑΣΤΕ ΤΟΥΣ mulr.m και mulc.m

(ηµερολόγιο).

Χρειαζόµαστε µοντέλο που να επιτρέπει

σχεδιασµό που αναδεικνύει και διακρίνει τις

διαφορετικές επιδόσεις.
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Απλό µοντέλο

τµετ
(0)

τµετ

Πανεπιστήµιο Πατρών

Απλό µοντέλο

• Επεξεργαστής και αρχιτεκτονική Load/Store

• αρχείο καταχωρητών

• κρυφή µνήµη K θέσεων µε write back

• κύρια µνήµη M θέσεων

• κόστη: Load, Store, πράξεις α.κ.υ.

• Κάθε πράξη αριθµ.κ.υ. στοιχίζει ταρθ
• load από µνήµη στον επεξεργαστή σε χρόνο τµετ
• load από κρυφή µνήµη στον επεξεργαστή σε τµετ

(0)

• store από κρυφή µνήµη η επεξεργαστή σε τµετ
• τµετ

(0) ≈≈≈≈ 0

Όταν αναφερόµαστε στο «γνωστό µοντέλο» θα εννοούµε το
παραπάνω!
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Μετρητές για το απλό µοντέλο

• Ω: αριθµός πράξεων α.κ.υ.

• Φ: αριθµός µεταφορών µεταξύ κύριας µνήµης και

καταχωρητών ή κρυφής µνήµης

• Φmin: ελάχιστος αριθµός µεταφορών αν διαθέταµε

απεριόριστη µνήµη σε όλα τα επίπεδα

• Εκτίµηση και Μείωση του Ω

� αλλά πολλές φορές οι διαφορές είναι πολύ µικρές

� ή έχουµε νέο αλγόριθµο

� πολλές φορές το Ω είναι σταθερό!

• Εκτίµηση και Μείωση του Φ ���� κύριος στόχος

Πανεπιστήµιο Πατρών

Ανάλυση κόστους
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Κριτική υπολογιστικού µοντέλου

• Όλες οι πράξεις δεν έχουν ίδιο κόστος

«σχετικά flops»:

� +, -, * για 1 flop

� /, sqrt για 10-30 flops

� exp, sin για 50+ flops

� + integer δεν υπολογίζεται (< 1 flop)

• Το κόστος µεταφορών πολύπλοκο εξαρτάται από θέση των στοιχείων
� καταχωρητές 2 ns

� L1 on-chip 4 ns

� L2 on-chip 5 ns

� L3 off-chip 30 ns

� κύρια µνήµη 220 ns

� το κόστος φόρτωσης (LOAD) δεν είναι το ίδιο µε το κόστος εγγραφής (STORE)

• Επιτρέπεται επικάλυψη µεταφορών και πράξεων στον ίδιο κύκλο

• H διαχείριση δεδοµένων της cache γίνεται από το υλικό

• Τα στοιχεία µεταφέρονται ανά cache line

Πανεπιστήµιο Πατρών

Ιεραρχικό µοντέλο (ενός επιπέδου)

• CPU + Mem

• κόστος εκτέλεσης

Τ ≈≈≈≈ αριθµητικές πράξεις ακυ.και
πράξεις LOAD/STORE

LOAD a(0:n), x

s = a(n);

for I=n-1:-1:0

s = s. x + a(I);

end;

STORE s

• κόστος Φ= Φmin= n+3 L/S

• χρειάζεται O(n) cache
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Πανεπιστήµιο Πατρών

Ιεραρχικό µοντέλο (ενός επιπέδου)

• CPU + Mem

• κόστος εκτέλεσης

Τ = αριθµητικές πράξεις ακυ.και
πράξεις LOAD/STORE

LOAD a(n), x

s = a(n);

for I=n-1:-1:0

LOAD a(I)

s = s. x + a(I);

end;

STORE s

• κόστος Φ= n+3 L/S

• χρειάζεται O(1) cache

Πανεπιστήµιο Πατρών

Υλοποίηση για Φmin

• Αν τµετ
(0) ≠≠≠≠ 0 υποθέτουµε ότι διατίθεται όσος χώρος καταχωρητών

χρειάζεται.

• Αν τµετ
(0) = 0 υποθέτουµε ότι διατίθεται όσος χώρος κρυφής

µνήµης & καταχωρητών χρειάζεται.

• Το Φmin θα ήταν εφικτό αν µπορούσαµε να υλοποιήσουµε το

εξής:

Program PhiMin_file

% φόρτωση των δεδοµένων που αξιοποιούνται στον υπολογισµό

Load *** 

statement_1; statement_2; … statement_s

% ενδιάµεσα αποτελέσµατα διατηρούνται σε καταχωρητές

% εγγραφή των αποτελεσµάτων στη µνήµη

Store ***


