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EPISTHMONIKOS UPOLOGISMOS I
Exètash QeimerinoÔ exam nou k�tw apì ton kalokairinì  lio (4/7/07)

EPILEGMENES APANTHSEIS

1) 'Oloi oi bajmoÐ katatÐjentai sth GrammateÐa. 2) ParakaleÐste na kleÐ-
sete biblÐa, shmei¸seic kai kinht�. 3) Epiplèon thc kìllac prèpei na epistrè-
yete ta jèmata kaj¸c kai ìla ta prìqeira pou ja deÐqnoun thn prosp�jei�
sac, kaj¸c 4) gia pl rh bajmì prèpei na parousi�sete ìlo to sullogismì
sac, ìla ta b mata pou k�nete kaj¸c kai ta endi�mesa apotelèsmata. Na
diab�sete prosektik� tic ekfwn seic. 'Eqete 3 ¸rec. Oi algìrijmoi prèpei na perigr�fontai me
saf neia, p.q. ìpwc stic shmei¸seic   me MATLAB .

KALH EPITUQIA!!!

1. b. 30 = 5× 6

(aþ) Na exhg sete poi� aplopoÐhsh gÐnetai sto upologistikì montèlo pou qrhsimopoi same
sto m�jhma ìtan lème ìti o qrìnoc èktèleshc Ω arijmhtik¸n pr�xewn gia dedomèna pou
brÐskontai  dh stouc kataqwrhtèc (kai den mac endiafèrei o qrìnoc twn metafor¸n)
eÐnai Tarj = τarjΩ, ìpou τarj eÐnai o qrìnoc ektèleshc miac arijmhtik c pr�xhc.
Ap�nthsh. O qrìnoc ektèleshc ìlwn twn a.k.u. jewreÐtai ìti eÐnai Ðdioc en¸ eÐnai gnw-
stì, p.q. ìti o qrìnoc gia thn ektèlesh miac diaÐreshc mporeÐ na eÐnai polÔ megalÔteroc
apì to qrìno pou qrei�zetai h �jroish.

(bþ) O parak�tw k¸dikac ekteleÐtai se perib�llon MATLAB pou trèqei se PC sto upo-
logistikì tou tm matoc   sto forhtì sac. Ti apotèlesma prokÔptei sto y an arqiko-
poi sete x=realmin? Na dikaiolog sete pl rwc thn ap�nths  sac.

y=x/2; if (y==0), y=2*x, else y=y+1; end

Ap�nthsh. Ta parap�nw sust mata qrhsimopoioÔn a.k.u. dipl c akrÐbeiac IEEE kai
uposthrÐzei thn upokanonikopoÐhsh, epomènwc to y = x/2 ìtan x = realmin ja epi-
strèyei mh mhdenikì arijmì. Epomènwc, sth sunèqeia ja ektelesteÐ h epilog  y = y+1.
Epeid  ìmwc to y = realmin/2, pou eÐnai polÔ mikrìtero tou èyilon thc mhqan c, to
apotèlesma ja eÐnai y = 1.

(gþ) Na exhg sete me èna par�deigma giatÐ o parak�tw isqurismìc mporeÐ na eÐnai swstìc:
Up�rqoun mhtr¸a, èstw A ∈ Rn×n èna apì aut�, gia ta opoÐa h epÐlush tou grammikoÔ
sust matoc Ax = b na kostÐzei O(n) arijmhtikèc pr�xeic en¸ h epÐlush tou Bx = b,
ìpou B := An na stoiqÐzei O(n3) pr�xeic. Prosoq : JewroÔme ìti to B eÐnai gnwstì
(opìte den sunupologÐzoume to kìstoc tou upologismoÔ tou).
Ap�nthsh. An to A eÐnai tridiag¸nio, h lÔsh tou Ax = b kostÐzei Ω = O(n) en¸ to B
ja eÐnai puknì kai h lÔsh O(n3). JewroÔme bèbaia ìti ìtan qrhsimopoioÔme to B den
gnwrÐzoume ìti pro lje apì to An, giatÐ tìte ja mporoÔsame na lÔsoume diadoqik�
ta x(0) := b, Ax(j) = x(j−1), j = 1, ..., n kai x := x(n). Epeid  k�je lÔsh gÐnetai se
O(n), qrei�zontai O(n2) pr�xeic. KalÔtera akìma an qrhsimopoioÔsame LU tou A
(sthn eidik  aut  perÐptwsh mìnon gia beltÐwsh thc stajer�c).
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(dþ) GnwrÐzoume ìti h pÐsw mèjodoc Euler gia thn epÐlush thc DE du
dt = Au, ìpou A ∈

Rn×n kai u ∈ Rn, eÐnai eustaj c gia k�je epilog  b matoc ∆t, se antÐjesh me thn
emprìc mèjodo Euler. Na exhg sete giatÐ parìlh thn eust�jeia, den endeÐknutai na
qrhsimopoi soume polÔ meg�lo b ma.
Ap�nthsh. Sthn pÐsw Euler gia to parap�nw prìblhma den parousi�zetai ast�jeia
mia kai h fasmatik  aktÐna tou mhtr¸ou (I − hA)−1 ja eÐnai mikrìterh tou 1 gia
opoiad pote epilog  tou ∆t > 0. 'Omwc, to sf�lma diakritopoÐhshc gia to sq ma
eÐnai O(∆t) (to Ðdio kai sthn emprìc Euler), epomènwc, èna meg�lo b ma ja odhgoÔse
se an�loga meg�lo sf�lma diakripoÐhshc. Shmei¸noume pwc sthn emprìc Euler den
tÐjetai tètoio jèma giatÐ an l�boume meg�lo ∆t den ja prol�boume kan na doÔme meg�lo
sf�lma, h mèjodoc ja par�gei polÔ gr gora skoupÐdia lìgw ast�jeiac.

(eþ) 'Estw ìti gnwrÐzete ìti up�rqei di�nusma z 6= 0 tètoio ¸ste Az = 0. Na exhg sete
polÔ sÔntoma giatÐ tìte ja eÐnai polÔ dÔskolo na upologÐsete lÔsh tou sust matoc
Ax = b gia k�poio �llo b.
Ap�nthsh. AfoÔ up�rqei tètoio mh mhdenikì di�nusma, oi st lec tou A ja eÐnai gram-
mik� exarthmènec, epomènwc h t�xh tou mhtr¸ou ja eÐnai mikrìterh tou n kai epomènwc
to mhtr¸o den ja eÐnai antistrèyimo.

2. b. 30 = 6× 5

(aþ) Na exhg sete me suntomÐa ti eÐnai h pÐsw an�lush sf�lmatoc kai me poiìn trìpo mporeÐ
na bohj sei sthn ektÐmhsh tou emprìc sf�lmatoc upologism¸n se sust mata arijmh-
tik c kinht c upodiastol c.
Ap�nthsh. BiblÐo (en. 3.5)

(bþ) Na deÐxete ìti o algìrijmoc Horner gia ton upologismì thc tim c enìc poluwnÔmou
eÐnai pÐsw eustaj c.
UpenjÔmish: O algìrijmoc Horner upologÐzei thn tim  enìc poluwnÔmou p(x) :=∑n

j=0 αjx
j anadromik�. Gia par�deigma, sthn perÐptwsh tou n = 3, antistoiqeÐ ston

upologismì

((α3x + α2)x + α1)x + α0

Ap�nthsh. BiblÐo (en. 3.5)
(gþ) Na deÐxete me saf neia p¸c ja beltiwnìtan h pÐsw eust�jeia an h platfìrma sac eÐqe

entol  FMA.
Ap�nthsh. AkoloujeÐ �mesa apì th suz thsh sto biblÐo sqetik� me tic idiìthtec thc
FMA (èna sf�lma an� pr�xh tÔpou γ ← γ + αβ.

(dþ) 'Estw ìti gnwrÐzete ek twn protèrwn ìti oi suntelestèc tou poluwnÔmou eÐnai ìloi mh
arnhtikoÐ. Na exhg sete (an up rqe h epilog ) an ja  tan kalÔtera na upologÐsete
thn tim  tou gia arnhtik    gia jetik  tim  tou x.
Ap�nthsh. Gia jetikì diìti mei¸netai h pijanìthta katastrofik c apaloif c, dhl. to
apotèlesma na eÐnai polÔ mikrì en¸ oi prostijèmenoi par�gontec meg�loi se apìluth
tim , k�ti pou odhgeÐ se polÔ meg�lo sqetikì deÐkth kat�stashc.

(eþ) DÐdontai x ∈ Rn, y ∈ Rm, ìpou gnwrÐzoume ìti n > 1,m ≥ 1 all� den isqÔei
kat' an�gkh ìti m = n. Epiplèon, ìla ta stoiqeÐa twn x, y eÐnai arijmoÐ kinht c
upodiastol c. Na aitiolog sete pl rwc ton isqurismì ìti opoiosd pote algìrijmoc
upologismoÔ tou xy> den mporeÐ genik� na apodeiqteÐ ìti eÐnai pÐsw eustaj c.
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Ap�nthsh. H ap�nthsh sto biblÐo, en. 4.2.2 ('Enac algìrijmoc upologismoÔ exwteri-
koÔ ginomènou den mporeÐ na eÐnai pÐsw eustaj c giatÐ den up�rqoun arket� stoiqeÐa
sthn eÐsodo gia na rÐxoume ta sf�lmata kat� tic pr�xeic)

(�þ) Up�rqei perÐptwsh na mporèsoume na apodeÐxoume pÐsw eust�jeia gia genik� dedomèna
all� eidikèc timèc twn m,n (entìc twn parap�nw periorism¸n).
Ap�nthsh. An oi diast�seic to epitrèpoun, p.q. an m = 1 opìte eÐnai profanèc, mia kai
prìkeitai gia pollaplasiasmì dianÔsmatoc me bajmwtì kai genikìtera an mn ≤ m+n,
p.q. m = 2, n = 2.

3. b. 24 = 3× 8 'Estw ìti èqei qrhsimopoihjeÐ paragontopoÐhsh QR enìc mhtr¸ou A ∈ R4×3

kai ìti sto tèloc, ta stoiqeÐa tou A èqoun antikatastajeÐ me ta parak�tw:



8 1 6
1 5 7
1 2 2
1 2 2




a) 'Estw ìti b = [5,−15, 0, 30]>. Me b�sh mìnon aut� ta stoiqeÐa, na upologÐsete th lÔsh
tou argminx∈R3‖b−Ax‖2 gia to arqikì (kai �gnwsto proc to parìn) A. b) Na upologÐsete
to arqikì mhtr¸o A qwrÐc na upologÐsete �mesa to Q. g) Na upologÐsete to Q. Prosoq :
Gia pl rh bajmì ja prèpei na lÔsete to (a) ìpwc zht�tai apì thn ekf¸nhsh, dhl. qwrÐc na
qrhsimopoi sete to apotèlesma tou (b). OmoÐwc, to (b) prèpei na lujeÐ prin to (g).
Ap�nthsh. Prosèxte ìti h di�stash  tan A ∈ R4×3, epomènwc qrei�sthkan 3 anaklastèc gia
na �nw trigwniopoi soun to mhtr¸o. Stic jèseic tou A epistrèfontai, sto men �nw trigwnikì
mèroc to �nw trigwnikì tm ma tou (�nw trigwnikoÔ) R ∈ R4×3, en¸ sto k�tw trigwnikì
up�rqei h plhroforÐa gia thn anasÔnjesh twn dianusm�twn Householder. Eidikìtera:

u1 = [1, 1, 1, 1]>, u2 = [0, 1, 2, 2]>, u3 = [0, 0, 1, 2]

en¸ oi anaklastèc ja eÐnai thc morf c Hj = I−2
uju>j
u>j uj

pou eÐnai orjog¸nioi kai summetrikoÐ
(sth sunèqeia, autèc oi idiìthtec qrhsimopoioÔntai qwrÐc na anaferìmaste eidik�). Tìte
epeid  h eukleÐdeia nìrma diathreÐtai met� apì orjog¸niouc metasqhmatismoÔc, ìpwc oi
anaklastèc Hj , isqÔei ìti

‖b−Ax‖ = ‖H3H2H1b−Rx‖.
Prosèxte t¸ra ìti gia touc upologismoÔc twn H3H2H1b mporoÔme na axiopoi soume thn
eidik  morf  twn Hj , kaj¸c gia opoiod pote di�nusma, èstw g, Hjg = g − 2

u>j uj
uj(u>j g).

Akolouj¸ntac aut  th mèjodo (ètsi den kataskeu�zoume to A kai to Q, all� oÔte ta Hj

kai ìloi oi upologismoÐ gÐnontai me prìsbash sta uj), ta b mata ed¸ eÐnai ta akìlouja:

b̂ := H3(H2(H1b)) = [−5,−215/9,−202/9,−64/9]>

Qrhsimopoi¸ntac pÐsw antikat�stash, lÔnoume to Rx = b̂. Prosèxte ìti h teleutaÐa
gramm  tou R eÐnai ìlo 0, kai to telikì sf�lma ja eÐnai o teleutaÐoc ìroc tou b̂, dhl.
minx∈R3 ‖b̂ − Rx‖ = 64/9. 'Oso gia to bèltisto x ja eÐnai h akrib c lÔsh tou �nw trigw-
nikoÔ (tetragwnikoÔ) R1:3,1:3x = b̂1:3, pou eÐnai x = [257/40, 164/15,−101/9]>.
Gia ton upologismì tou A qrhsimopoioÔme p�li tic idiìthtec twn Hj an� st lh tou R, dhl.
to ìti

A:,j = H1(H2(H3R:,j)) = H1(H2(R:,j − 2
u>1 u1

u>1 R:,j)), j = 1, 2, 3
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k.o.k. opìte

A =




4 7/9 283/90
−4 11/4 83/30
−4 −22/9 −397/90
−4 −22/9 −649/90


 .

Tèloc upologÐzoume an� st lh kai p�li

Q:,j = H1(H2(H3(:, j)))

qrhsimopoi¸ntac to ìti

H3(:, j) = ej − 2
u>3 u3

u3u3,j = ej − 2
5
u3u3,j

kai èqoume

Q =




1/2 1/18 −11/90 −77/90
−1/2 5/6 −1/30 −7/30
−1/2 −7/18 59/90 −37/90
−1/2 −7/18 −67/90 −19/90


 .

PROSOQH: Sta parap�nw h seir� me thn opoÐa gÐnontai oi pr�xeic èqei shmasÐa kai bohj�
sthn taqÔterh epÐlush. Prosèxte epÐshc ìti h ekf¸nhsh den zht� poujen� ton �meso
upologismì twn Hj .

4. b. 24 = 3× 8 'Estw ìti èqei qrhsimopoihjeÐ paragontopoÐhsh QR enìc mhtr¸ou A ∈ R4×3

kai ìti sto tèloc, ta stoiqeÐa tou A èqoun antikatastajeÐ me ta parak�tw:



5 −15 5
−2 15 0

2 2 15
−1 −1 −3




a) 'Estw ìti b = [5,−15, 0, 30]>. Me b�sh mìnon aut� ta stoiqeÐa, na upologÐsete th lÔsh
tou argminx∈R3‖b−Ax‖2 gia to arqikì (kai �gnwsto proc to parìn) A. b) Na upologÐsete
to arqikì mhtr¸o A qwrÐc na upologÐsete �mesa to Q. g) Na upologÐsete to Q. Prosoq :
Gia pl rh bajmì ja prèpei na lÔsete to (a) ìpwc zht�tai apì thn ekf¸nhsh, dhl. qwrÐc na
qrhsimopoi sete to apotèlesma tou (b). OmoÐwc, to (b) prèpei na lujeÐ prin to (g).

Ap�nthsh. Prosèxte ìti h di�stash  tan A ∈ R4×3, epomènwc qrei�sthkan 3 anaklastèc gia
na �nw trigwniopoi soun to mhtr¸o. Stic jèseic tou A epistrèfontai, sto men �nw trigwnikì
mèroc to �nw trigwnikì tm ma tou (�nw trigwnikoÔ) R ∈ R4×3, en¸ sto k�tw trigwnikì
up�rqei h plhroforÐa gia thn anasÔnjesh twn dianusm�twn Householder. Eidikìtera:

u1 = [1,−2, 2,−1]>, u2 = [0, 1, 2,−2]>, u3 = [0, 0, 1,−3]

en¸ oi anaklastèc ja eÐnai thc morf c Hj = I−2
uju>j
u>j uj

pou eÐnai orjog¸nioi kai summetrikoÐ
(sth sunèqeia, autèc oi idiìthtec qrhsimopoioÔntai qwrÐc na anaferìmaste eidik�). Tìte
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epeid  h eukleÐdeia nìrma diathreÐtai met� apì orjog¸niouc metasqhmatismoÔc, ìpwc oi
anaklastèc Hj , isqÔei ìti

‖b−Ax‖ = ‖H3H2H1b−Rx‖.

Prosèxte t¸ra ìti gia touc upologismoÔc twn H3H2H1b mporoÔme na axiopoi soume thn
eidik  morf  twn Hj , kaj¸c gia opoiod pote di�nusma, èstw g, Hjg = g − 2

u>j uj
uj(u>j g).

Akolouj¸ntac aut  th mèjodo (ètsi den kataskeu�zoume to A kai to Q, all� oÔte ta Hj

kai ìloi oi upologismoÐ gÐnontai me prìsbash sta uj), ta b mata ed¸ eÐnai ta akìlouja:

b̂ := H3(H2(H1b)) = [4, 3, 33, 6]>

Qrhsimopoi¸ntac pÐsw antikat�stash, lÔnoume to Rx = b̂. Prosèxte ìti h teleutaÐa gramm 
tou R eÐnai ìlo 0, kai to telikì sf�lma ja eÐnai o teleutaÐoc ìroc tou b̂, dhl. minx∈R3 ‖b̂−
Rx‖ = 6. 'Oso gia to bèltisto x ja eÐnai h akrib c lÔsh tou �nw trigwnikoÔ (tetragwnikoÔ)
R1:3,1:3x = b̂1:3, pou eÐnai x = [−4/5, 1/5, 11/5]>.

Gia ton upologismì tou A qrhsimopoioÔme p�li tic idiìthtec twn Hj an� st lh tou R, dhl.
to ìti

A:,j = H1(H2(H3R:,j)) = H1(H2(R:,j − 2
u>1 u1

u>1 R:,j)), j = 1, 2, 3

k.o.k. opìte

A =




4 −3 4
2 −14 −3

−2 14 0
1 −7 15


 .

Tèloc upologÐzoume an� st lh kai p�li

Q:,j = H1(H2(H3(:, j)))

kai èqoume

Q =




4/5 3/5 0 0
2/5 −8/15 −1/3 −2/3

−2/5 8/15 2/15 −11/15
1/5 −4/15 14/15 −2/15


 .

PROSOQH: Sta parap�nw h seir� me thn opoÐa gÐnontai oi pr�xeic èqei shmasÐa kai bohj�
sthn taqÔterh epÐlush. Prosèxte epÐshc ìti h ekf¸nhsh den zht� poujen� ton �meso
upologismì twn Hj .

5. b. 16

Endiafèrei h epÐlush thc SDE (sunoriakì prìblhma 2 shmeÐwn) me thn ex c morf 

− d2

dx2
u(x) + 2

d

dx
u(x) + x2u(x) = x

sto di�sthma x ∈ [1, 2]. GnwrÐzoume ìti u(1) = 0, u(2) = 1. Na diakritopoi sete me pepera-
smènec kentrismènec diaforèc qrhsimopoi¸ntac n = 4 eswterik� kai isapèqonta shmeÐa sto
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parapanw di�sthma kai na gr�yete to sÔsthma twn exis¸sewn pou prokÔptei, dhl. AU = F .
H ap�nths  sac prèpei na perièqei thn telik  morf  gia ta stoiqeÐa twn A, F , (arijmoÔc kai
ìqi metablhtèc!).
Ap�nthsh. To plègma ja perièqei ta eswterik� shmeÐa {xj = 1 + jh|j = 1, ..., 4} ìpou
h = (2− 1)/(4 + 1) = 1/5 AntikajistoÔme tic proseggÐseic

− d2

dx2
u(x) ≈ −Ui−1 + 2Ui − Ui+1

h2
,

d

dx
u(x) ≈ Ui+1 − Ui−1

2h
,

opìte lamb�noume tic parak�tw exis¸seic

−(
1
h

+
1
h2

)Ui−1 + (
2
h2

+ (1 + ih)2)Ui + (
1
h
− 1

h2
)Ui+1 = 1 + ih

gia i = 1, ..., 4. Prosèxte ìti eÐnai protimìtero (gia dik  sac eukolÐa stic pr�xeic, ìqi q�rin
orjìthtac) na af sete to 1/h2 ston paronomast , kaj¸c 1/h2 = 25.
Apì tic sunoriakèc sunj kec U0 = u0 = 0, U5 = u(1) = 1, ja èqoume gia tic akraÐec
exis¸seic ìti

1286
25

U1 − 20U2 = x1 + 30U0 =
6
5

kai

−30U3 +
1331
25

U4 = x4 + 20U5 =
109
5

.

Entèlei ta zhtoÔmena stoiqeÐa eÐnai ta akìlouja:

A =




1286
25 −20 0 0
−30 1299

25 −20 0
0 −30 1314

25 −20
0 0 −30 1331

25


 , F =




6
5
7
5
8
5

109
5




6. b. 16

Endiafèrei h epÐlush thc SDE (sunoriakì prìblhma 2 shmeÐwn) me thn ex c morf 

−x2 d2

dx2
u(x) + 2x

d

dx
u(x) + u(x) = x

sto di�sthma x ∈ [1, 2]. GnwrÐzoume ìti u(1) = 0, u(2) = 1. Na diakritopoi sete me pepera-
smènec kentrismènec diaforèc qrhsimopoi¸ntac n = 4 eswterik� kai isapèqonta shmeÐa sto
parapanw di�sthma kai na gr�yete to sÔsthma twn exis¸sewn pou prokÔptei, dhl. AU = F .
H ap�nths  sac prèpei na perièqei thn telik  morf  gia ta stoiqeÐa twn A, F , (arijmoÔc kai
ìqi metablhtèc!).
Ap�nthsh. To plègma ja perièqei ta eswterik� shmeÐa {xj = 1 + jh|j = 1, ..., 4} ìpou
h = (2− 1)/(4 + 1) = 1/5 AntikajistoÔme tic proseggÐseic

− d2

dx2
u(x) ≈ −Ui−1 + 2Ui − Ui+1

h2
,

d

dx
u(x) ≈ Ui+1 − Ui−1

2h
,

opìte prokÔptoun oi parak�tw exis¸seic

−(
xi

h
+

x2
i

h2
)Ui−1 + (

2x2
i

h2
+ 1)Ui + (

xi

h
− x2

i

h2
)Ui+1 = xi
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gia i = 1, ..., 4. Prosèxte ìti eÐnai protimìtero (gia dik  sac eukolÐa stic pr�xeic, ìqi q�rin
orjìthtac) na af sete to 1/h2 ston paronomast , kaj¸c 1/h2 = 25.

Apì tic sunoriakèc sunj kec U0 = u0 = 0, U5 = u(1) = 1, gia tic akraÐec exis¸seic ja
èqoume ìti

73U1 − 30U2 = 6/5 + 42U0 = 6/5

kai

−90U3 + 163U4 = 9/5 + 72U5 = 9/5 + 72 = 369/5.

Entèlei ta zhtoÔmena stoiqeÐa eÐnai ta akìlouja:

A =




73 −30 0 0
−56 99 −42 0

0 −72 129 −56
0 0 −90 163


 , F =




6
5
7
5
8
5

369
5



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