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�*��� ����/	� *(�� �� �� ����'!���� ��
 )� �*+��� �� +�"��������&���� ���)�"���� �����"� ���*/���� ��

����+�*� ���$(�
 !*%� ����!!�%�'�� -� ��� *(��.  �� �� �#��7�!����* �� ,"��&���� �"� ��	�"�"� +����,����

�� ��$/!"�� -$+� � �!%$��)���. �� '+�� ����$ (�*��" ��������"�

8 ����$ � 2�)���  ������ �� ���#��� �"� ���"%��*�� BLAS-2 '+�
� ��!& ��%�!&���" �����$�"�� ��$ ���

���#��� ��� 
�$!����� ���"%���	�

�+*)���� 2�6��� �" ��%�!&���" �����$�"�� -µmin = O(1/n) %�� ��$/!"�� �� �
�*��+" (������" n. �"�
'+�
� �� ���#��� BLAS-3 -��!!��!������$� �"��	��� �����	���� ��#"� k >> 1� !&�" ���%����	� �
��"9
����� �� ��!!� (�#�� �'!".

: ����$ � 2�)���  ������ �� ��� ����'!� IEEE ����%%
!�&��
�� '��� ���)�$ x ∈ R ���� ��� �!"��'�����

���)�$ ���"��� 
��(�����!�� ��� µ �*��� " ����(� ����%%&!�
�"�� ��+&�� $�� fl(x) = x(1+ δ) $��
 δ≤ µ

�+*)���� 2�6��� �� ����$ �*��� fl(x) = x(1+ δ) $��
 |δ| ≤ µ� ��(�!!�� �� δ )� �����&�� �� �*��� ����

��!& ��%�!� �� ��$!
�" ����

; ���7'���� �
������� 8 (��7������� ���+�������� ��
 )� �����&��� �� +�"�������")�&� ��$ �" Mathworks
%�� �� (�����!�%���
� �"� �7�*���" �"� �
����"�"� flops ��$ ��$�7���� ��(�+'� MATLAB.
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 +����,���� %�� �"� ���'!��" ���� ���#"�
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 +�$��
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 �!�)�
� ��� ���#��� ���/��&��� �� �
��!��$ +�$�� ���'!��"� - �	�" ��


(�(������� �*��� $�� " ��$7��" �7�*���"� �"� ����!�� (�� ���� ��)� ��� $�� ���+�������� ��� �� ��������

�����&� �� �������7)�&�.
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B ���� $�� +�"��������&�� ���)�"���� IEEE ��� $�� ��" ����/!"�� realmin '+�
�� ���)"��&��� ��� �!�+����
�����������"�'�� ���)�$ ���"��� 
��(�����!�� �� �#"%����� �� � �������� �	(���� ������'7�� 4 � @ ��"

����/!"�� boole -'�� �$��� �*��� ����$.

temp2 = realmin/2; temp = 2*temp2; boole = (temp == realmin);



�+*)���� 0�����'7�� 4� � ��	�" (��*���" '+�� �� ����'!���� ��� ��	�� -��%�!&����. 
�������������9

"�'�� ���)�$ -�
%������'�� ��� 0.100000× 2emin � $��
 emin �*��� � �!�+����� ��)'�"�. ��� � ��$�����

(��!������$� �����7'��� ��� realmin

C �� ������ ��$%������ 
���+�
� �� ����!'�� s=0; for j = 1:4, s = s+ x(j)*x(j); end; D� x ����'+��
����!������� �����&� ���)��&� ���"��� 
��(�����!�� -$+� ��(���&� ���)��&�. �� 
��!�%*���� ��!$ ���

7��%�� %�� �� ����$� �+����$ �7�!�� ��� ��!��$ ����'!���� ��� �������� ����!	� 
�$ ��� $�� $�� "


!���*"�" +�"��������* ����!'� FMA ��� $�� (�� ("���
�%�*��� 
��+�*!��" � 
���+�*!��" 0*��� �!�&)���� ��
+�"������������ $����� ��$�� ���!
�"� ��
 �7�!����� ���������

�+*)���� 6'��
�� s = ∑4
j=1 x( j)2 ��� u �" ����(� ����%%&!�
�"� -�� ���"%�&���" ��	�"�" �
�/�!*��"��

�� µ. 6� '+�
�� �"� �#�� ����� 
��!�%���	� �� ��


ŝ = fl(fl(fl(fl(0+ x(1)∗ x(1))+ x(2)∗ x(2))+ x(3)∗ x(3))+ x(4)∗ x(4))

��
 �� �" +���" �"� FMA %�� ��)� 
��!�%���$ -+�"�������	���� �� ����+�*� ���$(�
 �� ��'+���� s,x(j) )�
'+�
���

ŝ = (((x(1)2(1+ δ1)+ x(2)2)(1+ δ2)+ x(3)2)(1+ δ3)+ x(4)2)(1+ δ4)
= x(1)2(1+ θ4)+ x(2)2(1+ θ3)+ x(3)2(1+ θ2)+ x(4)2(1+ δ4)

����'��� �� �+����$ ����$� �7�!�� 7�������� �� �#���

|ŝ− s|
|s| =

|x(1)2θ4 + x(2)2θ3 + x(3)2θ2 + x(4)2δ4|
|s|

≤ |x(1)2||θ4|+ |x(2)2||θ3|+ |x(3)2||θ2|+ |x(4)2||δ4|
|s|

≤ γ4
|x(1)2|+ |x(2)2|+ |x(3)2|+ |x(4)2|

|s|

�!!� !$%� �"� )����$�"��� ��� $��� |x( j)2| �� �)������ ���� ���)�"�� �*��� ��*�"� s� ����'��� �� ����$�
�7�!�� 7�������� ��$ �� γ4 := 4u

1−4u 

E �� �#"%����� �� ��7����� �	� �����*�� �� �#���������� �� ����+�*� ��
 x ���� �"� ���'!��" ��
 ����9

���� ���%��������� ��(�+��'��� ����)'������ ����!'�� ����!'� 	��� �� ���	���� ��$�� �������� ��

������$���� ����$� �7�!�� ���� �������� 
��!�%���$

�+*)���� 0���(� ��)� ����'��
� $��� ��
 �)��*������ s �*��� �" ���"���$�� �*��� ������$���� �� ��
�

�)��*��
�� �7�& ��#�������
�� �� ����+�*� ��
 x ���5 �&#�
�� ��$!
�" ���� ���* �"� (�)�*�"� (����#"�
F"!�(�� �� |x( j)| < |x(k)| %�� j �= k� �$�� ��"� �)����" �� ���"%")�* " ��$�)��" ��
 x( j)2 ��$ �� x(k)2

��� ���"%�&���� 7��%�� �*(��� $��

|ŝ− s|
|s| ≤ |x(1)2||θ4|+ |x(2)2||θ3|+ |x(3)2||θ2|+ |x(4)2||δ4|

|s|

����'���� �� �����#�������
�� 	��� �� ��+&�� $�� |x(1)2| ≤ |x(2)2| ≤ |x(3)2| ≤ |x(4)2| �� �'%���� �7�!��
)� �*��� ����$���� ��$ �� �'%���� �7�!�� �"� �)����"� +��*� ��#��$�"�"

G ���� " ���#" Δ = Δ+x�(xy�)p� $��
 x,y∈R
n� p )����$� ��'����� ��� Δ ��+������"�'��� �*����� -�����*��

�� �
��������� �� �'%�)$� ��
 ��$ �� �
�7��,$����. �� ����%��?��� �!%$��)�� /�����'�� ����!�������

�� ���#��� �&��
 BLAS-1 %�� ��� 
��!�%���$ ��
 Δ  �� �
��!*�� �����*�� �� ��7������ ��� ���#��� �'��
��� %����	� ����!	� MATLAB �!!� %�� �"� ��)� ��� )� ��'��� �� ���7'���� �� ���� ���#" BLAS-1 ����9
����+�* � �����"�� ��� ��'��� �� �!�+��������* �� �!�)�� ��� ���#��� ���)�"����� ���"��� 
��(�����!��

 �� �� ����$ �
�$� �*��� �!�&)���� �� +�"������������ ��� �(�$�"��� �"� %�������� �!%�/���

�+*)���� ��$ ��� (��������� ��� (�(��'���� '����� $�� �� Δ )� �*��� (���
��� %������ ��%')�
� n� ��
���%������ ����+�*� 2$%� �"� ���������������� �(�$�"���� � �������� 
��!�%���$� �����* �� #���%��7��*
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��

Δ = Δ + x�x(y�x)p−1y�

����'��� � �!%$��)��� �����* �� ����!����* �� �#�� -%��7����� %�� (��
�$!
��" �"� ��$���"� ��	�"�"�

��� �� �$���� �� ��
.�

temp11← x�x �� DOT Ω1 = 2n−1
temp2← y�x �� DOT Ω2 = 2n−1
temp1← temp1× (temp2)p−1 ��!'� ���#��� /�)���	� Ω3 = 2
Δ← Δ + temp1y� �� AXPY Ω4 = 2n

4@ �� �
�'+��� ��
 ���"%�&����
 ����������� �
�/�!*,�
��� �� �
��)��� �� µmin = Φmin/Ω� $��
 Ω �*��� �

���)�$� ���#��� ��
 ��� Φmin � �!�+����� ���)�$� ����7��	� ����#& �"� �&���� ����"� ��� �"� ��
7��

����"� ��� ��� ����+��"�	� �� 
��!�%*���� �� µmin �� �
����"�" ��� p,n

�+*)���� 6� '+�
�� �� /��" ��� �������� �*���� %�� �� ����'��
� Ω $�� Ω = ∑4
j=1 Ω j = 6n 0�*�"� )�

'+�
�� Φmin = 4n+1 ��$�� µmin = 4n+1
6n = 2

3 +O( 1
n).

:


