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EPISTHMONIKOS UPOLOGISMOS I Septèmbrioc 2005

KALH EPITUQIA!!! Diab�ste prosektik� tic ekfwn seic (2 selÐdec). Gia pl rh axiolìghsh tou
graptoÔ sac prèpei na parousi�sete ìlo sac ton sullogismì kai ìla ta endi�mesa apotelèsmata. àqete 3
¸rec. Oi algìrijmoi na perigr�fontai me saf neia, p.q. ìpwc stic shmei¸seic   me MATLAB. E�n kat� th
perigraf  enìc algorÐjmou apaithjeÐ h di�spash Cholesky, mporeÐte na qrhsimopoi sete kateujeÐan thn
entol  thc MATLAB, R = chol(A) ìpou R eÐnai �nw trigwnikì mhtr¸o tètoio ¸ste R∗ ·R= A.

I. (20 b.)

1. Na perigr�yete me suntomÐa ta trÐa basik� krit ria axiolìghshc ston Episthmonikì Upologismì.

2. Sthn prosp�jeia na metrhjeÐ h epÐdosh miac sun�rthshc flat grammènhc se MATLAB , ektelè-
sthkan oi parak�tw entolèc se perib�llon MATLAB :

tic; [x,ops]=flat; val=ops/toc/1e6; end;

ìpou x eÐnai k�poio apotèlesma pou upologÐzei h flat kai ops eÐnai to pl joc pr�xewn a.k.u. thc
flat . Na exhg sete ti metr� to val .

3. Na anafèrete èna lìgo gia ton opoÐo ja mporoÔse na epistrafeÐ h tim  Inf sto val ìtan ekteleÐtai
to parap�nw se ènan taqÔ H/U (p.q. èna sÔgqrono Pentium).

4. Na exhg sete p¸c ja mporoÔsate na metr sete to val me pio axiìpisto trìpo (qwrÐc na all�xete
to perieqìmeno thc flat ).

Ap�nthsh. 1) H valmetr� to pl joc twn pr�xewn a.k.u. an� mon�da qrìnou kai epeid  diairoÔme me to
1e6, èqoume ta ekatommÔria pr�xewn a.k.u. an� deuterìlepto, pou shmaÐnei ta Mflops tou algorÐjmou.

2) Epeid  to pragmatikì di�sthma pou mesolabeÐ metaxÔ thc kl shc tou tic kai tou toc mporeÐ na
eÐnai mikrìtero thc diakritìthtac tou sust matoc a.k.u. kai na epistrèfetai toc=0   ènac arijmìc tìso
mikrìc pou na up�rqei uperqeÐlish sth diaÐresh.

3) Gia na apofÔgoume to parap�nw prìblhma kai na metr soume axiìpista ta Mflops, mporoÔme na
emfwleÔsoume ton flat se brìqo, me kat�llhla epilegmèno s, wc ex c:

tic; for j=1:s, [x,ops]=flat; end; val=s*ops/toc/1e6; end;

II. (20 b.)

1. Poia eÐnai h {sunj kh akriboÔc stroggÔleushc}?

2. Na deÐxete ìti o algìrijmoc pollaplasiasmoÔ duo �nw trigwnik¸n mhtr¸wn A,B ∈ R2×2 eÐnai
pÐsw eustaj c. MporeÐte na jewr sete ìti ta stoiqeÐa twn A,B eÐnai a.k.u.

3. àstw ìti upologÐzete me a.k.u thn tim  miac (�gnwsthc) posìthtac x sto montèlo a.k.u. kai
diapist¸nete ìti eÐnai x̃. àstw epÐshc ìti eÐnai gnwstì ìti |x− x̃|/|x̃| ≤ δ gia k�poio mikrì δ < 1.
Me b�sh ta parap�nw, na breÐte, wc sun�rthsh tou δ, èna kalì �nw fr�gma gia to sqetikì
sf�lma |x− x̃|/|x|.

III. (20 b.)



1. Na breÐte akrib¸c èna mhtr¸o met�jeshc P gia to opoÐo isqÔei ìti to mhtr¸o B := PA, gia opoio-
d pote mhtr¸o A∈Rn×n, èqei gia stoiqeÐa ta βi j = αn+1−i, j , ìpou, wc sun jwc, αi, j sumbolÐzei to
stoiqeÐo sth jèsh (i, j) tou A. Tìte, an to mhtr¸o L eÐnai �nw trigwnikì, poia ja eÐnai h dom  tou
mhtr¸ou C := PLP?

2. Me b�sh ta parap�nw, na upodeÐxete ènan trìpo gia ton upologismì thc paragontopoÐhshc enìc
mhtr¸ou A wc A = UL, ìpou U,L antÐstoiqa eÐnai �nw kai k�tw trigwnik� kai to U èqei mon�dec
sth diag¸nio. MporeÐte na upojèsete ìti den apaiteÐtai od ghsh.

3. Na qrhsimopoi sete thn parap�nw idèa (p�nta qwrÐc od ghsh) gia na lÔsete to grammikì sÔsthma
Ax = e1, ìpou e1 eÐnai to di�nusma [1,0,0]> kai A = [10,−1,−1;−1,8,−1;−1,−1,5] ¸ste na
exoikonom sete perÐpou n2 pr�xeic kat� th lÔsh se sqèsh me thn klasik  LU (prèpei na deÐxete
pou ofeÐletai aut  h exoikonìmish), ìpou bèbaia sthn perÐptws  mac n = 3.

Ap�nthsh. 1) To mhtr¸o P eÐnai to antidiag¸nio mhtr¸o pou, se MATLAB , orÐzetai wc P =
I(n:-1:1,:) kaj¸c o pollaplasiasmìc PA èqei wc apotèlesma thn antallag  twn gramm¸n i kai
n+1-j. Epomènwc, gia �nw trigwnikì mhtr¸o L, to mhtr¸o PLP ja èqei k�tw trigwnik  morf .

2) To mhtr¸o Â;= PAP to opoÐo ja èqei wc stoiqeÐa ta α̂i j = αn+1−i,n+1− j . ämwc isqÔei epÐshc ìti
P2 = I . Epomènwc, an qrhsimopoi soume LU sto Â, ja èqoume PAP= L̂Û . epomènwc A = PL̂PPÛP kai
me b�sh th dr�sh tou P, to U := PL̂P eÐnai �nw trigwnikì me 1 sth diag¸nio kai to L := PL̂P eÐnai �nw
trigwnikì. Epomènwc o upologismìc mporeÐ na gÐnei wc ex c (p.q. se MATLAB ):

[tL,tU] = lu(P*A*P); U = P*tL*P; L = P*tU*P;

3) Me b�sh ta parap�nw, ja qrhsimopoi soume LU epÐ tou PAP= [5,−1,−1;−1,8,−1;−1,−1,10].
Sto pr¸to b ma:

L1 =




1 0 0
1/5 1 0
1/5 0 1


 ,L1A =




5 −1 −1

0 39
5 −6/5

0 −6/5 49
5


 ,

L2 =




1 0 0

0 1 0

0 2/13 1


 ,L2(L1A) =




5 −1 −1

0 39
5 −6/5

0 0 125
13




EpÐshc

L−1
1 =




1 0 0
−1/5 1 0
−1/5 0 1


 ,L−1

2 =




1 0 0

0 1 0

0 −2/13 1




A =




1 0 0

1/5 1 0

1/5 −2/13 1







5 −1 −1

0 39
5 −6/5

0 0 125
13
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äpwc eÐdame prin, A = UL ìpou

U :=




1 −2/13 −1/5

0 1 −1/5

0 0 1


 ,L :=




125
13 0 0

−6/5 39
5 0

−1 −1 5


 .

Epomènwc, lÔnoume wc ex c:

Ax= e1 →U(Lx) = e1

all�, met� ton upologismì twn paragìntwn U,L (me to sunhjismèno kìstoc thc LU kaj¸c ìla ta
stoiqeÐa eÐnai diajèsima apì thn paragontopoÐhsh LU tou PAP), to b ma epÐlushc tou Uy = e1 gÐnetai
qwrÐc pr�xeic, kaj¸c �mesa lamb�noume ìti y = e1. Autì, upì kanonikèc sunj kec, ja qreiazìtan th
lÔsh enìc �nw trigwnikoÔ sust matoc, pou ja stoÐqize n2 pr�xeic. To epìmeno b ma apaiteÐ th lÔsh tou
k�tw trigwnikoÔ sust matoc Lx = y = e1 me to sunhjismèno kìstoc O(n2) se pr�xeic. Gia ta parap�nw
dedomèna, h ap�nthsh ja eÐnai

x = L−1e1 = [
13
125

,
2

125
,

3
125

, ]>.

V. (20 b.)

1. Na perigr�yete sunoptik� th mèjodo kanonik¸n exis¸sewn gia thn epÐlush tou probl matoc ela-
qÐstwn tetrag¸nwn minx∈Rn ‖Ax−b‖2, ìpou A∈Rm×n, b∈Rm kai m≥ n. MporeÐte na jewr sete
ìti oi st lec tou A eÐnai grammik� anex�rthtec.
Ap�nthsh. (BiblÐo) 1) Pollaplasi�zete ta duo mèlh thc exÐswshc Ax= b me A>: A>Ax= A>b. 2)
ParagontopoieÐte me Choleskyto A>A = LL> ìpou L ∈ Rn×n. Autì gÐnetai lìgw thc grammik c
annexarthsÐac twn sthl¸n tou A giatÐ tìte to A eÐnai summetrikì jetik� orismèno. 3) EpilÔete ta
trigwnik� sust mata: Ly = (A>b) wc proc y kai to Lx = y wc proc x.

2. Na metr sete to kìstoc thc mejìdou se pr�xeic a.k.u. wc sun�rthsh twn m kai n (mìnon oi
kurÐarqoi ìroi thc poluplokìthtac na upologistoÔn akrib¸c, gia touc upìloipouc arkeÐ na qrh-
simopoi sete t�xh megèjouc).
Ap�nthsh. (BiblÐo) B ma (1): n2/2(2m− 1). B ma (2): n3/3. B ma (3): 2n2. Sunolik�: mn2 +
n3/3+O(n2).

3. Qrhsimopoi¸ntac èna par�deigma me sugkekrimèno A na deÐxete ìti h mèjodoc mporeÐ na d¸sei mh
ikanopoihtik� arijmhtik� apotelèsmata.
Ap�nthsh. (BiblÐo) DeÐte gia par�deigma to mhtr¸o A = [1+ δ,1;1,1] ìpou δ2 < ε thc mhqan c,
opìte A>A = [1,1;1,1] pou eÐnai mh antistrèyimo.

IV. (20 b.)
àstw h sun jhc diaforik  exÐswsh (SDE) du

dt (t)=−Au(t) ìpouA= [3/2,−1;−1,3/2], u= [u1(t),u2(t)]>

kai oi sunart seic u1,u2 eÐnai epilegmènec ¸ste u1(0) = 2, u2(0) = 1.

1. Na qrhsimopoi sete thn emprìc Eulerme stajerì b ma diakritopoÐhshc h = 2 gia na upologÐsete
thn arijmhtik  prosèggish thc lÔshc sto qronikì shmeÐo t = 6.
Ap�nthsh. sthn emprìc Euler h parap�nw SDE proseggÐzetai wc (U ( j+1)−U ( j))/h = −AU( j).
Epomènwc isqÔei U ( j+1) = (I −Ah)U ( j) ìpou sumbolÐzoume me U ( j) thn prosèggish thc tim c tou
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u(t j) = u(t0 + jh) mèsw thc mejìdou (pou mporeÐ na eÐnai axiìpisth   ìqi). Se arijmhtik  �peirhc
akrÐbeiac èqoume ìti U ∈ R2. Epomènwc

(
U ( j+1)

1

U ( j+1)
2

)
= (I −Ah)U ( j) =

(
U ( j)

1

U ( j)
2

)
−h

(
3/2 −1
−1 3/2

)(
U ( j)

1

U ( j)
2

)

Me b�sh to parap�nw upologÐzoume th lÔsh sta b mata t = 2,4,6 ekkin¸ntac apì to 0:
(

U ( j+1)
1

U ( j+1)
2

)
=

(
1−h3/2 h

h 1−h3/2

)(
U ( j)

1

U ( j)
2

)
=

( −2 2
2 −2

)(
U ( j)

1

U ( j)
2

)

kai k�nontac tic pr�xeic prokÔptoun oi timèc:

U (2) = [−2,2]>,U (4) = [8,−8]>,U (6) = [−32,32]>.

2. EÐnai gnwstì ìti h akrib c lÔsh tou parap�nw sust matoc twn SDE teÐnei sto 0 kaj¸c to t →∞.
Me b�sh autì to stoiqeÐo, na sqoli�sete th sumperifor� thc parap�nw prosèggishc. (Upìdeixh:
Gia mia pl rh ex ghsh, eÐnai qr simo na upologÐsete tic idiotimèc tou A.)
Ap�nthsh. ParathroÔme ìti oi timèc aux�noun (kai ja suneqÐsoun na aux�noun) Autì eÐnai a-
ntÐjeto me ì,ti problèpetai gia th lÔsh thc SDE. (Prosèxte epÐshc apì ta prìshma ìti èqoume
kai tal�ntwsh, pou epÐshc den sumbaÐnei sth lÔsh thc SDE). O lìgoc thc ast�jeiac exhgeÐtai wc
ex c: Gia na teÐnei sto 0 h lÔsh ja prèpei h apìlutec timèc twn idiotim¸n tou mhtr¸ou na eÐnai
mikrìterec tou 1, dhl. h fasmatik  aktÐna tou mhtr¸ou na eÐnai fragmènh austhr� apì to 1.
Oi idiotimèc tou mhtr¸ou I −hA ja eÐnai 1−hλ(A) ìpou me λ(A) sumbolÐzoume tic idiotimèc tou
A. Shmei¸ste ìti eÐnai protimìtero na exet�soume tic idiotimèc wc sun�rthsh tou h giatÐ bohj�
kai sthn epilog  b matoc me to opoÐo den ja up�rqei ast�jeia. àqoume epomènwc ìti ja prèpei
|1−hλ(A)|< 1 kai epeid  oi idiotimèc eÐnai pragmatikèc (summetrikì mhtr¸o) ja prèpei na èqoume
2 > h/λ(A) > 0. Epomènwc to b ma diakritopoÐhshc prèpei na ikanopoieÐ h < 2λ. Gia to sugke-
krimèno A oi idiotimèc upologÐzontai eÔkola (lÔseic tou (3/2−λ)2−1 = 0⇒ λ1 = 1/2,λ2 = 5/2
epomènwc ja prèpei h < 1.

3. Na exhg sete me suntomÐa ènan trìpo me ton opoÐo ja mporoÔsate na upologÐsete th lÔsh pio
axiìpista.
Ap�nthsh. Ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume pÐsw Euler   na all�xoume to b ma h ¸ste na
ikanopoioÔntai oi anisìthtec, dhl. lamb�nontac h tètoio ¸ste h < 1.
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