
EPISTHMONIKOS UPOLOGISMOS I APANTHSEIS Exetastik  SeptembrÐou 2006

I.

1. Na anafèrete èna par�deigma pr�xhc BLAS-3. Ti pleonèkthma èqoume ìtan ulopoioÔme algorÐjmouc me
pr�xeic BLAS-3 antÐ me enallaktikèc ulopoi seic me �llec pr�xeic BLAS?
Ap�nthsh. Pollaplasiasmìc mhtr¸wn. MegalÔterh topikìthta, efìson bèbaia axiopoihjeÐ apì thn ulo-
popoÐhsh.

2. Gia k�je ènan apì touc parak�tw upologismoÔc na anafèrete ton exèqonta lìgo sf�lmatoc kat� th di�r-
keia twn parak�tw upologism¸n (Oi epilogèc sac eÐnai metaxÔ sf�lmatoc stroggÔleushc kai sf�lmatoc
diakritopoÐhshc): a) To sf�lma kat� ton upologismì tou ajroÐsmatoc 100 arijm¸n kinht c upodiasto-
l c. b) To sf�lma pou upeisèrqetai ìtan proseggÐzoume thn par�gwgo df

dx thc sun�rthshc f(x) sto ξ wc
f(ξ+h)−f(ξ))/h (mporeÐte na upojèsete ìti ta h kai h/ξ eÐnai mikr� kai ìti oi timèc h, ξ+h, f(ξ+h), f(ξ)
dÐdontai akrib¸c wc arijmoÐ kinht c upodiastol c). g) To sf�lma pou upeisèrqetai ìtan anaparistoÔme to
π me ton plhsièstero arijmì kinht c upodiastol c.
Ap�nthsh. a) STROGGÌLEUSHS, profan¸c den diakritopoioÔme kamia suneq  sun�rthsh, telest , k.lp. b)
DIAKRITOPOÈHSHS, mia kai prìkeitai gia sf�lma pou proèrqetai sqedìn apokleistk� apì thn prosèggish
thc parag¸gou. g) STROGGÌLEUSHS, mia anaferìmaste se sf�lma pou proèrqetai apokleistik� apì thn
apeikìnish enìc pragmatikoÔ arijmoÔ epÐ tou sust matoc twn a.k.u.

3. àstw to mhtr¸o A = [4,−8, 1; 6, 5, 7; 0,−10,−3]. Poiì ja eÐnai to stoiqeÐo {odhgìc} sto pr¸to b ma a) an
den qrhsimopoihjeÐ od ghsh? b) An qrhsimopoihjeÐ merik  od ghsh? g) An qrhsimopoihjeÐ pl rhc od ghsh?
Ap�nthsh. a) 4 (to stoiqeÐo sth jèsh (1,1) ), b) 6 (to mègisto se apìluth tim  stoiqeÐo thc 1hc st lhc), g)
-10 (to mègisto se apìluth tim  stoiqeÐo ìlou tou mhtr¸ou).

4. Gia k�je èna apì ta parak�tw mhtr¸a na exhg sete an èqoun kalì   kakì deÐkth kat�stashc: a) [1010, 0; 0, 10−10].
b) [1010, 0; 0, 1010]. g) [10−10, 0; 0, 10−10]. d) [1, 2; 2, 4].
Ap�nthsh. DeÐkthc kat�stashc κ(A) := ‖A‖‖A−1‖ gia ìpoia nìrma dialèxoume. a) KAKOS: giatÐ A−1 =
[10−10, 0; 0, 1010] kai se ìlec tic nìrmec (1, 2 ∞) èqoume κ(A) = 1010/10−10 = 1020. b) ARISTOS. Kalì
(tèleio) giatÐ A = 1010I ìpou I o tautotikì mhtr¸o kai epomènwc κ(A) = 1. g) ARISTOS: OmoÐwc me
prin. d) KAKISTOS: mhtr¸o summetrikì kai o deÐkthc kat�stashc eÐnai h mègisth proc el�qisth idiotim .
Profan¸c to mhtr¸o eÐnai mh antistrèyimo, kai λmin = 0, epomènwc κ(A) = ∞).

5. àstw ìti gia èna mhtr¸o A gnwrÐzete ìti oi paragontopoi seic LU kai QR eÐnai kai oi duo efiktèc. Me b�sh
ta krit ria tou episthmonikoÔ upologismoÔ, na anafèrete ènan lìgo gia ton opoÐon sun jwc protim�tai h
LU gia epÐlush tetragwnikoÔ sust matoc Ax = b kai ènan lìgo pou ja mporoÔse na katast sei th qr sh
thc QR pio epijumht  (anaferìmaste p�nta se tetragwnikì sÔsthma).
Ap�nthsh. H LU eÐnai fjhnìterh (ekteleÐtai taqÔtera, mikrìtero kìstoc) en¸ h QR (p.q. me Householder)
eÐnai pÐsw eustaj c anexart twc twn dedomènwn.

6. àstw o brìqoc for i=1:n, z(i) = a*x(i)+y(i); end . Na ton xanagr�yete qrhsimopoi¸ntac
xetÔligma m kouc 3 kai pou na leitourgeÐ swst� anex�rthta apì thn tim  tou n (jewroÔme ìti eÐnai p�nta
jetikìc akèraioc).
Ap�nthsh. To jèma eÐnai na leitourgeÐ swst� gia timèc tou n mikrìterec   ìqi kat' an�gkh pollapl�sia tou
3. ànac trìpoc eÐnai na upologÐsoume to upìloipo thc diaÐreshc tou n me to 3, p.q. me th sun�rthsh rem
thc MATLAB kai na gr�youme:

m = rem(n,3); mp1 = m+1;
for i=1:m, z(i) = a*x(i)+y(i); end
for i = mp1:3:n /*prosèxte, to n−m eÐnai pollapl�sio tou 3

z(i) = a*x(i)+y(i);
z(i+1) = a*x(i+1)+y(i+1);
z(i+2) = a*x(i+2)+y(i+2);

end



7. àstw ìti gnwrÐzete ìti sac dÐdetai èna prìgramma (p.q. h sun�rthsh MATLAB myfun ), gia to opoÐo
gnwrÐzete ìti gia n dedomèna eisìdou, èqei poluplokìthta O(n2) arijmhtik¸n pr�xewn kinht c upodiasto-
l c all� den gnwrÐzete ti akrib¸c upologismoÔc ekteleÐ. MporeÐte ìmwc na trèxete to prìgramma kai na
qrhsimopoi sete qronometrhtèc (p.q. tic, toc ) gia na metr sete ton qrìno pou anal¸nei. Me b�sh ta
parap�nw, poiìc eÐnai o el�qistoc arijmìc metr sewn pou qrei�zetai gia na ektim sete thn poluplokìtht�
tou (dhl. na ektim sete touc par�gontec α2, α1, α0 sthn èkfrash poluplokìthtac Ω = α2n

2 + α1n + α0).
Na perigr�yete sunoptik� all� xek�jara p¸c ja energoÔsate gia na ektim sete thn poluplokìtht� tou
(p.q. se morf  α2n

2 + α1n + α0 me gnwstoÔc par�gontec α2, α1, α0).
Ap�nthsh. Gia na ektim sw touc 3 par�gontec qrei�zomai toul�qiston 3 metr seic me to qronometrht .
Sun jwc ìmwc qrei�zontai polÔ perissìterec gia na èqw mia kal  ektÐmhsh. O trìpoc eÐnai na prospaj sw
na upologÐsw touc par�gontec qrhsimopoi¸ntac el�qista tetr�gwna kai lÔnontac èna prìblhma tou tÔpou
V a = b, ìpou k�je gramm  tou V ∈ Rn×3 perièqei stoiqeÐa [1, νi, ν

2
i ] ìpou νi eÐnai k�poia tim  gia to n

kai h antÐstoiqh jèsh tou b èqei th qronomètrhsh gia thc sun�rthshc gia thn tim  n = νi. To di�nusma
a = [α0, α1, α2]>.

II. DÐnontai dianÔmata x, y ∈ R4. Upojètoume ìti ìla ta stoiqeÐa touc eÐnai mh arnhtikoÐ arijmoÐ kinht c upo-
diastol c. àstw o upologismìc

s=0; for i=1:4, s=s+x(i)*y(i); end

1. Na deÐxete ìti o algìrijmoc upologismoÔ eÐnai pÐsw stajerìc.
Ap�nthsh. SÔmfwna me ta stoiqeÐa pou gnwrÐzoume gia thn di�dosh sf�lmatoc ja èqoume:

fl(s) = (((x(1)y(1)(1 + δ1) + x(2)y(2)(1 + δ2))(1 + δ3)
+x(3)y(3)(1 + δ4))(1 + δ5) + x(4)y(4)(1 + δ6))(1 + δ7)

= x(1)y(1)(1 + δ1)(1 + δ3)(1 + δ5)(1 + δ7)
+x(2)y(2)(1 + δ2)(1 + δ3)(1 + δ5)(1 + δ7)
+x(3)y(3)(1 + δ4)(1 + δ5)(1 + δ7) + x(4)y(4)(1 + δ6)(1 + δ7)

= x(1)y(1)(1 + θ4) + x(2)y(2)(1 + θ̂4) + x(3)y(3)(1 + θ3) + x(4)y(4)(1 + θ2)

ìpou wc sun jwc |δj | ≤ u kai |θj | ≤ γj := ju/(1 − ju) ìpou u eÐnai h mon�da stroggÔleushc. Epomènwc
(1h sunj kh pÐsw eust�jeiac) ja mporoÔsame na èqoume ta Ðdia apotelèsmata qrhsimopoi¸ntac gia eÐsodo
ta dianÔsmata x kai

ỹ := [y(1)(1 + θ4), y(2)(1 + θ̂4), y(3)(1 + θ3), y(4)(1 + θ2)]

kai epeid  |θj | ≤ γj := ju/(1 − ju) ja èqoume ìti ỹ eÐnai kont� sto y (2h sunj kh pÐsw eust�jeiac).
�ra o algìrijmoc plhroÐ kai tic duo sunj kec gia pÐsw eust�jeia. PROSOQH: MerikoÐ (lanjasmèna) den
qrhsimopoÐhsan apìlutec timèc, p.q. èfrazan apì ta dexi� qrhsimopoi¸ntac mìnon to θ, k.lp.

2. Na deÐxete ìti to SQETIKO emprìc sf�lma ja eÐnai mikrì.
Ap�nthsh. SuneqÐzontac ta parap�nw, èqoume ìti to sqetikì emprìc sf�lma eÐnai fragmèno wc ex c:

|fl(s)− s|
|s| =

|x(1)y(1)(1 + θ4) + x(2)y(2)(1 + θ̂4) + x(3)y(3)(1 + θ3) + x(4)y(4)(1 + θ2)− s|
|s|

=
|x(1)y(1)θ4 + x(2)y(2)θ̂4 + x(3)y(3)θ3 + x(4)y(4)θ2|

|s|

≤ |x(1)y(1)||θ4|+ |x(2)y(2)||θ̂4|+ |x(3)y(3)||θ3|+ |x(4)y(4)||θ2||
|s|

≤ γ4
|x(1)y(1)|+ |x(2)y(2)|+ |x(3)y(3)|+ |x(4)y(4)|

|s|
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all� epeid  eÐnai ìla mh arnhtik� ja èqoume ìti

|s| = s = |x(1)y(1)|+ |x(2)y(2)|+ |x(3)y(3)|+ |x(4)y(4)|

|fl(s)− s|
|s| ≤ γ4,

to opoÐo eÐnai polÔ mikrì.

3. Na sqoli�sete ton isqurismì: {An den isqÔei h proôpìjesh ìti ìla ta stoiqeÐa twn x, y eÐnai mh arnhtik�,
den mporoÔme na eÐmaste bèbaioi gia k�poio apì ta prohgoÔmena (dhl. thn pÐsw eust�jeia, to mikrì emprìc
sf�lma,   kai ta dÔo) }.
Ap�nthsh. Tìte den mporoÔme na eÐmaste bèbaioi gia mikrì emprìc sqetikì sf�lma kaj¸c den up�rqei
bebaiìthta gia to mègejoc tou s pou brÐsketai ston paronomast , mporeÐ dhl. to |s| na eÐnai polÔ mikrì se
sÔgkrish me to |fl(s)− s|.

4. An o algìrijmoc ulopoihjeÐ se sÔsthma pou diajètei thn entol  FMA, na exhg sete sunoptik� (qwrÐc pl rh
an�lush sf�lmatoc) giatÐ h qr sh thc FMAmporeÐ na epidr�sei eunoðk� sthn akrÐbeia tou parap�nw
upologismoÔ.
Ap�nthsh. H entol  FMA ulopoieÐ thn pr�xh s = c + a× b me èna mìno sf�lma stroggÔleushc, dhl.

fl(s) = (c + ab)(1 + δ) antÐ gia fl(s) = (c + ab(1 + δ1))(1 + δ2)

epomènwc mporeÐ na epifèrei mikrìtero sf�lma ston parap�nw brìqou tou opoiou k�je epan�lhyh eÐnai
mia FMA.

III. àstw ìti èqoume efarmìsei ton algìrijmo paragontopoÐhshc QR sto mhtr¸o A ∈ R3×3 pou epistrèfei sth
jèsh tou A mhtr¸o me stoiqeÐa




3 −2 1
2 1 4
1 −1 2




1. Na upologÐsete to arqikì mhtr¸o A.

2. Na qrhsimopoi sete ta parap�nw (aparaÐthto gia thn pl rh bajmolìghsh) gia na lÔsete to sÔsthma
Ax = b ìpou b = 1

3 [−5,−16, 4]>.

Ap�nthsh. Wc gnwstì, to R thc QR eÐnai to mhtr¸o



3 −2 1
0 1 4
0 0 2




en¸ ta dianÔsmata Householderja eÐnai

u1 = [1, 2, 1]>, u2 = [0, 1,−1].

Oi antÐstoiqoi metasqhmatismoÐ oi

H1 = I − 2u1u
>
1

u>1 u1
=

1
3




2 −2 −1
−2 −1 −2
−1 −2 2




H2 = I − 2u2u
>
2

u>2 u2
=




1 0 0
0 0 1
0 1 0


 .
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Prosèxte: EÐnai summetrikoÐ kai orjog¸nioi (anaklastèc) kai isqÔei ìti

H2H1A = R ⇒ A = H1H2R =




2 −5/3 −2
−2 2/3 −4
−1 4/3 1


 .

Tèloc gia na lÔsoume to sÔsthma Ax = b qrhsimopoioÔme ìti

H2H1Ax = Rx = H2H1b = [2, 5, 2]>

epomènwc lÔnoume wc proc R me pÐsw antikat�stash,

Rx = [2, 5, 2]> ⇒ x = [1, 1, 1]>.

Prosèxte ìti ènac enallaktikìc trìpoc ja  tan na pollaplasi�sete me Q> kai na lÔsete to sÔsthma me sunte-
lest  R: x = Q>b. To endiafèron ìmwc eÐnai ìti den qrei�zetai na upologÐsete to Q. EpÐshc, st' al jeia den
qrei�zetai na upologÐsete ta H1 kai H2, en¸ ìla ta parap�nw mporoÔn na prokÔyoun mèsw twn dianusm�tw
u1, u2 kai qrhsimopoi¸ntac th dom  twn Hj gia fjhnì pollaplasiasmì H1H2A.

IV. àstw h diaforik  exÐswsh (arqik¸n tim¸n) du
dt (t) = −Au(t) ìpou A = [2,−1;−1, 2], u = [u1(t), u2(t)]> kai

oi sunart seic u1, u2 eÐnai epilegmènec ¸ste u1(0) = 2, u2(0) = 1.
1. Na qrhsimopoi sete thn emprìc mèjodo Euler me stajerì b ma ∆t = 0.5 gia na upologÐsete arijmhtik 

prosèggish thc lÔshc sto shmeÐo T = 2.0.
Ap�nthsh. Gia eukolÐa sumbolÐzw to ∆t me h. Sthn emprìc mèjodo Euler efarmìzoume ton tÔpo

U(t + h)− U(t) = −hAU(t) ⇒ u(t + h) = (I − hA)U(t)

EpÐshc, I − hA = 1
2 [0, 1; 1, 0] epomènwc eÔkola upologÐzoume:

U(2) = (I − hA)((I − hA)((I − hA)((I − hA)U(0)))) =
1
16

[2, 1]>.

PROSOQH: Orismènoi ègrayan ton tÔpo sth morf  U(t + h) = U(t)(I − hA). H èkfrash aut  den eÐnai
ègkurh!

2. Na qrhsimopoi sete thn Ðdia mèjodo all� me b ma ∆t = 1.0 gia na upologÐsete arijmhtik  prosèggish thc
lÔshc sto shmeÐo T = 2.0.
Ap�nthsh. OmoÐwc, I − hA = [−1, 1; 1,−1], �ra

U(2) = (I − hA)((I − hA)U(0)) = [2,−2;−2, 2][2, 1]> = [2,−2]>.

3. EÐnai gnwstì ìti h akrib c lÔsh tou parap�nw sust matoc twn DE teÐnei sto 0 kaj¸c to t →∞. Me b�sh
autì to stoiqeÐo, na sqoli�sete th sumperifor� twn proseggÐsewn pou l�bate qrhsimopoi¸ntac to IV.1 kai
to IV.2. (Upìdeixh: Gia mia pl rh ex ghsh, eÐnai qr simo na upologÐsete tic idiotimèc tou A.)
Ap�nthsh. Profan¸c, up�rqei prìblhma ìtan h = 1.0. Eidikìtera, oi timèc thc lÔshc megal¸noun (kai
m�lista all�zoun prìshmo). Epomènwc up�rqei sobar  èndeixh ìti èqoume ast�jeia. Autì exhgeÐtai apì
thn fasmatik  aktÐna tou I − hA. Gia na up�rqei eust�jeia prèpei h fasmatik  aktÐna tou I − hA na mhn
eÐnai megalÔterh tou 1. Oi idiotimèc tou A eÐnai λ = {1, 3}, epomènwc tou I − hA ja eÐnai {1− h, 1− 3h}.
Gia dedomèno h, gia eust�jeia apaiteÐtai max{|1−h|, |1−3h|} < 1. Epomènwc, sthn perÐptwsh tou b matoc
0.5 èqoume eust�jeia, en¸ ìtan h = 1.0 �ra èqoume ast�jeia.

4. Na efarmìsete èna b ma pÐsw Eulergia na breÐte th lÔsh sto shmeÐo T = 2.0 kateujeÐan me b ma ∆t = 2.0.
Ap�nthsh. Sthn pÐsw mèjodo Euler efarmìzoume ton tÔpo

U(t + h)− U(t) = −hAU(t + h) ⇒ (I + hA)U(t + h) = U(t)(
5 −2

−2 5

)(
U1(2)
U2(2)

)
=

(
2
1

)
⇒ U(2) =

(
0.5714
0.4286

)
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