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Θ1. Θεωρούµε την συνάρτηση f(x, y, z) = 1 + x2 + 2y2 − z.

(αʹ) Να ϐρεθεί η κλίση ∇f της f στο σηµείο P (1, 1, 4).

(ϐʹ) Αν S είναι η επιφάνεια η οποία περιγράφεται µε τη σχέση f(x, y, z) = 0, να ϐρεθεί η εξίσωση
του εφαπτόµενου επιπέδου της S στο σηµείο P (1, 1, 4).

Σχόλια και Λύση

(αʹ) Η κλίση ∇f της f είναι το διάνυσµα

grad f = ∇f =

〈
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

〉
= 〈2x, 4y,−1〉

έτσι στο σηµείο P (1, 1, 4) η κλίση είναι

∇f(1, 1, 4) = 〈2, 4,−1〉.

.

(ϐʹ) Αν S είναι η επιφάνεια η οποία περιγράφεται µε τη σχέση f(x, y, z) = 0, τότε z = 1+x2+2y2,
δηλαδή η S είναι ένα παραβολοειδές. Επιπλέον ϐλέπουµε ότι για x = 1 και y = 1, τότε
z = 4, κατά συνέπεια το (1, 1, 4) περιέχεται στην S. ΄Ενα διάνυσµα κάθετο στην επιφάνεια
στο σηµείο της (x, y, z) είναι το

n = ∇f = 〈2x, 4y,−1〉.

΄Ετσι στο (1, 1, 4) ένα κάθετο διάνυσµα είναι το n = 〈2, 4,−1〉, εποµένως η εξίσωση του
εφαπτόµενου επιπέδου της S στο σηµείο P (1, 1, 4) είναι η

n · 〈x− 1, y − 1, z − 4〉 = 0⇔ 2(x− 1) + 4(y − 1)− (z − 4) = 0,

όπου (x, y, z) είναι τυχαίο σηµείο του επιπέδου.



Θ2. Στο R3 δίνονται τα σηµεία P (1, 0,−1), Q(2,−1, 0), και R(0, 1, 1).

(αʹ) Να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας η οποία περιέχει τα P και Q.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου το οποίο περιέχει τα σηµεία P , Q και R.

Σχόλια και Λύση

(αʹ) Η Ϲητούµενη ευθεία είναι παράλληλη στο διάνυσµα µε αναπαράσταση
−−→
PQ, δηλαδή στο

〈2,−1, 0〉 − 〈1, 0,−1〉 = 〈1,−1, 1〉.

Η ευθεία µε εξίσωση r1(t) = 〈1,−1, 1〉t, t ∈ R είναι παράλληλη στο διάνυσµα 〈1,−1, 1〉,
και η µεταφορά της κατά το διάνυσµα r0 = 〈1, 0,−1〉, δηλαδή η

r(t) = r0 + r1(t)

είναι η Ϲητούµενη. ΄Ετσι αν r(t) = 〈x, y, z〉, τότε ισοδύναµα έχουµε

〈x, y, z〉 = 〈1, 0,−1〉+ 〈1,−1, 1〉t = 〈1 + t,−t,−1 + t〉.

(ϐʹ) Τα διανύσµατα
q = 〈1,−1, 1〉, r = 〈−1, 1, 2〉

µε αναπαραστάσεις αντίστοιχα τα
−−→
PQ και

−→
PR, ορίζουν (γεωµετρικά) τη ϑέση του Ϲητούµενου

επιπέδου, κατά συνέπεια ένα διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο είναι το n = q× r, έτσι

n =

∣∣∣∣∣∣
i j k
1 −1 1
−1 1 2

∣∣∣∣∣∣ = 〈−3,−3, 0〉.
Αν τώρα S(x, y, z) είναι τυχόν σηµείο του επιπέδου τότε το n είναι κάθετο στο διάνυσµα µε
αναπαράσταση

−→
PS, άρα η Ϲητούµενη εξίσωση είναι

n · 〈x− 1, y, 2〉 ⇔ −3(x− 1)− 3y = 0⇔ x+ y = 1

παράλληλο στον z−άξονα.

Σηµείωση. Η Ϲητούµενη εξίσωση είναι της µορφής

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

όπου 〈a, b, c〉 είναι ένα κάθετο διάνυσµα στο επίπεδο και (x0, y0, z0) είναι σηµείο του επι-
πέδου. ΄Εχοντας τρία διθέσιµα σηµεία διαµορφώνουµε το σύστηµα

a(x− 1) + by + c(z + 1) = 0

a(x− 2) + b(y + 1) + cz = 0

ax+ b(y − 1) + c(z − 1) = 0

µε αγνώστους τα a, b, c. Επιλύοντας και χρησιµοποιώντας ένα από τα δοσµένα σηµεία
διαµορφώνουµε την εξίσωση του επιπέδου. ΄Εχουµε έτσι ένα δεύτρο τρόπο λύσης του (ϐ΄).



Θ3. Να ϐρεθούν και να χαρακτηριστούν τα ακρότατα της συνάρτησης f(x, y) = x2 + y2 − x− y + 1
στο κλειστό τετράγωνο T = [0, 1]× [0, 1].

Σχόλια και Λύση

Γράφοντας τη συνάρτηση στη µορφή

f(x, y) =

(
x− 1

2

)2

+

(
y − 1

2

)2

+
1

2

ϐλέπουµε ότι η f έχει απόλυτο ελάχιστο στο (1/2, 1/2), και

min f(x, y) = f

(
1

2
,
1

2

)
=

1

2
.

Προσποιούµενοι ότι δεν έχουµε παρατηρήσει τα παραπάνω, χρησιµοποιούµε το κριτήριο της
δεύτερης παραγώγου. ∆ιαµορφώνοντας και λύνοντας το σύστηµα

fx(x, y) = 2x− 1 = 0

fy(x, y) = 2y − 1 = 0

ϐρίσκουµε µοναδικό κρίσιµο σηµείο το (1/2, 1/2). Επειδή

fxx(x, y) = fyy(x, y) = 2, fxy(x, y) = 0

και
fxx(1/2, 1/2)fyy(1/2, 1/2)− f2xy(1/2, 1/2) = 4, fxx(1/2, 1/2) > 0

το κριτήριο εξασφαλίζει ότι στο σηµείο (1/2, 1/2) η συνάρτηση f παίρνει την ελάχιστη τιµή της
στο R2, άρα και στο T .

Η συνάρτηση είναι συνεχής στο κλειστό τετράγωνο T , το οποίο περιέχει το (1/2, 1/2), κατά
συνέπεια υπάρχει σηµείο (x∗, y∗) ∈ T ώστε

max
T

f(x, y) = f(x∗, y∗).

Στη συνέχεια µελετάµε τη συµπεριφορά της f στο σύνορο του T . ΄Ετσι έχουµε

f(x, 0) = f(x, 1) = x2 − x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1

f(0, y) = f(1, y) = y2 − y + 1, 0 ≤ y ≤ 1

Η συνάρτηση
h(t) = t2 − t+ 1 = (t− 1/2)2 + 3/4, 0 ≤ t ≤ 1

παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο 1/2 και τη µέγιστη στα άκρα 0 και 1, έτσι

h(1/2) = 3/4, και h(0) = h(1) = 1.

Κατα συνέπεια έχουµε οτι

max
T

f(x, y) = f(0, 0) = f(1, 0) = f(1, 1) = f(0, 1) = 1.



Θ4. Αν Σ είναι το στερεό το οποίο ϐρίσκεται στο εσωτερικό της σφαίρας x2 + y2 + z2 = 4 και πάνω
από το επίπεδο z =

√
3, να εκφραστεί ο όγκος V (Σ) σαν ένα ολοκλήρωµα, χωρίς υπολογισµό,

σε καρτεσιανές και σε κυλινδρικές ή σφαιρικές συντεταγµένες.

Σχόλια και Λύση

1 20

Q
P

O
φ∗

Q = Q(1,
√
3)

P = P (0,
√
3)

sinφ∗ = 1/2

Η τοµή του επιπέδου z =
√
3 µε τη σφαίρα x2 + y2 + z2 = 4 είναι η περιφέρεια

C = {(x, y,
√
3) : x2 + y2 = 1},

κατά συνέπεια το Σ είναι το τµήµα της µπάλας

B = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4},

πάνω από τον δίσκο

D = {(x, y,
√
3) : x2 + y2 ≤ 1}.

• Σε καρτεσιανές συντεταγµένες : (x, y, z) ∈ Σ αν και µόνο αν
−1 ≤ x ≤ 1

−
√

1− x2 ≤ y ≤
√
1− x2

√
3 ≤ z ≤

√
4− x2 − y2,

οπότε V =

∫ 1

−1

∫ √1−x2
−
√
1−x2

∫ √4−x2−y2

√
3

dz dy dx.

• Σε κυλινδρικές συντεταγµένες : x2 + y2 = r2
0 ≤ θ < 2π

0 ≤ r ≤ 1
√
3 ≤ z ≤

√
4− r2,

οπότε V =

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ √4−r2
√
3

r dz dr dθ.

• Σε σφαιρικές συντεταγµένες : Η απόσταση ρ ενός τυχαίου σηµείου του Σ εξαρτάται από την φ.
Για παράδειγµα για φ = 0, δηλαδή κατά µήκος του z-άξονα είναι

√
3 ≤ ρ ≤ 2, ενώ για φ = π/6

είναι ρ = 2 (γιατί ;). ΄Ετσι από την z = ρ cosφ =
√
3 ϐρίσκουµε ρ =

√
3 secφ κατά συνέπεια

0 ≤ θ < 2π

0 ≤ φ ≤ π/6
√
3 secφ ≤ ρ ≤ 2,

οπότε V =

∫ 2π

0

∫ π/6

0

∫ 2

√
3 secφ

ρ2 sinφdρ dφ dθ.



Θ5. Σχεδιάστε το χωρίο D στο πρώτο τεταρτηµόριο µεταξύ του y-άξονα, της ευθείας x+ y = 2 και
της παραβολής y = x2. Στη συνέχεια συµπληρώστε τα άκρα σε κάθε ένα από τα ολοκληρώµατα

A(D) =

∫∫
D
dA =

∫ �

�

∫ �

�
dy dx =

∫ �

�

∫ �

�
dx dy,

χωρίς να υπολογίσετε κάποιο από αυτά, ώστε να δίνουν το εµβαδόν A(D) του D.

Σχόλια και Λύση

−2 −1 1 2 3

1

2

3

0

D1

D2

D = D1 ∪D2

y = x2

x+ y = 2

Η ευθεία x + y = 2 και η παραβολή y = x2 τέµνονται στο σηµείο (1, 1), έτσι εκφράζοντας το D
σαν χωρίο τύπου Ι και ΙΙ ϑα έχουµε αντίστοιχα

τύπου Ι (x, y) :

{
0 ≤ x ≤ 1

x2 ≤ y ≤ 2− x,
και τύπου ΙΙ (x, y) :

{
0 ≤ y ≤ 2

0 ≤ x ≤ h(y),

όπου

h(y) =

{√
y 0 ≤ y ≤ 1

2− y 1 ≤ y ≤ 2.

΄Ετσι

A(D) =

∫ 1

0

∫ 2−x

x2
dy dx =

∫ 2

0

∫ h(y)

0
dx dy.

Σηµείωση. Στην περίπτωση που εκφράζουµε τοD σαν χωρίο τύπου ΙΙ ϐλέπουµε ότιD = D1∪D2,
όπου

D1 = {(x, y) : 0 ≤ y ≤ 1 και 0 ≤ x ≤ √y}
D2 = {(x, y) : 1 ≤ x ≤ 2 και 0 ≤ y ≤ 2− y}

κατά συνέπεια

A(D) = A(D1) +A(D2) =

∫ 1

0

∫ √y
1

dx dy +

∫ 2

1

∫ 2−y

0
dx dy.



Θ6. Αφού δείξετε ότι η εξίσωση

(2e2x sin y + 2xy) + (e2x cos y + x2)y′ = 0

είναι ακριβής, στη συνέχεια να τη λύσετε.

Σχόλια και Λύση

Θυµίζουµε ότι η εξίσωση
M(x, y) +N(x, y)y′ = 0

είναι ακριβής αν και µόνο αν υπάρχει οµαλή συνάρτηση ψ(x, y) τέτοια ώστε ψx =M και ψy = N .
Στη περίπτωση αυτή η εξίσωση ισοδυναµεί µε την

d

dx
ψ(x, y(x)) =

∂ψ

∂x

dx

dx
+
∂ψ

∂y

dy

dx
= ψx + ψyy

′ = 0

από την οποία προκύπτει η λύση της διαφορικής εξίσωσης σε πεπλεγµένη µορφή. Η (ϕυσιολο-
γική) ικανή και αναγκαία συνθήκη για να είναι η εξίσωση ακριβής είναι

My = Nx ⇔ ψxy = ψyx.

Για την δοσµένη εξίσωση έχουµε ότι η σχετική συνθήκη ικανοποιείται αφού

(2e2x sin y + 2xy)y = 2e2x cos y + 2x = (e2x cos y + x2)x,

εποµένως υπάρχει οµαλή συνάρτηση ψ(x, y) µε

ψx = 2e2x sin y + 2xy, και ψy = e2x cos y + x2.

Ολοκληρώνοντας την πρώτη εξίσωση ως προς x ϐρίσκουµε

ψ = e2x sin y + x2y + h(y),

όπου h(y) είναι η σταθερά της ολοκλήρωσης (ως προς x). Παραγωγίζοντας την έκφραση που
ϐρήκαµε ϑέλουµε

ψy = e2x cos y + x2 + h′(y) = e2x cos y + x2.

Από την τελευταία εξίσωση ϐρίσκουµε ότι h′(y) = 0, οπότε µπορούµε να επιλέξουµε h(y) = 0,
κατά συνέπεια ψ(x, y) = e2x sin y+ x2y, και η λύση της διαφορικής εξίσωσης δίνεται, έµπλεκτα,
από τη σχέση

ψ(x, y) = c⇔ e2x sin y + x2y = c,

όπου c είναι µια σταθερά.



Θ7. Με χρήση του µετασχηµατισµού Laplace να ϐρεθεί η λύση του ΠΑΤ

y′′ − 6y′ + 9y = t2e3t, y(0) = 2, y′(0) = 6.

Σχόλια και Λύση

Παίρνοντας τον µετασχηµατισµό Laplace στα δύο µέλη της εξίσωσης, από γραµµικότητα έχουµε

L{y′′} − 6L{y′}+ 9L{y} = L{t2e3t}.

Από τις ιδιότητες του µετασχηµατισµού, ϑέτοντας Y = L{y}, προκύπτει η εξίσωση

s2Y − sy(0)− y′(0)− 6(sY − y(0)) + 9Y = L{t2}(s− 3).

Επειδή L{t2} = 1/s αντικαθιστώντας τις αρχικές τιµές έχουµε

(s2 − 6s+ 9)Y − 2s+ 6 =
2

(s− 3)3

(s− 3)2Y − 2(s− 3) =
2

(s− 3)3

Y =
2

s− 3
+

2

(s− 3)5
,

ή

Y = 2L{1}(s− 3) +
1

12
L{t4}(s− 3),

κατά συνέπεια
y = 2e3t +

1

12
t4e3t.



Θ8. (αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει, υπολογίζοντάς το, c ∈ R ώστε (1 + i)9 = c(1 + i).

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι ϱίζες z0, z1, z2 του i1/3.

Σχόλια και Λύση

(αʹ) Επειδή

1 + i =
√
2

(
1√
2
+ i

1√
2

)
=
√
2

(
cos

π

4
+ i

π

4

)
,

έχουµε

(1 + i)9 = (
√
2)9
(
cos

π

4
+ i

π

4

)9

= (
√
2)9
(
cos

9π

4
+ i sin

9π

4

)
= (
√
2)9
[
cos

(
2π +

π

4

)
+ i sin

(
2π +

π

4

)]
= (
√
2)9
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
= (
√
2)8(1 + i)

κατά συνέπεια c = 28/2 = 16.

(ϐʹ) Επειδή
i = 0 + i = cos

π

2
+ i sin

π

2
,

οι τρίτες ϱίζες του µιγαδικού αριθµού i είναι οι

zk = cos

(
π/2 + 2kπ

3

)
+ i sin

(
π/2 + 2kπ

3

)
, k = 0, 1, 2.

΄Ετσι οι Ϲητούµενοι µιγαδικοί αριθµοί είναι οι

z0 = cos
π

6
+ i sin

π

6
=

√
3

2
+ i

1

2

z1 = cos
5π

6
+ i sin

5π

6
= −
√
3

2
+ i

1

2

z2 = cos
9π

6
+ i sin

9π

6
= cos

3π

2
+ i sin

3π

2
= −i.

Σαν επαλήθευση, για παράδειγµα

z32 = (−i)3 = (−1)3i3 = (−1)i2i = (−1)(−1)i = i.


