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¢óêçóç 1 Ôï ðáñáêÜ�ù ó÷Þìá áíáðáñéó�Ü Ýíá ðáßãíéï óå åê�á�éêÞ (ex-tensive) ìïñöÞ. Ôá ðëáßóéá ìå �éò äéáêåêïììÝíåò ãñáììÝò êáèïñßæïõí �éòêá�áó�Üóåéò ðëçñïöüñçóçò.
(á) Åßíáé �ï ðáé÷íßäé áõ�ü �Ýëåéáò ðëçñïöüñçóçò êáé ãéá�ß;(â) Íá áíáðáñáó�Þóå�å �ï ðáßãíéï áõ�ü óå êáíïíéêÞ (ó�ñá�çãéêÞ) ìïñöÞ.Ëýóç.(á) Ôï ðáßãíéï äåí åßíáé �Ýëåéáò ðëçñïöüñçóçò åðåéäÞ ïé äýï êüìâïé �ïõðáßê�ç 2 áíÞêïõí ó�çí ßäéá êá�Üó�áóç ðëçñïöüñçóçò.(â) Ôï ðáßãíéï óå ó�ñá�çãéêÞ ìïñöÞ åßíáé �ï Γ = 〈N; (C1; C2); (u1; u2)〉üðïõ �ï óýíïëï �ùí ðáéê�þí åßíáé �ï N = {1; 2}, �ï óýíïëï áãíþíó�ñá�çãéêþí ãéá �ïí ðáßê�ç 1 åßíáé �ï C1 = {A;B}, �ï óýíïëï áãíþíó�ñá�çãéêþí ãéá �ïí ðáßê�ç 2 åßíáé �ï C2 = {C;D}, êáé ïé ùöÝëåéåòu1; u2 äßíïí�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù äéðßíáêá:C DA 1,1 1,2B 3,1 2,4 .�éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (B;C) ç ùöÝëåéáãéá �ïí ðáßê�ç 1 åßíáé u1(B;C) = 3 êáé ç ùöÝëåéá ãéá �ïí ðáßê�ç 2 åßíáéu2(B;C) = 1.
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¢óêçóç 2 ¸ó�ù n ðáßê�åò (1; : : : ; n); ï êáèÝíáò Ý÷ïí�áò ìßá åñãáóßá ðñïòåê�Ýëåóç ìåãÝèïõò wi bytes (i = 1 : : : n). ¸ó�ù m ðáíïìïéü�õðåò ìç÷áíÝò
(M1; : : :Mm): Ìßá áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ �ïõ êÜèå ðáßê�ç åßíáé ç �ïðïèÝ�çóç �çòåñãáóßáò �ïõ óå êÜðïéá ìç÷áíÞ. ¸ó�ù Π = {1; : : : ; n};Ì = {Ì1; : : : ;Ìm}:Ìßá áãíÞ (pure) ó�ñá�çãéêÞ �ïõ óõíüëïõ �ùí ðáéê�þí åßíáé ìßá óõíÜñ�çóçA : Π → MÝ�óé þó�å ∀i ∈ Π; A(i) = Mj ∈ M ãéá êÜðïéï j.ÄïèÞóçò �çò A, �ï åãùéó�éêü êüó�ïò �ïõ ðáßê�ç i åßíáé �ï Üèñïéóìáüëùí �ùí wk ðïõ Ý÷ïõí ðÜåé ó�ç ìç÷áíÞ A(i). ÄçëáäÞ ç ùöÝëåéá (payo�)�ïõ ðáßê�ç i åßíáé �ï −

∑k:A(k)=A(i)wk.(a) �éá 3 ðáßê�åò êáé 2 ìç÷áíÝò áðïäåßî�å ü�é �ï ðáßãíéï Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïíìßá áãíÞ (pure) éóïññïðßá Nash.Õðüäåéîç: Öáí�áó�åß�å ü�é �ïðïèå�åß�å �éò åñãáóßåò ìßá ìßá.(â) �éá êÜèå ðáßê�ç i, ìßá ìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ðéèáíï�Þ-�ùí pji = Pr{ï i âÜæåé �çí åñãáóßá �ïõ ó�ç ìç÷áíÞ Mj}:Ôï Support �ïõ ðáßê�ç i åßíáé �ï óýíïëï Si = {j : pji > 0}.ÄçëáäÞ, ó�éò ìéê�Ýò éóïññïðßåò Nash ï êÜèå ðáßê�çò åëá÷éó�ïðïéåß �ïåãùéó�éêü êüó�ïò �ïõ �ji = wi + ∑k 6=i wkpjkó�éò ìç÷áíÝò Mj : j ∈ Si:(â1) Äåßî�å ü�é áí ∀i Si = {1; 2; : : : ; m} �ü�å ç ó�ñá�çãéêÞ
∀i∀j pji =

1måßíáé éóïññïðßá Nash. 4



(â2) �éá 2 ðáßê�åò êáé 2 ìç÷áíÝò âñåß�å üëåò �éò éóïññïðßåò Nash(áãíÝò êáé ìéê�Ýò).Ëýóç.(á) ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå ü�é w1 ≥ w2 ≥ w3. ¸ó�ù �ïðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí A üðïõ Á(1) = Ì1 êáé A(2) = A(3) =M2. Èá äåßîïõìå ü�é �ï A åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash. Ïé ùöÝëåéåò �ùíðáéê�þí ó�ï ðåñßãñáììá A åßíáé:u1(A) = −w1u2(A) = −w2 − w3u3(A) = −w2 − w3 :¸ó�ù ü�é ï ðáßê�çò 1 áëëÜæåé ó�ñá�çãéêÞ êáé åðéëÝãåé �ç ìç÷áíÞ M2.¸ó�ù (Ì2; Á−1) �ï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí ðïõ ðñïêýð�åé. Ó�ïíÝï áõ�ü ðåñßãñáììá êáé ïé �ñåéò ðáßê�åò åðéëÝãïõí �çí ßäéá ìç÷áíÞ Ì2,åðïìÝíùò ç ùöÝëåéá �ïõ ðáßê�ç 1 ãßíå�áéu1(M2; A−1) = −w1 − w2 − w3 < −w1 = u1(A):¸ó�ù ü�é ï ðáßê�çò 2 áëëÜæåé ó�ñá�çãéêÞ êáé åðéëÝãåé �ç ìç÷áíÞ M1.¸ó�ù (Ì1; Á−2) �ï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí ðïõ ðñïêýð�åé. Ó�ïíÝï áõ�ü ðåñßãñáììá ç ùöÝëåéá �ïõ ðáßê�ç 2 ãßíå�áéu2(M1; A−2) = −w2 − w1 ≤ −w2 − w3 = u2(A):¸ó�ù ü�é ï ðáßê�çò 3 áëëÜæåé ó�ñá�çãéêÞ êáé åðéëÝãåé �ç ìç÷áíÞ M1.¸ó�ù (Ì1; Á−3) �ï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí ðïõ ðñïêýð�åé. Ó�ïíÝï áõ�ü ðåñßãñáììá ç ùöÝëåéá �ïõ ðáßê�ç 3 ãßíå�áéu3(M1; A−3) = −w3 − w1 ≤ −w3 − w2 = u3(A):ÅðïìÝíùò äåí õðÜñ÷åé ðáßê�çò ðïõ íá Ý÷åé óõìöÝñïí íá áðïêëßíåé ìï-íïìåñþò áðü �ï ðåñßãñáììá Á, Üñá �ï Á åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash.5



(â1) Áñêåß íá äåßîïõìå ü�é, ãéá êÜèå ðáßê�ç i, �ï åãùéó�éêü êüó�ïò �ji åßíáé�ï ßäéï ãéá êÜèå ìç÷áíÞ Mj ∈ M . �ñÜãìá�é, ãéá êÜèå ãéá êÜèå ìç÷áíÞMj, �ji = wi + ∑k 6=i wk 1m = wi + 1m ∑k 6=i wk:(â2) Ó�çí ðåñßð�ùóç 2 ðáéê�þí êáé 2 ìç÷áíþí, ç ó�ñá�çãéêÞ (êáíïíéêÞ)ìïñöÞ �ïõ ðáéãíßïõ äßíå�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù äéðßíáêá:M1 M2M1 −w1 − w2, −w1 − w2 −w1, −w2M2 −w1, −w2 −w1 − w2, −w1 − w2ÁãíÝò éóïññïðßåò. Ôï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (M1;M1) äåíåßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash, áöïý óõìöÝñåé ð.÷. �ïí ðáßê�ç 1 íá ðñï�é-ìÞóåé �çí áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ M2 þó�å íá Ý÷åé ùöÝëåéá −w1 > −w1 −w2.¼ìïéá áðïäåéêíýå�áé ü�é êáé �ï (M2;M2) äåí åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash.Áí�éèÝ�ùò, åýêïëá ðáñá�çñïýìå ü�é �ï ðåñßãñáììá (M1;M2) åßíáé áãíÞéóïññïðßá Nash, áöïýu1(M1;M2) = −w1 > −w1 − w2 = u1(M2;M2)êáé u2(M1;M2) = −w2 > −w1 − w2 = u2(M1;M1):¼ìïéá áðïäåéêíýå�áé ü�é êáé �ï (M2;M1) åßíáé åðßóçò áãíÞ éóïññïðßáNash.Ìéê�Ýò éóïññïðßåò. Óå ìéá ìéê�Þ éóïññïðßá, �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíáò ðáßê�çòåðéëÝãåé êáé �éò 2 ìç÷áíÝò ìå áõó�çñÜ èå�éêÞ ðéèáíü�ç�á. ¸ó�ù p çìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ �ïõ ðáßê�ç 1 ó�çí ïðïßá åðéëÝãåé ìå ðéèáíü�ç�á p �çìç÷áíÞ M1 (Üñá ìå ðéèáíü�ç�á 1− p åðéëÝãåé �çí M2) êáé Ýó�ù ü�é q çìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ �ïõ ðáßê�ç 2 ó�çí ïðïßá åðéëÝãåé ìå ðéèáíü�ç�á q �çìç÷áíÞ M1 (Üñá ìå ðéèáíü�ç�á 1 − q åðéëÝãåé �çí M2).¸ó�ù ü�é ìüíï Ýíáò ðáßê�çò, ð.÷. ï 1, åðéëÝãåé êáé �éò 2 ìç÷áíÝò ìåáõó�çñÜ èå�éêÞ ðéèáíü�ç�á. Ôü�å ï ðáßê�çò 2 åðéëÝãåé ìå ðéèáíü�ç�á 16



�ç ìç÷áíÞ M̂ ∈ {M1;M2}. �éá íá Ý÷ïõìå éóïññïðßá Nash ðñÝðåéu1(M1; M̂) = u1(M2; M̂)Þ éóïäýíáìá −w1 = −w1 − w2, Ü�ïðï. ¼ìïéá áðïäåéêíýå�áé ü�é äåíõðÜñ÷åé ìéê�Þ éóïññïðßá üðïõ ìüíï ï ðáßê�çò 2 åðéëÝãåé êáé �éò 2 ìç÷á-íÝò ìå áõó�çñÜ èå�éêÞ ðéèáíü�ç�á.ÅðïìÝíùò ìÝíåé íá åîå�Üóïõìå �çí ðåñßð�ùóç üðïõ 0 < p < 1 êáé
0 < q < 1 (ïðü�å êÜèå ðáßê�çò åðéëÝãåé êáé �éò äýï ìç÷áíÝò ìå áõó�çñÜèå�éêÞ ðéèáíü�ç�á). �éá íá Ý÷ïõìå éóïññïðßá Nash, ðñÝðåé íá éó÷ýåééóïäýíáìá: u1(M1;q) = u1(M2;q)

(−w1 − w2)q − w1(1 − q) = −w1q + (−w1 − w2)(1 − q)q =
1

2êáé u2(M1;p) = u2(M2;p)

(−w1 − w2)p− w2(1 − p) = −w2p+ (−w1 − w2)(1 − p)p =
1

2
:¢ñá ç ìïíáäéêÞ ìéê�Þ éóïññïðßá åßíáé ç (p;q) üðïõ p = q = 1

2
.

�
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¢óêçóç 3 ¸íá Ýãêëçìá Ý÷åé n ìÜñ�õñåò (ðáßê�åò). ÊÜèå ðáßê�çò Ý÷åéêÝñäïò u áí ç áó�õíïìßá åéäïðïéçèåß (ìÝóù �çëåöþíïõ) áëëÜ Ý÷åé êüó�ïò 
(u > 
 > 0) áí ï ßäéïò �çëåöùíÞóåé. ÄçëáäÞ ï êÜèå ðáßê�çò Ý÷åé 2 áãíÝòó�ñá�çãéêÝò (�çëåöùíþ, ü÷é). Ç óõíÜñ�çóç �ùí payo�s ãéá �ïí ðáßê�ç iäßíåé 0 ó�ï pro�le üðïõ êáíåßò äåí êáëåß, äßíåé u − 
 óå êÜèå pro�le ó�ïïðïßï ï i êáëåß êáé äßíåé u ó�ï êÜèå pro�le üðïõ �ïõëÜ÷éó�ïí êÜðïéïò êáëåßáëëÜ ï ðáßê�çò i äåí êáëåß. Åðßóçò, ç óõíÜñ�çóç �ùí payo�s åßíáé ç ßäéáãéá üëïõò.Ïñéóìüò: Ìéá éóïññïðßá Nash êáëåß�áé óõììå�ñéêÞ áí ï êÜèå ðáßê�çòó�çí éóïññïðßá Ý÷åé �çí ßäéá (áãíÞ Þ ìéê�Þ) ó�ñá�çãéêÞ.(á) Äåßî�å ü�é �ï ðáßãíéï äåí Ý÷åé áãíÞ óõììå�ñéêÞ éóïññïðßá Nash.(â) Äåßî�å ü�é �ï ðáßãíéï Ý÷åé ìßáí êáé ìüíï ìéê�Þ óõììå�ñéêÞ éóïññïðßáNash, E.(ã) Âñåß�å �éò ðéèáíü�ç�åò �çò Å.(ä) Äåßî�å ü�é, ó�çí Å, ç ðéèáíü�ç�á êáíåßò íá ìçí �çëåöùíÞóåé áõîÜíåéü�áí �ï n áõîÜíåé.Ëýóç.Óõìâïëßæïõìå ìå T �çí áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ \�çëåöùíþ" êáé ìå ∆ �çí áãíÞó�ñá�çãéêÞ \äåí �çëåöùíþ".(á) ÕðÜñ÷ïõí äýï äõíá�Ýò áãíÝò óõììå�ñéêÝò éóïññïðßåò Nash: �ï ðåñß-ãñáììá (T; T; : : : ; T ) êáé �ï ðåñßãñáììá (∆;∆; : : : ;∆).{ ¸ó�ù ü�é �ï ðåñßãñáììá (T; T; : : : ; T ) åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash.¸ó�ù (∆; T−i) �ï ðåñßãñáììá üðïõ ï ðáßê�çò i äåí �çëåöùíåß êáéüëïé ïé Üëëïé �çëåöùíïýí. Ôü�åui(T; T; : : : ; T ) = u− 
 < u = ui(∆; T−i);Ü�ïðï, áöïý õðïèÝóáìå ü�é �ï (T; T; : : : ; T ) åßíáé áãíÞ éóïññïðßáNash. 8



{ ¸ó�ù ü�é �ï ðåñßãñáììá (∆;∆; : : : ;∆) åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash.¸ó�ù (T;∆−i) �ï ðåñßãñáììá üðïõ ï ðáßê�çò i �çëåöùíåß êáé üëïéïé Üëëïé äåí �çëåöùíïýí. Ôü�åui(∆;∆; : : : ;∆) = 0 < u− 
 = ui(T;∆−i);Ü�ïðï, áöïý õðïèÝóáìå ü�é �ï (∆;∆; : : : ;∆) åßíáé áãíÞ éóïññïðßáNash.ÅðïìÝíùò �ï ðáßãíéï äåí Ý÷åé áãíÞ óõììå�ñéêÞ éóïññïðßá Nash.(â){(ã) Óå ìéá ìéê�Þ óõììå�ñéêÞ éóïññïðßá Nash �, êÜèå ðáßê�çò äåí �çëåöùíåßìå ðéèáíü�ç�á p êáé �çëåöùíåß ìå ðéèáíü�ç�á 1 − p, äçëáäÞ �i(∆) = pêáé �i(T ) = 1 − p ãéá êÜèå ðáßê�ç i. Åßíáéui(T; �−i) = u− 
 êáéui(∆; �−i) = 0 · Pr{üëïé ïé õðüëïéðïé ðáßê�åò åðéëÝãïõí ∆}

+u · (1 − Pr{üëïé ïé õðüëïéðïé ðáßê�åò åðéëÝãïõí ∆})

= u(1 − pn−1):�éá íá åßíáé �ï � óõììå�ñéêÞ ìéê�Þ éóïññïðßá Nash, áñêåßui(T; �−i) = ui(∆; �−i):�éá íá åßíáé �ï � ç ìïíáäéêÞ óõììå�ñéêÞ éóïññïðßá Nash, áñêåß ç ðá-ñáðÜíù åîßóùóç íá Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ó�ï (0; 1). �ñÜãìá�é, éó÷ýåééóïäýíáìá: ui(T; �−i) = ui(∆; �−i)u− 
 = u(1 − pn−1)pn−1 =

up =
( 
u)

1n−1 :¢ñá �ï ðåñßãñáììá � üðïõ êÜèå ðáßê�çò �çëåöùíåß ìå ðéèáíü�ç�á 1−pêáé äåí �çëåöùíåß ìå ðéèáíü�ç�á p åßíáé ç ìïíáäéêÞ ìéê�Þ óõììå�ñéêÞéóïññïðßá Nash. 9



(ä) Ç ðéèáíü�ç�á üëïé ïé ðáßê�åò íá ìçí �çëåöùíÞóïõí åßíáé
Pr{üëïé ïé ðáßê�åò åðéëÝãïõí ∆} = pn =

( 
u)
nn−1 :Åýêïëá áðïäåéêíýå�áé ü�é �ï nn−1

ìåéþíå�áé ü�áí �ï n áõîÜíåé, êáé åðåéäÞ
u < 1, ðñïêýð�åé ü�é ç ðáñáðÜíù ðéèáíü�ç�á áõîÜíåé ü�áí �ï n áõîÜíåé.
�

10



¢óêçóç 4 Íá áðïäåßîå�å ü�é ìßá ìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ �i åßíáé âÝë�éó�ç áí�ß-äñáóç (best response) óå ìßá åê�ßìçóç �i áí êáé ìüíïí áí êÜèå áãíÞ (pure)ó�ñá�çãéêÞ ó�ï ó�Þñéãìá (support) �çò �i (äçëáäÞ ó�ï óýíïëï �ùí áãíþíó�ñá�çãéêþí �ïõ ðáßê�ç i ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíü�ç�á ó�ç �i) åßíáé âÝë�éó�çáí�ßäñáóç ó�çí ßäéá åê�ßìçóç �i.Ëýóç.¸ó�ù ü�é ç ìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ �i ∈ ∆(Ci) åßíáé âÝë�éó�ç áí�ßäñáóç ó�çíåê�ßìçóç �−i. Ôü�å ui(�i; �−i) ≥ ui(si; �−i) ∀si ∈ Ci (1)êáé åðïìÝíùò ui(�i; �−i) ≥ maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i)
∑si∈Ci �i(si)ui(si; �−i) ≥ maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i) :¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé s′i ìå �i(s′i) > 0 �Ý�ïéá þó�åui(s′i; �−i) < maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i) :Ôü�å �i(s′i)ui(s′i; �−i) < �i(s′i) maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i)êáé

∑si∈Ci �i(si)ui(si; �−i) =
∑si∈Ci;si 6=s′i �i(si)ui(si; �−i) + �i(s′i)ui(s′i; �−i)

≤
∑si∈Ci;si 6=s′i �i(si) maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i) + �i(s′i)ui(s′i; �−i)

= (1 − �i(s′i)) maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i) + �i(s′i)ui(s′i; �−i)< (1 − �i(s′i)) maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i) + �i(s′i) maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i)
= maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i) ;11



Ü�ïðï. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ s′i ∈ Ci �Ý�ïéá þó�å �i(s′i) > 0éó÷ýåé éóïäýíáìá ü�éui(s′i; �−i) = maxs∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i)ui(s′i; �−i) ≥ ui(si; �−i) ∀si ∈ Ci ;Üñá êÜèå áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ s′i ∈ Ci �Ý�ïéá þó�å �i(s′i) > 0 åßíáé âÝë�éó�çáí�ßäñáóç ó�çí åê�ßìçóç �−i.¸ó�ù �þñá ü�é ãéá êÜèå áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ s∗i ∈ Ci �Ý�ïéá þó�å �i(s∗i ) > 0éó÷ýåé ü�é ç s∗i åßíáé âÝë�éó�ç áí�ßäñáóç ó�çí åê�ßìçóç �−i, äçëáäÞui(s∗i ; �−i) ≥ ui(si; �−i) ∀si ∈ Ci:ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå s∗i ∈ Ci �Ý�ïéá þó�å �i(s∗i ) > 0 éó÷ýåé ü�éui(s∗i ; �−i)�i(s∗i ) ≥ ui(si; �−i)�i(s∗i ) ∀si ∈ Ci:�áñá�çñÞó�å ü�é ç �åëåõ�áßá ó÷Ýóç éó÷ýåé (ìå éóü�ç�á) êáé ãéá �éò áãíÝòó�ñá�çãéêÝò s∗i ìå �i(s∗i ) = 0. ÅðïìÝíùò áèñïßæïõìå �çí �åëåõ�áßá ó÷Ýóç ãéáüëåò �éò ó�ñá�çãéêÝò s∗i ∈ Ci êáé Ý÷ïõìå éóïäýíáìá:
∑s∗i∈Ci ui(s∗i ; �−i)�i(s∗i ) ≥

∑s∗i∈Ci ui(si; �−i)�i(s∗i ) ∀si ∈ Ciui(�i; �−i) ≥ ui(si; �−i) ∀si ∈ CiåðïìÝíùò ç �i åßíáé âÝë�éó�ç áí�ßäñáóç ó�çí åê�ßìçóç �−i. �

12



¢óêçóç 5 ÈåùñÞó�å �á áêüëïõèá äýï ðáßãíéá óå åê�á�éêÞ ìïñöÞ:
A

C
B

x

y

x’

y’

1

2

2

(3,0)

(0,3)

(0,3)

(3,0)
(1,1)

A

C
B

x

y

x

y

1

2

2

(3,0)

(0,3)

(0,3)

(3,0)
(1,1)�áßãíéï �1 �áßãíéï �2Óå ðïéü (ðïéÜ) áðü �á äýï ðáßãíéá åßíáé ç C êõñéáñ÷ïýìåíç ó�ñá�çãéêÞ ãéá�ïí ðáßê�ç 1; ÄéêáéïëïãÞó�å áõó�çñÜ (êáé óýí�ïìá) �çí áðÜí�çóÞ óáò.Õðåíèýìéóç: Ï óõí�ïìü�åñïò �ñüðïò ãéá íá äåßîïõìå ü�é ìßá ó�ñá�çãéêÞ äåíåßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç åßíáé íá áðïäåßîïõìå ü�é åßíáé âÝë�éó�ç áí�ßäñáóç óåìßá åê�ßìçóç. Áðåíáí�ßáò, ãéá íá äåßîïõìå ü�é åßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç, áñêåßíá âñïýìå ìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ ðïõ êõñéáñ÷åß åðß áõ�Þò.Ëýóç.Ç ó�ñá�çãéêÞ (êáíïíéêÞ) ìïñöÞ �ïõ ðáéãíßïõ �1 äßíå�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ùäéðßíáêá: xx' xy' yx' yy'C 1,1 1,1 1,1 1,1A 3,0 3,0 0,3 0,3B 0,3 3,0 0,3 3,0¸ó�ù ç åê�ßìçóç � = (0; 0; 1; 0) �ïõ ðáßê�ç 1, äçëáäÞ ç åê�ßìçóç ü�é ïðáßê�çò 2 èá åðéëÝîåé �çí áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ yx'. Ôü�åu1(C; �) = 1 > 0 = u1(A; �) = u1(B; �);åðïìÝíùò ç C åßíáé âÝë�éó�ç áí�ßäñáóç ãéá �ïí ðáßê�ç 1 ó�çí åê�ßìçóç �,ïðü�å ç C äåí åßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç ó�ï ðáßãíéï �1.Ç ó�ñá�çãéêÞ (êáíïíéêÞ) ìïñöÞ �ïõ ðáéãíßïõ �2 äßíå�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ùäéðßíáêá: 13



x yC 1,1 1,1A 3,0 0,3B 0,3 3,0¸ó�ù ç ìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ �1 ãéá �ïí ðáßê�ç 1, üðïõ �1(A) = �1(B) = 1
2
êáé�1(C) = 0. Ôü�å, ãéá êÜèå s2 ∈ {x, y},u1(C; s2) = 1 < 1:5 = u1(�1; s2);äçëáäÞ ç �1 êõñéáñ÷åß åðß �çò C êáé åðïìÝíùò ç C åßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç ó�ïðáßãíéï �2. �

14



¢óêçóç 6 �ïéÜ (ðïéÝò) áðü �éò äýï ðáñáêÜ�ù áíéóü�ç�åò éó÷ýåé (éó÷ýïõí)ãéá êÜèå ðáßãíéï ìçäåíéêïý áèñïßóìá�ïò ìå óýíïëá áãíþí ó�ñá�çãéêþí ãéá�ïõò ðáßê�åò 1, 2 �á C1; C2 êáé óõíáñ�Þóåéò ùöÝëåéáò u1; u2 áí�ßó�ïé÷á;
maxx∈C1

miny∈C2

u1(x; y) ≤ miny∈C2

maxx∈C1

u1(x; y) (2)
miny∈C2

maxx∈C1

u1(x; y) ≤ maxx∈C1

miny∈C2

u1(x; y) (3)Íá áðïäåßîå�å áõó�çñÜ (êáé óýí�ïìá) üðïéá �õ÷üí éó÷ýåé êáé íá äþóå�åáí�éðáñÜäåéãìá ãéá üðïéá �õ÷üí äåí éó÷ýåé.Ëýóç.�éá êÜèå x′ ∈ C1 êáé ãéá êÜèå y′ ∈ C2 ðñïöáíþò éó÷ýïõí ïé åðüìåíåò äýïáíéóü�ç�åò:
miny∈C2

u1(x′; y) ≤ u1(x′; y′)
maxx∈C1

u1(x; y′) ≥ u1(x′; y′)êáé åðïìÝíùò
miny∈C2

u1(x′; y) ≤ maxx∈C1

u1(x; y′) ∀x′ ∈ C1; ∀y′ ∈ C2Üñá êáé
maxx∈C1

miny∈C2

u1(x; y) ≤ miny∈C2

maxx∈C1

u1(x; y) :ÅðïìÝíùò ç áíéóü�ç�á (2) éó÷ýåé.Áí�éèÝ�ùò, ç áíéóü�ç�á (3) äåí éó÷ýåé. ÈåùñÞó�å �ï ðáßãíéï \�áßñéáóìáíïìéóìÜ�ùí": Ê �Ê 1,-1 -1,1� -1,1 1,-1�éá �ï ðáßãíéï áõ�ü,
maxx∈C1

miny∈C2

u1(x; y) = −1 < 1 = miny∈C2

maxx∈C1

u1(x; y):
�15



¢óêçóç 7 ¸ó�ù Γ Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáßãíéï ìå óýíïëï ðáéê�þí {1; : : : ; n}.(á) Íá ïñßóå�å ðñïóåê�éêÜ �çí Ýííïéá �çò êõñéáñ÷ïýìåíçò áãíÞò ó�ñá�ç-ãéêÞò ãéá �ïí ðáßê�ç 1.(â) Áëçèåýåé ü�é êÜèå ðáßê�çò Ý÷åé ìßá êõñéáñ÷ïýìåíç áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ;ÅÜí íáé áðïäåßî�å �ï ðñïóåê�éêÜ, åÜí ü÷é äþó�å óõãêåêñéìÝíï áí�é-ðáñÜäåéãìá.Ëýóç.(á) ¸ó�ù �ï ðáßãíéï Γ = 〈N; (Ci)i∈N ; (ui)i∈N〉 üðïõ N = {1; : : : ; n} åßíáé�ï óýíïëï �ùí ðáéê�þí, Ci åßíáé �ï óýíïëï áãíþí ó�ñá�çãéêþí �ïõðáßê�ç i ∈ N êáé ui : ×nj=1Cj → R åßíáé ç óõíÜñ�çóç ùöÝëåéáò �ïõðáßê�ç i ∈ N . Ìßá áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ si ∈ Ci êáëåß�áé êõñéáñ÷ïýìåíç(dominated) áí õðÜñ÷åé ìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ ç ïðïßá êõñéáñ÷åß åðß áõ�Þò,äçëáäÞ áí
∃�i ∈ ∆(Ci) �Ý�ïéá þó�å ui(�i; s−i) > ui(si; s−i) ∀s−i ∈ C−i:(â) Äåí áëçèåýåé ü�é êÜèå ðáßê�çò Ý÷åé ìßá êõñéáñ÷ïýìåíç áãíÞ ó�ñá�ç-ãéêÞ. ÈåùñÞó�å �ï ðáßãíéï \�áßñéáóìá íïìéóìÜ�ùí" Γ = 〈N; (C1; C2);

(u1; u2)〉 üðïõ N = {1; 2}, C1 = C2 = {Ê, �} êáé ïé óõíáñ�Þóåéò ùöÝ-ëåéáò u1; u2 äßíïí�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù äéðßíáêá:Ê �Ê 1,-1 -1,1� -1,1 1,-1Èá áðïäåßîïõìå ü�é äåí õðÜñ÷åé êõñéáñ÷ïýìåíç áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ ãéá�ïí ðáßê�ç 1 (ãñáììÝò). ¸ó�ù ïðïéáäÞðï�å ó�ñá�çãéêÞ �1 ∈ ∆(C1)(áãíÞ Þ ìéê�Þ). ÕðïèÝó�å ü�é ç �1 êõñéáñ÷åß åðß �çò áãíÞò ó�ñá�çãéêÞò
16



�. Ôü�å ðñÝðåé (éóïäýíáìá) u1(�1;�) > u1(�;�)

−1 · �1(Ê) + 1 · �1(�) > 1

−1 · �1(Ê) + 1 · (1 − �1(Ê)) > 1�1(Ê) < 0;Ü�ïðï. ¼ìïéá áðïäåéêíýïõìå ü�é ïý�å ç áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ Ê åßíáé êõ-ñéáñ÷ïýìåíç.
�
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¢óêçóç 8 ÈåùñÞó�å �ï ðáñáêÜ�ù äßê�õï.
· · ·s 1 2 n− 2 n− 1 tÔñåéò ðáßê�åò ìå öïñ�ßá w1, w2 êáé w3 áí�ßó�ïé÷á åðéèõìïýí íá äñïìïëï-ãÞóïõí �á öïñ�ßá �ïõò áðü �ïí êüìâï-ðçãÞ s ðñïò �ïí êüìâï-ðñïïñéóìü t.Ç êáèõó�Ýñçóç óå êÜèå áêìÞ éóïý�áé ìå �ï óõíïëéêü öïñ�ßï ðïõ åîõðçñå�åß.Âñåß�å(á) ìßá áãíÞ éóïññïðßá Nash êáé(â) ìßá ðëÞñùò ìéê�Þ éóïññïðßá Nashãéá �ï åðáãüìåíï ðáßãíéï óõìöüñçóçò.Ëýóç.�áñá�çñÞó�å ü�é ó�ï äßê�õï õðÜñ÷ïõí 2n ìïíïðÜ�éá áðü �ïí êüìâï-ðçãÞ sðñïò �ïí êüìâï-ðñïïñéóìü t. ¸ó�ù Π �ï óýíïëï üëùí �ùí s− t ìïíïðá�éþí�ïõ äéê�ýïõ. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�é w1 ≥ w2 ≥ w3.(á) ¸ó�ù h ∈ Π êáé ` ∈ Π �ï åðÜíù êáé �ï êÜ�ù ìïíïðÜ�é �ïõ äéê�ýïõ. Èáäåßîïõìå ü�é �ï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (h; `; `) (äçëáäÞ ü�áí ïðáßê�çò 1 åðéëÝãåé �ï ìïíïðÜ�é h êáé ïé ðáßê�åò 2 êáé 3 �ï ìïíïðÜ�é `)åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash. Ôï êüó�ïò ãéá �ïõò ðáßê�åò 1, 2 êáé 3 ó�ïðåñßãñáììá (h; `; `) åßíáé áí�ßó�ïé÷á�1(h; `; `) = nw1�2(h; `; `) = n(w2 + w3)�3(h; `; `) = n(w2 + w3):�áñá�çñÞó�å �þñá ü�é ïðïéïäÞðï�å ìïíïðÜ�é � 6= h Ý÷åé áêñéâþò kêïéíÝò áêìÝò ìå �ï ìïíïðÜ�é ` êáé n − k êïéíÝò áêìÝò ìå �ï ìïíïðÜ�é18



h, üðïõ k ∈ {1; : : : ; n}. ÅðïìÝíùò�1(�; `; `) = nw1 + k(w2 + w3)

≥ nw1 + w2 + w3> nw1

= �1(h; `; `):¼ìïéá, ïðïéïäÞðï�å ìïíïðÜ�é � 6= ` Ý÷åé áêñéâþò k êïéíÝò áêìÝò ìå �ïìïíïðÜ�é h êáé n−k êïéíÝò áêìÝò ìå �ï ìïíïðÜ�é `, üðïõ k ∈ {1; : : : ; n}.ÅðïìÝíùò �2(h; �; `) = nw2 + kw1 + (n− k)w3

= nw2 + nw3 + k(w1 − w3)

≥ n(w2 + w3)

= �2(h; `; `):êáé �3(h; `; �) = nw3 + kw1 + (n− k)w2

= nw3 + nw2 + k(w1 − w2)

≥ n(w2 + w3)

= �3(h; `; `):Äåßîáìå ëïéðüí ü�é�1(h; `; `) ≤ �1(�; `; `) ∀� ∈ Π�2(h; `; `) ≤ �2(h; �; `) ∀� ∈ Π�3(h; `; `) ≤ �3(h; `; �) ∀� ∈ ΠåðïìÝíùò �ï ðåñßãñáììá (h; `; `) åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash.(â) Óå ìéá ðëÞñùò ìéê�Þ éóïññïðßá Nash êÜèå ðáßê�çò åðéëÝãåé êÜèå ìïíï-ðÜ�é ìå áõó�çñÜ èå�éêÞ ðéèáíü�ç�á. ¸ó�ù ü�é êÜèå ðáßê�çò i ∈ {1; 2; 3}åðéëÝãåé ìå ðéèáíü�ç�á 1
2n �ï ìïíïðÜ�é �, ãéá êÜèå � ∈ Π. Óõìâïëßæïõìå19



ìå � �ï ðåñßãñáììá ìéê�þí ó�ñá�çãéêþí ðïõ ðñïêýð�åé (äçë. �i(�) = 1
2nãéá êÜèå ðáßê�ç i êáé ãéá êÜèå ìïíïðÜ�é �). ¸ó�ù e ìéá ïðïéáäÞðï�åáêìÞ �ïõ äéê�ýïõ. �áñá�çñÞó�å ü�é ç e áíÞêåé óå áêñéâþò 2n−1 ìïíï-ðÜ�éá �ïõ äéê�ýïõ, åðïìÝíùò ó�ï ðåñßãñáììá � ï ðáßê�çò i ∈ {1; 2; 3}÷ñçóéìïðïéåß �çí áêìÞ e ìå ðéèáíü�ç�á

∑�:e∈� �i(�) =
∑�:e∈� 1

2n = 2n−1 1

2n =
1

2
:ÅðïìÝíùò �á áíáìåíüìåíá êüó�ç ãéá �ïõò ðáßê�åò 1, 2 êáé 3 óå ïðïéï-äÞðï�å ìïíïðÜ�é � åßíáé áí�ßó�ïé÷á�1(�; �−1) =

∑e∈� w1 +
1

2
w2 +

1

2
w3 = nw1 +

n(w1 + w2)

2�2(�; �−2) =
∑e∈� w2 +

1

2
w1 +

1

2
w3 = nw2 +

n(w1 + w3)

2�3(�; �−3) =
∑e∈� w3 +

1

2
w1 +

1

2
w2 = nw3 +

n(w1 + w2)

2
:ÅðåéäÞ ëïéðüí �ï áíáìåíüìåíï êüó�ïò ãéá �ïí ðáßê�ç i ∈ {1; 2; 3} åßíáé�ï ßäéï óå êÜèå ìïíïðÜ�é êáé êÜèå ìïíïðÜ�é áíÞêåé ó�ï ó�Þñéãìá �ïõðáßê�ç i, �ï ðåñßãñáììá � åßíáé ìéá ðëÞñùò ìéê�Þ éóïññïðßá Nash.

�
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¢óêçóç 9 ¸ó�ù G Ýíá ðáßãíéï óå ó�ñá�çãéêÞ (êáíïíéêÞ) ìïñöÞ ìå ðáßê�åò
{1; 2; : : : ; n} êáé óýíïëá áãíþí (pure) ó�ñá�çãéêþí Si. ¸ó�ù åðßóçò ü�é ∀i =

1; : : : ; n, Di åßíáé �ï óýíïëï �ùí êõñéáñ÷ïýìåíùí ó�ñá�çãéêþí �ïõ ðáßê�ç i.Áëçèåýåé ðÜí�á ü�é �ï ðáßãíéï üðïõ �ï óýíïëï �ùí äõíá�þí ó�ñá�çãéêþíãéá �ïõò ðáßê�åò i = 1; : : : ; n åßíáé ç óõíïëïèåùñç�éêÞ äéáöïñÜ Si\Di äåíðåñéÝ÷åé êõñéáñ÷ïýìåíåò ó�ñá�çãéêÝò; ÄéêáéïëïãÞó�å �çí áðÜí�çóÞ óáò ìåóýí�ïìç áðüäåéîç Þ áí�éðáñÜäåéãìá.Ëýóç.Äåí áëçèåýåé. ÈåùñÞó�å �ï ðáñáêÜ�ù ðáßãíéï äéðßíáêá:L C RT 0 , 8 5 , 6 8 , 9M 2 , 9 6 , 5 5 , 1B -1 , 5 4 , 6 7 , 9 .Èá åîå�Üóïõìå åÜí õðÜñ÷ïõí êõñéáñ÷ïýìåíåò ó�ñá�çãéêÝò ãéá êÜðïéïíðáßê�ç. Ç áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ T åßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç ó�ñá�çãéêÞ ãéá �ïí ðáßê�ç
1 áí êáé ìüíï áí õðÜñ÷åé êÜðïéá ìéê�Þ ó�ñá�çãéêÞ ãéá �ïí ðáßê�ç 1 ç ïðïßáíá �ïõ åîáóöáëßæåé ìåãáëý�åñç ùöÝëåéá áðü �çí T , áíåîÜñ�ç�á áðü �ï �é èáåðéëÝîåé ï äåý�åñïò ðáßê�çò. ÄçëáäÞ ç T åßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç áí êáé ìüíï áíõðÜñ÷åé p ∈ [0; 1] Ý�óé þó�å íá éó÷ýïõí �áõ�ü÷ñïíá

2 · p− 1 · (1 − p) > 0

6 · p+ 4 · p > 5

5 · p+ 7 · (1 − p) > 8 :Åýêïëá áðïäåéêíýå�áé ü�é �ï ðáñáðÜíù óýó�çìá äåí Ý÷åé ëýóç, åðïìÝíùò çT äåí åßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç.Ç ó�ñá�çãéêÞ M åßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç ó�ñá�çãéêÞ ãéá �ïí ðáßê�ç 1 áí êáéìüíï áí õðÜñ÷åé p ∈ [0; 1] Ý�óé þó�å íá éó÷ýïõí �áõ�ü÷ñïíá
0 · p− 1 · (1 − p) > 2

5 · p+ 4 · p > 6

8 · p+ 7 · (1 − p) > 5 :21



Êáé áõ�ü �ï óýó�çìá äåí Ý÷åé ëýóç ó�ï [0; 1], ïðü�å ïý�å ç ó�ñá�çãéêÞ Måßíáé êõñéáñ÷ïýìåíç.Áí�éèÝ�ùò, åýêïëá ðáñá�çñïýìå ü�é ç áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ B êõñéáñ÷åß�áéáðü �çí áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ T . ÅðïìÝíùò (áêïëïõèþí�áò �ï óõìâïëéóìü �çòåêöþíçóçò) D1 = {B}.Ìå �ïí ßäéï �ñüðï ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ü�é ï ðáßê�çò 2 äåí Ý÷åéêõñéáñ÷ïýìåíåò ó�ñá�çãéêÝò, äçëáäÞ D2 = ∅. ÅðïìÝíùò �ï ðáßãíéï üðïõ �ïóýíïëï �ùí äõíá�þí ó�ñá�çãéêþí ãéá �ïí ðáßê�ç 1 åßíáé �ï {T;M} êáé ãéá�ïí ðáßê�ç 2 �ï {L;C;R} ðåñéãñÜöå�áé áðü �ïí ðáñáêÜ�ù äéðßíáêá:L C RT 0 , 8 5 , 6 8 , 9M 2 , 9 6 , 5 5 , 1 .Ó�ï ðáßãíéï áõ�ü üìùò õðÜñ÷åé êáé ðÜëé êõñéáñ÷ïýìåíç ó�ñá�çãéêÞ: ðáñá�ç-ñÞó�å ü�é ç áãíÞ ó�ñá�çãéêÞ C ãéá �ïí ðáßê�ç 2 êõñéáñ÷åß�áé áðü �çí áãíÞó�ñá�çãéêÞ L. �
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¢óêçóç 10 Äßíå�áé �ï ðáñáêÜ�ù ðáßãíéï äéðßíáêá.L C RT 0 , 8 5 , 6 8 , 9M 2 , 9 6 , 5 5 , 1B -1 , 5 4 , 6 7 , 9(1) Âñåß�å, áí õðÜñ÷ïõí, üëåò �éò áãíÝò éóïññïðßåò Nash. ÄéêáéïëïãÞó�å�çí áðÜí�çóÞ óáò.(2) Âñåß�å, áí õðÜñ÷åé, ìßá ìéê�Þ éóïññïðßá Nash. ÄéêáéïëïãÞó�å �çí áðÜ-í�çóÞ óáò.Ëýóç.Êá�ñ÷Þí ðáñá�çñÞó�å ü�é, óýìöùíá ìå �ç ëýóç �çò ¢óêçóçò 9, ìðïñïýìå íáäéáãñÜøïõìå �éò ó�ñá�çãéêÝò B êáé C �ùí ðáéê�þí 1 êáé 2 áí�ßó�ïé÷á êáéáñêåß íá ìåëå�Þóïõìå �éò éóïññïðßåò Nash ó�ï ðáßãíéï ðïõ ðñïêýð�åé:L RT 0 , 8 8 , 9M 2 , 9 5 , 1(á) Ôï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (T; L) äåí åßíáé áãíÞ éóïññïðßáNash, êáèþò u1(T; L) = 0 < 8 = u1(T;R).Ôï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (T;R) åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash,êáèþò u1(T;R) = 8 > 5 = u1(M;R) êáé u2(T;R) = 9 > 8 = u2(T; L).Ôï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (M;L) åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash,êáèþò u1(M;L) = 2 > 0 = u1(T; L) êáé u2(M;L) = 9 > 1 = u2(M;R).Ôï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (M;R) äåí åßíáé áãíÞ éóïññïðßáNash, êáèþò u1(M;R) = 5 < 8 = u1(T;R).(â) ¸ó�ù �ï ðåñßãñáììá ìéê�þí ó�ñá�çãéêþí � üðïõ ï ðáßê�çò 1 åðéëÝãåé�çí T ìå ðéèáíü�ç�á �1(T ) = p > 0 êáé �çí M ìå ðéèáíü�ç�á �1(M) =

1 − p > 0, êáé ï ðáßê�çò 2 åðéëÝãåé �çí L ìå ðéèáíü�ç�á �2(L) = q > 023



êáé �çí R ìå ðéèáíü�ç�á �2(R) = 1− q > 0. Ôï � åßíáé ìéê�Þ éóïññïðßáNash áí êáé ìüíï áí éó÷ýïõí �áõ�ü÷ñïíáu1(T; �2) = u1(M;�2)u2(L; �1) = u2(R; �2)Þ éóïäýíáìá
0 · q + 8 · (1 − q) = 2 · q + 5 · (1 − q)
8 · p+ 9 · (1 − p) = 9 · p+ 1 · (1 − p) :Ôï ðáñáðÜíù óýó�çìá åîéóþóåùí Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç �çí q = 3=5,p = 8=9. ¢ñá (ãéá áõ�Ýò �éò �éìÝò �ùí p êáé q) �ï ðåñßãñáììá ìéê�þíó�ñá�çãéêþí � åßíáé ìéá ìéê�Þ éóïññïðßá Nash �ïõ ðáéãíßïõ.

�
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¢óêçóç 11 Äßäå�áé �ï ðáñáêÜ�ù s− t äßê�õï ìå êïñõöÝò s; a; b; 
; d; t êáéêá�åõèõíüìåíá ìïíïðÜ�éá sabt; s
dt; sadt êáé sab
dt.
s

a

c

b

d

t

Ôñåéò ÷ñÞó�åò 1, 2 êáé 3 åðéèõìïýí íá äñïìïëïãÞóïõí �á öïñ�ßá �ïõò, ìå-ãÝèïõò w1 = 10, w2 = 5 êáé w3 = 1 áí�ßó�ïé÷á, áðü �çí ðçãÞ s ðñïò �ïíðñïïñéóìü t. Ôï êüó�ïò ãéá êÜèå ÷ñÞó�ç éóïý�áé ìå �ï óõíïëéêü öïñ�ßï ó�ïìïíïðÜ�é ðïõ åðéëÝãåé. Âñåß�å ìéá áãíÞ éóïññïðßá Nash ãéá �ï óýó�çìá êáéäéêáéïëïãÞó�å ãéá�ß åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash.Ëýóç.Ó�ï äßê�õï õðÜñ÷ïõí óõíïëéêÜ 4 ìïíïðÜ�éá áðü �çí ðçãÞ s ðñïò �ïí ðñïïñé-óìü t êáé óõãêåêñéìÝíá �á�1 = s → a → b → t�2 = s → a → d→ t�3 = s → a → b → 
 → d → t�4 = s → 
 → d→ t :Óõìâïëßæïõìå ìå �i(p1; p2; p3) �ï êüó�ïò ãéá �ï ÷ñÞó�ç i ∈ {1; 2; 3} ó�ïðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (p1; p2; p3).Èá áðïäåßîïõìå ü�é �ï ðåñßãñáììá áãíþí ó�ñá�çãéêþí (�1; �4; �4), üðïõï ÷ñÞó�çò 1 åðéëÝãåé �ï ìïíïðÜ�é �1 åíþ ïé ÷ñÞó�åò 2 êáé 3 åðéëÝãïõí �ï�4 åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash. Ôá êüó�ç �ùí ÷ñçó�þí ó�ï ðåñßãñáììá áõ�ü
25



åßíáé �1(�1; �4; �4) = 3w1 = 30�2(�1; �4; �4) = 3(w2 + w3) = 18�3(�1; �4; �4) = 3(w2 + w3) = 18 :Èá áðïäåßîïõìå ü�é äåí õðÜñ÷åé ðáßê�çò ðïõ íá ìðïñåß íá ìåéþóåé �ï êüó�ïò�ïõ áí áëëÜîåé ìïíïðÜ�é. �ñÜãìá�é,�1(�2; �4; �4) = 3w1 + w2 + w3 = 36 > �1(�1; �4; �4)�1(�3; �4; �4) = 5w1 + 2w2 + 2w3 = 62 > �1(�1; �4; �4)�1(�4; �4; �4) = 3w1 + 3w2 + 3w3 = 48 > �1(�1; �4; �4)�2(�1; �1; �4) = 3w1 + 3w2 = 45 > �2(�1; �4; �4)�2(�1; �2; �4) = w1 + 3w2 + w3 = 26 > �2(�1; �4; �4)�2(�1; �3; �4) = 5w2 + 2w1 + 2w3 = 47 > �2(�1; �4; �4)�3(�1; �4; �1) = 3w1 + 3w3 = 33 > �3(�1; �4; �4)�3(�1; �4; �2) = w1 + 3w3 + w2 = 18 = �3(�1; �4; �4)�3(�1; �4; �3) = 5w3 + 2w1 + 2w2 = 35 > �3(�1; �4; �4) ;Üñá �ï (�1; �4; �4) åßíáé áãíÞ éóïññïðßá Nash. �
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