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Kef�laio 1D�ktua Epexergast¸n1.1 D�ktua stajer¸n sundèsewnTa probl mata pou parousi�zontai sth sunèqeia apoteloÔn endeiktik�parade�gmata par�llhlou upologismoÔ se d�ktua stajer¸n sundèsewn (fixed
connection networks). Se tètoia d�ktua, k�je epexergast 
 diajètei topikìprìgramma elègqou (local control) sqetik� aplì, qamhl 
 poluplokìthta
kai mpore� na apojhkeÔsei topik�, mikr  posìthta dedomènwn (local storage).Se k�je qronik  mon�da, èna
 epexergast 
:

• dèqetai dedomèna eisìdou,
• epitele� leitourg�e
 pou or�zontai apì to topikì tou prìgramma p�nw sededomèna eisìdou kai dedomèna pou èqei apojhkeumèna,
• ex�gei apotelèsmata pro
 tou
 geitonikoÔ
 tou epexergastè
 kai
• anane¸nei ì,ti up�rqei apojhkeumèno sthn topik  tou mn mh.H Ôparxh kajolikoÔ rologioÔ (global clock) exasfal�zei to sugqronismì,opìte ìloi oi epexergastè
 tou diktÔou ekteloÔn thn parap�nw akolouj�aleitourgi¸n tautìqrona. Ta grammik� plègmata epexergast¸n (Sq ma 1.1)kai ta dèntra (Sq ma 1.2) apoteloÔn ta aploÔstera parade�gmata tètoiwndiktÔwn.1.2 Apìdosh par�llhlwn algor�jmwnH apìdosh enì
 algor�jmou metriètai me tou
 akìloujou
 trìpou
:5



6 KEF�ALAIO 1. D�IKTUA EPEXERGAST�WN
Sq ma 1.1: Grammikì plègma 5 epexergast¸n.

Sq ma 1.2: Dèndro 7 epexergast¸n.1. Upolog�zoume to pìso pio gr gora leitourge� o par�llhlo
 algìrijmo
se sqèsh me to grhgorìtero akoloujiakì  , se k�poie
 peript¸sei
, sesqèsh me k�poio sugkekrimèno seiriakì algìrijmo. O ant�stoiqo
 ìro
pou ma
 endiafèrei, lègetai epit�qunsh (speed up) S. E�nai:
S =

Γ

Tìpou Γ o qrìno
 ektèlesh
 tou grhgorìterou akoloujiakoÔ algor�jmoukai T o qrìno
 ektèlesh
 tou par�llhlou algor�jmou.Oi par�llhloi algìrijmoi pou anaptÔssontai prèpei na èqoun ìso todunatì megalÔterh epit�qunsh. To bèltisto e�nai èna
 par�llhlo
 al-gìrijmo
 na petuqa�nei grammik  epit�qunsh (linear speedup), dhlad an qrhsimopoioÔntai P epexergastè
, o par�llhlo
 algìrijmo
 na trè-qei P forè
 pio gr gora apì ton akoloujiakì. Prèpei na anaferje�ìti kanèna
 par�llhlo
 algìrijmo
 de mpore� na petÔqei epit�qunshmegalÔterh apì ton arijmì twn epexergast¸n (S ≤ P ). H apìdeixhaf netai san �skhsh.2. Metr�me to èrgo W pou par�qjhke apì ton par�llhlo algìrijmo,dhlad  th sunolik  epexergastik  isqÔ pou qrei�sjhke o algìrijmo
  



1.3. PERIGRAF�H PAR�ALLHLWN ALG�ORIJMWN 7aploÔstera, pìsoi epexergastè
 e�te den èkanan t�pota e�te èkanan mhqr simo èrgo kat� th di�rkeia tou upologismoÔ. O orismì
 tou èrgou
W e�nai

W = TPìpou T o qrìno
 ektèlesh
 tou par�llhlou algor�jmou kai P o arijmì
twn epexergast¸n. Ep�sh
, to èrgo mpore� na ekfraste� kai w
 ex 
:
W = N1 + N2 + ... + Ntìpou Ni o arijmì
 twn epexergast¸n pou e�nai energo�, dhlad  ekteloÔnk�poia qr simh leitourg�a, kat� th di�rkeia tou i�ostoÔ b mato
 enì
algor�jmou pou ektele�tai gia t b mata. H ènnoia tou èrgou mpore� naqrhsimopoihje� gia ton kajorismì th
 apodotikìthta
 (efficiency) me thnopo�a qrhsimopoioÔntai oi epexergastè
 apì ton par�llhlo algìrijmo.Sugkekrimèna, w
 apodotikìthta enì
 par�llhlou algìrijmou or�zetaio lìgo
 tou qrìnou pou qrei�zetai gia na trèxei o grhgorìtero
 akolou-jiakì
 algìrijmo
 pro
 to èrgo tou par�llhlou algìrijmou, dhl.

E =
Γ

W  me b�sh ton orismì tou èrgou
E =

Γ

W
=

Γ

TP
=

S

P
.Oi kalÔteroi par�llhloi algìrijmoi e�nai auto� pou e�nai gr goroi kaiapodotiko�. Dhlad , epijumht� qarakthristik� e�nai:

• T ìso to dunatì mikrìtero kai
• E ìso to dunatì pio kont� sto 1.Autì, ìmw
, e�nai sqetik� dÔskolo na epiteuqje� se pragmatik� probl -mata mia
 kai diaforetiko� par�gonte
 an�loga me thn efarmog  kajistoÔne�te thn taqÔthta e�te thn apìdotikìthta me�zono
 shmas�a
.1.3 Perigraf  par�llhlwn algìrijmwnEqonta
 gnwst� ta parap�nw genik� stoiqe�a sqetik� me par�llhlo upol-ogismì kai par�llhlou
 algìrijmou
, parajètoume sugkekrimèna parade�gma-ta pou lÔnoun probl mata taxinìmhsh
 (sorting) kai sÔgkrish
 (comparison).



8 KEF�ALAIO 1. D�IKTUA EPEXERGAST�WN1.3.1 Taxinìmhsh se grammikì plègmaJewroÔme èna d�ktuo stajer¸n sundèsewn sthn aploÔster  tou morf ,dhl. èna grammikì plègma. K�je eswterikì
 epexergast 
 epikoinwne� me k�-je ge�ton� tou me sundèsei
 duo kateujÔnsewn, en¸ o pr¸to
 qrhsimopoie�taisan shme�o eisìdou/exìdou.To prìblhma: Na taxinomhje� mia l�sta N arijm¸n me qr sh enì
 gram-mikoÔ plègmato
 me N epexergastè
.Algìrijmo
: Parajètoume th seir� leitourgi¸n pou ekteloÔntai se k�jeepexergast  anex�rthta apì th jèsh tou sto plègma. O algìrijmo
 lei-tourge� sti
 akìlouje
 duo f�sei
:Sthn pr¸th f�sh (Sq ma 1.3), k�je epexergast 
:1. pa�rnei dedomèna, (ènan arijmì) apì ton aristerì tou ge�tona,2. sugkr�nei ta dedomèna pou dèqetai me ì,ti èqei apojhkeumèno sthn topik mn mh tou,3. stèlnei sto dexiì ge�tona th megalÔterh tim  pou proèkuye apì thsÔgkrish,4. apojhkeÔei topik� th mikrìterh tim .EÔkola mporoÔme na de�xoume ìti met� apì 2N − 1 b mata o i�ostì
 piomikrì
 arijmì
 br�sketai ston i�ostì epexergast  tou plègmato
 (metr¸nta
apì arister�) (1 ≤ i ≤ N). Skeftìmaste w
 ex 
: O aristerìtero
 epex-ergast 
 exet�zei mia akolouj�a N arijm¸n, krat�ei th mikrìterh tim  kaipern�ei thn upìloiph akolouj�a sta dexi�. Opìte, o epìmeno
 epexergast -
 ektele� ti
 �die
 leitourg�e
, se N − 1 arijmoÔ
. Epagwgik�, o i�ostì
epexergast 
 krat�ei th i�ost  mikrìterh tim  kai pern�ei sto dexiì tou ge�-tona N − i mikrìterou
 arijmoÔ
. H megalÔterh tim  fj�nei sto dexiìteroepexergast  sto b ma 2N − 1 pou e�nai o sunolikì
 qrìno
 th
 f�sh
.Sth deÔterh f�sh, ex�getai h taxinomhmènh akolouj�a twn arijm¸n me sug-kekrimènh seir�. Gia na g�nei autì up�rqoun di�fore
 idèe
/mèjodoi mìno pouden e�nai dunatì na ulopoihjoÔn ìle
 sto plègma   akìma kai an ulopoihjoÔnden e�nai dunatìn na leitourg soun apodotik�. 'Etsi:
• Mìli
 taxinomhjoÔn oi arijmo�, k�je epexergast 
 stèlnei ston aris-terì tou ge�tona ì,ti èqei apojhkeumèno sthn topik  tou mn mh. Omw
den e�nai dunatì na gnwr�zei èna
 eswterikì
 epexergast 
, ek twn
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Sq ma 1.3: H pr¸th f�sh tou paloÔ algìrijmou taxinìmhsh
 se grammikìplègma.protèrwn, pìte èqei oloklhrwje� h eisagwg  th
 akolouj�a
 twn Narijm¸n sto plègma. Gia to skopì autì apaite�tai epiplèon ulikì(hardware), pq. èna
 metrht 
.
• K�je epexergast 
 xèrei th jèsh tou χ1 sto plègma kai metr�ei tonarijmì χ2 twn antikeimènwn pou èqei deqte� san eisìdou
. Otan to�jroism� tou
 g�nei χ1 +χ2 = N +1, o epexergast 
 arq�zei na stèlneidedomèna arister�. Ed¸ an kai den apaite�tai parap�nw ulikì, dapan�taipolÔ
 qrìno
: 4N − 1 b mata.
• O teleuta�o
 epexergast 
 (sta dexi�) èqei thn idiaiterìthta na arq�seina stèlnei dedomèna arister� mìli
 deqte� k�ti san e�sodo. Oi upìloipoiepexergastè
 ìtan pa�rnoun k�ti apì dexi� arq�zoun na stèlnoun aris-ter�.
• K�je epexergast 
 stèlnei dedomèna arister� ìtan den p�irnei �lladedomèna apì ton aristerì tou ge�tona. Me ton trìpo autì, qwr�
epiplèon ulikì, apaitoÔntai mìno 3N − 1 b mata.H epit�qunsh tou parap�nw algor�jmou e�nai S = Θ(logN), to èrgo

W = Θ(N2) kai h apodotikìtht� tou Θ
(

log N
N

). EÔkola parathroÔme ìti



10 KEF�ALAIO 1. D�IKTUA EPEXERGAST�WNgia meg�le
 timè
 tou N , dhlad  ìtan jèloume na sugkr�noume polloÔ
 arij-moÔ
, o parap�nw algìrijmo
 e�nai mh apodotikì
 afoÔ to E e�nai mikrì.E�nai p�nta eÔkolo na metatrape� èna
 algìrijmo
 pou èqei sqediaste� giameg�lo d�ktuo epexergast¸n, se ènan ex�sou apodotikì algìrijmo gia ènamikrìtero d�ktuo tou opo�ou oi epexergastè
 èqoun megalÔterh apojhkeutik ikanìthta.Par�deigma: EÔkola metatrèpetai èna
 par�llhlo
 algìrijmo
 se isodÔ-namo (�dia
 apìdosh
) akoloujiakì.Prosoq : To ant�strofo den isqÔei p�nta. Den up�rqei genikeumènh mè-jodo
 metatrop 
 enì
 akoloujiakoÔ algor�jmou se par�llhlo (se orismène
peript¸sei
 autì e�nai adÔnato).Sun jw
 o arijmì
 twn epexergast¸n pou qrhsimopoioÔntai gia th lÔshenì
 probl mato
 e�nai toul�qisto ìso to mègejo
 tou probl mato
. Sthsunèqeia ja perigrafe� h taxinìmhsh N arijm¸n me qr sh enì
 grammikoÔplègmato
 me ligìterou
 apì N epexergastè
. Ennoia-kleid� e�nai h apo-jhkeutik  dunatìthta twn epexergast¸n sto grammikì plègma (granularity).H qrhsimopo�hsh ligìterwn epexergast¸n sunep�getai thn aÔxhsh th
 apo-jhkeutik 
 tou
 isqÔo
, ìqi ìmw
 apara�thta kai th belt�wsh th
 apìdosh
enì
 par�llhlou algìrijmou pou trèqei se autì to d�ktuo. Opìte, an èqoumena taxinom soume N arijmoÔ
 se èna grammikì plègma P epexergast¸n me
P < N , ja prèpei k�je epexergast 
 na mpore� na apojhkeÔsei toul�qisto
N/P antike�mena.H genik  mèjodo
 gia mia tètoia metatrop  e�nai h ex 
. Estw èna
 algìri-jmo
 sqediasmèno
 gia èna d�ktuo G1 pou apotele�tai apì P1 epexergastè
.Jèloume na metatrèyoume autìn ton algìrijmo ¸ste na trèqei se èna d�ktuo
G2 me ligìterou
 epexergastè
 P2. Monadik  apa�thsh e�nai h ex 
: oi epex-ergastè
 tou diktÔou G2 na èqoun megalÔterh apojhkeutik  dunatìthta apìautoÔ
 tou G1.Prokeimènou na epiteuqje� h parap�nw metatrop , k�je epexergast 
 toudiktÔou G2 exomoi¸nei ⌈P1/P2⌉ epexergastè
 tou diktÔou G1. Me ton trìpoautì eis�getai mia kajustèrhsh ⌈P1/P2⌉ exait�a
 th
 me�wsh
 tou arijmoÔtwn qrhsimopoioÔmenwn epexergast¸n, gegonì
 ìmw
 pou den ephre�zei thnapodotikìthta tou telikoÔ algor�jmou gia to d�ktuo G2 se sqèsh me tonarqikì algìrijmo.Gia na sugkekrimenopoihje� h parap�nw diadikas�a: jewroÔme èna gram-mikì plègma G1 me 12 epexergastè
 kai jèloume na to exomoi¸soume me ènanèo G2 me 3 epexergastè
 (Sq ma 1.4). Tìte, k�je epexergast 
 tou G2
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 epexegastè
 tou G1 kai kat� sunèpeia, k�je b masto G1 isoduname� me 4 b mata sto G2. Dhlad , k�je algìrijmo
 pou trèqeise qrìno T sto G1, apaite� qrìno 4T gia na trèxei sto G2. Genik�, loipìn, m-poroÔme na taxinom soume N arijmoÔ
 se grammikì plègma me P epexergastè
se O(N/P ) b mata (P < N).Sq ma 1.4: Exomo�wsh grammikoÔ plègmato
 12 epexergast¸n G1 mèsw plèg-mato
 3 epexergast¸n G2. K�je b ma tou G1 isoduname� me tèssera b matatou G2 kai k�je algìrijmo
 pou ektele�tai se T b mata sto plègma G1 ek-tele�tai se 4T b mata stp plègma G2.1.3.2 Ena aplì prìblhma taxinìmhsh
Mèqri t¸ra perigr�yame kai analÔsame algìrijmou
 basizìmenoi sto mon-tèlo lèxh
 (word model), dhlad  jewr same ìti pragmatopoie�tai sÔgkrishkai metafor�, se k�je b ma, olìklhrwn lèxewn (akolouji¸n apì yhf�a�
bits). Aut  h praktik , an kai e�nai arket� sunhjismènh, den ende�knutaisthn per�ptwsh pou oi lèxei
 e�nai meg�le
 (apoteloÔntai apì poll� bit-
s) kai apaite�tai na e�nai gnwstì
 o arijmì
 twn hlektronik¸n stoiqe�wn(transistors/gates) pou qrei�zontai gia na kataskeuastoÔn ta kukl¸mata.Se aut  thn par�grafo, ja qrhsimopoi soume thn ènnoia tou bit. Ole
 oileitourg�e
 an�gontai se leitourg�e
 pou pragmatopoioÔntai se bits (montèlo
bit). 'Etsi, gia thn an�lush tou algor�jmou taxinìmhsh
 pou proanafèrjhke,analÔetai o trìpo
 pou g�nontai oi sugkr�sei
 an�mesa sta bits kai ìqi an�mesase lèxei
. Sth sunèqeia, ja parousiastoÔn dÔo mèjodoi pragmatopo�hsh
sugkr�sewn arijm¸n bit–by–bit, pou diafèroun ston tÔpo tou diktÔou pouqrhsimopoie�tai.Me qr sh grammikoÔ plègmato
: JewroÔme dÔo arijmoÔ
 a kai b twn
k bits o kajèna
, me duadikè
 akolouj�e
 a1a2...ak kai b1b2...bk. Oi arijmo�sugkr�nontai bit–by–bit xekin¸nta
 apì ta perissìtero shmantik� bits. Ta
i�ost� bits twn arijm¸n, ai kai bi ant�stoiqa, apojhkeÔontai kai sugkr�nontaisto i�ostì epexergast  tou grammikoÔ plègmato
. Kat� to i�ostì b ma, o
i�ostì
 epexergast 
:

• dèqetai apì ton prohgoÔmenì tou (ton i − 1) mia e�sodo v, pou de�qneipoio
 apì tou
 a1a2...ai−1 kai b1b2...bi−1 e�nai megalÔtero
   an auto�
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• sugkr�nei ta ai kai bi, anane¸nei thn tim  v me b�sh to apotèlesma th
sÔgkrish
 kai stèlnei ston epìmenì epexergast  (ton i + 1) thn tim 

v, de�qnonta
 poio
 apì tou
 a1a2...ai kai b1b2...bi e�nai megalÔtero
(endèqetai na e�nai kai �soi).H prohgoÔmenh diadikas�a epanalamb�netai mèqri na sugkrijoÔn ìla taant�stoiqa bits twn arijm¸n. Sto sq ma 1.5 parousi�zetai h Mèjodo
 1 giatou
 arijmoÔ
 0110 kai 0101.

Sq ma 1.5: SÔgkrish twn arijm¸n 0110 kai 0101 se grammikì plègma me 4epexergastè
.Me qr sh Pl rou
 DuadikoÔ Dèndrou: JewroÔme, p�li, dÔo arijmoÔ

a kai b twn k bits o kajèna
, me duadikè
 akolouj�e
 a1a2...ak kai b1b2...bk.Ta bits twn arijm¸n apojhkeÔontai sta fÔlla enì
 pl rou
 duadikoÔ dèndroukai ta i�ost� bits ai kai bi sugkr�nontai ston i�ostì epexergast  tou diktÔou(fÔllo tou dèndrou). To apotèlesma th
 sÔgkrish
 diad�detai pro
 ta p�nwstou
 eswterikoÔ
 kìmbou
. Oi leptomèreie
 th
 leitourg�a
 twn eswterik¸nkìmbwn af nontai ston anagn¸sth. Otan ft�soume sth r�za tou dèndrou,h diadikas�a th
 sÔgkrish
 èqei oloklhrwje�. Endeiktikì e�nai to par�deigmasto Sq ma 1.6, gia tou
 arijmoÔ
 0110 kai 0101.
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Sq ma 1.6: SÔgkrish twn arijm¸n 0110 kai 0101 se duadikì dèndro me 4epexergastès-fÔlla.Gia th sÔgkrish 2 arijm¸n megèjou
 k bits, h qrhsimopo�hsh tou pl rou
duadikoÔ dèndrou pleonekte� se sÔgkrish me to grammikì plègma gia tou
akìloujou
 dÔo lìgou
:
• Me th dendrik  dom  apaitoÔntai log k + 1 b mata, en¸ me to grammikìplègma apaitoÔntai k b mata.
• To pl re
 duadikì dèndro e�nai katallhlìtero gia thn taxinìmhsh bit-

by-bit mia
 kai sunduazìmeno me th diadikas�a taxinìmhsh
 arijm¸n (mon-tèlo lèxh
) thn epitaqÔnei.Kat� th bit–by–bit sÔgkrish dÔo arijm¸n, h diadikas�a th
 gnwstopo�hsh-
 (Sq ma 1.7)apaite� log k b mata gia èna duadikì dènro me k fÔlla. Opìte,met� apì 2 log k b mata, h sÔgkrish dÔo k�bit arijm¸n èqei oloklhrwje� kaita bits tou megalÔterou arijmoÔ metakinoÔntai, se èna b ma, sto dexiìteroepexergast .JewroÔme ton algìrijmo taxinìmhsh
 me qr sh grammikoÔ plègmato
 pouperigr�yame parap�nw. K�je epexergast 
 tou grammikoÔ plègmato
 antika-j�statai me èna pl re
 duadikì dèndro k�fÔllwn. Oi epexergastè
 ekteloÔnleitourg�e
 metaxÔ bits. To d�ktuo pou prokÔptei èqei (2k − 1)N epexer-
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Sq ma 1.7: Diadikas�a gnwstopo�hsh
 met� th sÔgkrish twn arijm¸n 0110kai 0101.gastè
. H ektèlesh th
 pr¸th
 f�sh
 tou algor�jmou taxinìmhsh
 apaite�
2(2N − 1) log k b mata.Tìte mporoÔme, eÔkola, na kataskeu�soume èna d�ktuo me (2k−1)N epex-ergastè
 pou apaite� 2(2N−1) log k b mata gia na oloklhr¸sei th F�sh 1 toualgor�jmou taxinìmhsh
. Autì fa�netai kai sto Sq ma 1.8 ìpou parousi�zetaith diktuak  dom .

Sq ma 1.8: Grammikì plègma pou apotele�tai apì pl rh duadik� dèndra.1.3.3 Belt�wsh th
 apìdosh
Pèra apì thn qr sh duadikoÔ dèndrou, o algìrijmo
 mpore� na epitaqunje�me qr sh th
 teqnik 
 pipeline ètsi ¸ste k�je epexergast 
 na douleÔei



1.4. K�ATW FR�AGMATA 15se parap�nw apì mia sugkr�sei
, tautìqrona. M�lista, autì epitugq�netaiqrhsimopoi¸nta
 ton algìrijmo sÔgkrish
 sto grammikì plègma kai ìqi stodèntro. Diat�ssoume k grammik� plègmata ¸ste na sqhmatiste� èna k × Nplègma sto opo�o k�je epexergast 
 ektele� leitourg�e
 metaxÔ bits. Me tontrìpo autì, o algìrijmo
 gia taxinìmhsh N k�bit arijm¸n se grammikì plègmaepexergast¸n oloklhr¸nei thn pr¸th f�sh se (k−1)+(2N−1) = 2N +k−2b mata. Me dedomèno ìti h deÔterh f�sh pragmatopoie�tai ìpw
 akrib¸
 kaisto montèlo lèxh
, katal goume sto sumpèrasma ìti me qr sh pipeline, hsÔgkrish N k�bit arijm¸n se grammikì plègma oloklhr¸netai se 3N + k− 4b mata.1.4 K�tw fr�gmataO algìrijmo
 gia taxinìmhsh me to bit montèlo apotele� qarakthristik per�ptwsh ìpou aplo� epexergastè
 sundèontai kat�llhla prokeimènou na ek-telèsoun mia polÔplokh ergas�a. Stìqo
, bèbaia, e�nai h gr gorh, apl  kaiqamhloÔ kìstou
 ektèlesh polÔplokwn ergasi¸n. Trei
 par�gonte
 ephre�-zoun thn apìdosh enì
 diktÔou stajer¸n sundèsewn:
• To posì twn dedomènwn pou mpore� na eis�getai/ex�getai sto d�ktuose k�je b ma (I/O bandwidth).
• H di�metro
 tou diktÔou, dhlad , h mègisth apìstash metaxÔ 2 epexer-gast¸n tou diktÔou. H di�metro
 apotele� sun jw
 kai to k�tw fr�gmasto qrìno pou qrei�zetai gia na ekteleste� èna
 qr simo
 upologismì
.O lìgo
 e�nai ìti plhrofor�a pou upolog�zetai apì ènan epexergast mpore� na qrei�zetai na qrhsimopoihje� apì èna makrinì epexergast .
• To eÔro
 diqotìmhsh
 (bisection width) tou diktÔou, dhlad  o el�qis-to
 arijmì
 sundèsewn pou prèpei na apomakrunjoÔn ¸ste na qwriste�to d�ktuo se dÔo xèna sÔnola epexergast¸n �sou megèjou
 (Sq ma 1.9).To eÔro
 diqotìmhsh
 apotele� kajoristikì par�gonta gia thn taqÔth-ta me thn opo�a èna d�ktuo mpore� na ektelèsei ènan upologismì, afoÔdedomèna pou up�rqoun   par�gontai sto èna misì enì
 diktÔou mpore�na qreiastoÔn sto �llo misì gia na oloklhrwje� o upologismì
.Oi parap�nw par�gonte
 apoteloÔn mia b�sh gia to qarakthrismì enì
algor�jmou w
 bèltistou (toul�qisto gia sugkekrimène
 kathgor�e
 diktÔwn)kai e�nai polÔ qr simoi gia ton kajorismì opoioud pote k�tw fr�gmato
 stoqrìno ektèlesh
 opoioud pote algor�jmou gia èna sugkekrimèno prìblhma.
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Sq ma 1.9: El�qiste
 diqotom sei
 gia grammik� plègmata diast�sewn 3 × 6kai 4 × 7 pou apotele�tai apì pl rh duadik� dèndra.Merikè
 forè
 ta epiqeir mata aut� den mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn (d¸steparade�gmata).1.5 Ask sei
1. Jewr ste duo algor�jmou
 pou lÔnoun èna prìblhma megèjou
 M . Opr¸to
 ektele�tai se M b mata se upologist  me M epexergastè
 kaio deÔtero
 se √
M b mata se upologist  me M2 epexergastè
. Poio
algìrijmo
 e�nai pio apodotikì
; Upojèste ìti to kìsto
 leitourg�a
enì
 upologist  me P epexergastè
 gia T b mata e�nai T aP b, ìpou akai b stajerè
 kai P = M   P = M2. Gia poiè
 timè
 twn a,b sumfèreina qrhsimopoi soume ton pr¸to algìrijmo kai gia poiè
 ton deÔtero;2. Jewr ste duo algor�jmou
 pou lÔnoun èna prìblhma megèjou
 M . Opr¸to
 ektele�tai se M b mata se upologist  me M epexergastè
 kaio deÔtero
 se √
M b mata se upologist  me M2 epexergastè
. Poio
algìrijmo
 ja ekteleste� grhgorìtera se ènan upologist  me N epex-ergastè
; (Upìdeixh: H ap�nthsh exart�tai apì th sqèsh twn N kai

M . Qrhsimopoi ste to gegonì
 ìti èna
 upologist 
 me N epexer-gastè
 mpore� na exomoi¸sei ènan upologist  me P epexergastè
 mekajustèrhsh (slowdown) P/N .)3. Jewr ste duo algor�jmou
 pou lÔnoun èna prìblhma megèjou
 M . Opr¸to
 ektele�tai se M b mata se upologist  me M epexergastè
 kai odeÔtero
 se √M b mata se upologist  me M2 epexergastè
. Jèloume



1.5. ASK�HSEIS 17na ektelèsoume ènan apì tou
 duo algor�jmou
 Q forè
 se ènan upol-ogist  me N epexergastè
. D¸ste sunj ke
 gia ta Q, M kai N gia naapofas�soume poio
 algìrijmo
 e�nai kalÔtero
.
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Kef�laio 2Akèraia Arijmhtik 2.1 Prìsjesh me di�dosh kratoumènouOpw
 e�nai gnwstì, me ènan epexergast  mporoÔme na prosjèsoume 2 ar-ijmoÔ
 megèjou
 N bits se N + 1 b mata. To er¸thma pou t�jetai e�nai anmporoÔme kalÔtera me polloÔ
 epexergastè
. Mia pr¸th ap�nthsh e�nai ìqi,afoÔ gia na prostejoÔn ta duo perissìtera shmantik� yhf�a ja prèpei na gn-wr�zoume ta kratoÔmena pou èqoun prokÔyei apì ti
 prosjèsei
 twn ligìteroshmantik¸n yhf�wn. Autì shma�nei apl� ìti o sugkekrimèno
 seiriakì
 al-gìrijmo
 den parallhlopoie�tai.Se aut  thn par�grafo ja de�xoume pw
 mporoÔme na prosjèsoume 2 ari-jmoÔ
 megèjou
 N bit se 2 log N + 1 b mata, parallhlopoi¸nta
 ènan �lloalgìrijmo. O algìrijmo
 pou ja perigr�youme lègetai `prìsjesh me di�doshkratoumènou' (carry lookahead addition) kai e�nai sqetik� aplì
 all� ìqitetrimmèno
.H idèa tou algor�jmou e�nai na krat�me gia k�je prìsjesh ant�stoiqwn
bit thn plhrofor�a an h sugkekrimènh prìsjesh: stamat� (s), diad�dei (p)  genn� (g) kratoÔmeno. ParathroÔme ìti h tim  tou i�ostoÔ kratoumènou e�nai1 an kai mìno an to aristerìtero mh p bit sta dexi� tou i�ostoÔ bit e�nai g(Sq ma 2.1).QrhsimopoioÔme èna `dèntro di�dosh
 kratoumènou'. Oi timè
 s,p,g apo-jhkeÔontai sta fÔlla (Sq ma 2.2). H tim  k�je eswterikoÔ kìmbou t�jetaisthn tim  tou aristerìterou mh p paidioÔ. An kai ta duo paidi� èqoun tim 
p, h tim  tou patèra t�jetai sthn tim  p. To dèntro di�dosh
 kratoumènoudhmiourge�tai se log N b mata kai k�je kìmbo
 perièqei thn plhrofor�a anto upo�jroisma twn fÔllwn pou e�nai apìgono� tou stamat�, diad�dei   genn�kratoÔmeno. 19
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Sq ma 2.1: Prosdiorismì
 twn upoajroism�twn pou stamatoÔn (s), diad�doun(p)   dhmiourgoÔn (g) kratoÔmeno.

Sq ma 2.2: Dhmiourg�a twn tim¸n se èna carry-lookahead dèndro.



2.1. PR�OSJESH ME DI�ADOSH KRATOUM�ENOU 21H tim  th
 r�za
 e�nai g an ìlo to �jroisma genn� kratoÔmeno. Kaj¸
èna
 eswterikì
 kìmbo
 pa�rnei ti
 timè
 twn paidi¸n tou, antikajist� thntim  tou aristeroÔ paidioÔ me thn tim  tou dexioÔ sb nonta
 ti
 progoÔmene
timè
 tou
. Eidik� gia th r�za, h tim  bga�nei sthn èxodo kai antikaj�statai apì
s. Sta epìmena b mata k�je mh�fÔllo d�nei thn tim  tou kai stou
 duo giou
.K�je fÔllo perimènei mèqri na l�bei thn pr¸th mh p tim . Thn apojhkeÔeikai agnoe� ìle
 ti
 upìloipe
. Met� apì 2 log N +1 k�je fÔllo ja èqei l�beikai apojhkeÔsei èna g   èna s (efìson up�rqei s sth r�za). To i�ostì bit jal�bei èna g prin èna s an kai mìno an to i�ostì kratoÔmeno tou ajro�smato
e�nai 1.Sto b ma 2 log N +1 k�je fÔllo gnwr�zei tou
 i�ostoÔ
 prosjetèou
 kaito i�ostì kratoÔmeno. H prìsjesh (qwr�
 kratoÔmeno) d�nei to i�ostì bittou apotelèsmato
. To N + 1 perissìtero shmantikì bit èqei bgei apì thr�za.

Sq ma 2.3: To teleuta�o b ma tou algor�jmou kat� to opo�o par�getai to�jroisma ìtan d�nontai oi prosjetèoi kai oi - upologismène
 apo prin - timè
twn bits kratoumènwn.H apodotikìthta tou algor�jmou e�nai Θ
(

1
log N

). H apodotikìthta tou



22 KEF�ALAIO 2. AK�ERAIA ARIJMHTIK�Halgor�jmou mpore� na beltiwje� se Θ(1) lÔnonta
 poll� probl mata tautì-qrona.2.2 Upologismo� projem�twnTo prìblhma pou antimetwp�zoume se aut  thn par�grafo e�nai to ex 
:Estw sumboloseir� me N stoiqe�a x1, x2, ..., xN kai èna
 prosetairistikì
telest 
 ⊗. Na upologistoÔn ta yi = x1 ⊗ x2 ⊗ ... ⊗ xi, gia 1 ≤ i ≤ N .To prìblhma tou upologismoÔ kratoumènwn e�nai èna tètoio prìblhma. To
xi e�nai h tim  s,p   g sto i�ostì bit (apì dexi�). Opw
 e�dame sthn prohgoÔ-menh par�grafo, h tim  tou apotelèsmato
 yi e�nai h tim  tou aristerìteroumh p sta dexi� tou i�ostoÔ bit. Autì mpore� na grafte� w
:

yi = s ⊗ x1 ⊗ ... ⊗ xi−1.O anagn¸sth
 mpore� eÔkola na kajor�sei ton p�naka tim¸n tou telest  ⊗.EÔkola apodeiknÔetai ìti o telest 
 e�nai prosetairistikì
.To genikì prìblhma mpore� na luje� se 2D + 1 b mata qrhsimopoi¸nta
èna d�ktuo me topolog�a duadikoÔ dèntrou b�jou
 D. O algìrijmo
 pouakoloujoÔme èqei duo f�sei
:1. K�je eswterikì
 kìmbo
 upolog�zei to ginìmeno twn fÔllwn pou e�naiapìgono� tou.2. Ta ginìmena diad�dontai pro
 ta k�tw ¸ste to i�ostì fÔllo na fti�xeito i�ostì prìjema.Pio sugkekrimèna, sto pr¸to b ma to xi e�nai e�sodo
 sto i�ostì fÔl-lo. H tim  apojhkeÔetai kai diad�detai ston patèra. Sta epìmena b mata,k�je eswterikì
 kìmbo
 upolog�zei to ginìmeno twn eisìdwn tou kai pern�to apotèlesma ston patèra. Met� apì D + 1 b mata, k�je kìmbo
 ja è-qei upolog�sei to ginìmeno twn fÔllwn pou e�nai apìgono� tou. Kaj¸
 èna
eswterikì
 kìmbo
 dèqetai ti
 eisìdou
 tou, pern� thn tim  tou aristeroÔgiou sto dexiì (prosèxte ìti h diadikas�a aut  e�nai h ant�jeth me thn ant�s-toiqh tou algor�jmou di�dosh
 kratoumènou). Met� to pr¸to b ma, ta fÔllapollaplasi�zoun thn tim  pou tou
 èrqetai apì p�nw me thn tim  pou èqounapojhkeumènh. Ta mh fÔlla pernoÔn thn tim  pou èrqetai apì p�nw stou
duo giou
. Profan¸
 o algìrijmo
 pou perigr�fthke apaite� 2D + 1 b mata,ìpou D to b�jo
 tou dèntrou.Je¸rhma 1. O algìrijmo
 e�nai swstì
, dhl. to i�ostì fÔllo upolog�zei to
yi = x1 ⊗ x2 ⊗ ... ⊗ xi gia 1 ≤ i ≤ N .



2.3. PR�OSJESH ME APOJ�HKEUSH KRATOUM�ENOU 23Apìdeixh. QrhsimopoioÔme epagwg  sto b�jo
 D tou dèntrou. H per�ptwsh
D = 1 e�nai tetrimmènh. Upojètoume ìti o algìrijmo
 douleÔei swst� gia ìlata dèntra b�jou
 to polÔ D−1. JewroÔme to prìblhma me dèntro b�jou
 D.Estw k tètoio ¸ste ta x1, ..., xk e�nai e�sodoi sto aristerì upodèntro kai ta
xk+1, ...xN e�nai e�sodoi sto dexiì. An agno soume th r�za, to i�ostì fÔlloupolog�zei to ginìmeno x1 ⊗ ... ⊗ xN an i ≤ k   to ginìmeno xk+1 ⊗ ... ⊗ xNan k + 1 ≤ i ≤ N .Autì pou k�nei h r�za e�nai na pern� thn tim  x1 ⊗ ...⊗ xk pou upolog�zeito aristerì upodèntro sto dexiì. Aut  e�nai h teleuta�a e�sodo
 pou ja p�reièna fÔllo tou dexioÔ upodèntrou kai ja anane¸sei thn tim  tou se x1⊗...⊗xi.Prosèxte ìti h r�za den ephrre�zei ti
 timè
 pou upolog�zontai apì to aristerìupodèntro.O par�llhlo
 algìrijmo
 upologismoÔ projem�twn mpore� na ulopoih-je� se k�je d�ktuo me peperasmèno bajmì me stajer  epibr�dunsh se qrìnoan�logo th
 diamètrou tou diktÔou. H idèa e�nai na fti�xoume èna dèntro mediapèrash tou diktÔou kat� pl�to
. To b�jo
 tou dèntrou pou par�getai meautì ton trìpo e�nai to polÔ �so me th di�metro tou diktÔou. O algìrijmo
èqei pollè
 efarmogè
. Gia to lìgo autì e�nai suqn� enswmatwmèno
 stoulikì twn par�llhlwn upologist¸n.2.3 Prìsjesh me apoj keush kratoumènouO algìrijmo
 prìsjesh
 me di�dosh kratoumènou douleÔei gia 2 arijmoÔ
megèjou
 k bit kai tou
 prosjètei se 2 log k+1 b mata. Sthn par�grafo aut ja de�xoume pw
 mporoÔme na prosjèsoume gr gora N arijmoÔ
 megèjou
 k
bits.H pr¸th idèa e�nai na ekmetalleutoÔme ton algìrijmo di�dosh
 kratoumè-nou. Qrhsimopoi¸ N duadik� dèntra me k+log N fÔlla to kajèna. Prosjètwta N/2 zeug�ria sta pr¸ta 2 log k+1 b mata, met� prosjètw ta N/4 zeug�riatwn ajroism�twn megèjou
 k + 1 bit se 2 log (k + 1) + 1 b mata, k.o.k, tèlo
prosjètw èna zeug�ri arijm¸n megèjou
 k+log N bit se 2 log (k + log N)+1b mata. O sunolikì
 qrìno
 fr�ssetai apì �nw apì thn posìthta:

(2 log (k + log N) + 1) log N = Θ(log k log N + log log N log N).Sthn par�grafo aut , ja parousi�soume ton algìrijmo `prìsjesh
 meapoj keush kratoumènou' (carry save addition) pou belti¸nei sunolik� tonapaitoÔmeno qrìno gia thn prìsjesh N arijm¸n megèjou
 k bit. H basik idèa tou algor�jmou e�nai, se k�je b ma, h prìsjesh 3 arijm¸n megèjou
 k bit



24 KEF�ALAIO 2. AK�ERAIA ARIJMHTIK�Hna meiwje� sto �jroisma 2 arijm¸n megèjou
 k + 1 bit. Autì mpore� na g�neigr�fonta
 to �jroisma tri¸n bit se k�je jèsh, san èna arijmì megèjou
 2 bitpou apotele�tai apì to bit qamhl 
 shmantikìthta
 kai to bit kratoumènou.Sunolik�, me autì ton trìpo, to �jroisma twn tri¸n arijm¸n metasqhmat�zetaisto �jroisma tou arijmoÔ pou apotele�tai apì ta bit qamhl 
 shmantikìthta
kai tou arijmoÔ pou apotele�tai apì ta bit kratoumènwn.Prìtash 2. Estw ak...a1, a′k...a
′
1 kai a′′k...a

′′
1 tri¸n arijm¸n a, a′ kai a′′ pouprost�jentai. Gia 1 ≤ i ≤ N , èstw cidi h duadik  anapar�stash (megèjou
 2

bit) tou ajro�smato
 twn ai + a′i + a′′i . Tìte a + a′ + a′′ = c + d ìpou ck....c10h duadik  anapar�stash tou c kai dk...d1 h duadik  anapar�stash tou d.Apìdeixh.
a + a′ + a′′ =

k
∑

i=1

(ai + a′i + a′′i )2
i−1 =

k
∑

i=1

(2ci + di)2
i−1 =

=

k
∑

i=1

ci2
i +

k
∑

i=1

di2
i−1 = c + d.Prìtash 3. Epanalamb�nonta
 th me�wsh tou ajro�smato
 3 arijm¸n sto�jroisma twn 2, mporoÔme na mei¸soume to �jroisma twn N arijm¸n megèjou


k bit sto �jroisma 2 arijm¸n megèjou
 k + log N bit se log3/2 N + 1 b mata.Apìdeixh. Sto pr¸to b ma, qwr�zoume se tri�de
 kai metatrèpoume to �jro-isma twn N arijm¸n megèjou
 k bit se �jroisma to polÔ 2N
3 + 2

3 arijm¸nmegèjou
 k + 1 bit. Sto epìmeno b ma ja me�noume me to polÔ
2

3

(

2N

3
+

2

3

)

+
2

3
=

4N

9
+

4

9
+

2

3arijmoÔ
 megèjou
 k + 2 bit. Met� to j�ostì b ma ja me�noume me to polÔ
(

2

3

)j

N +

(

2

3

)j

+

(

2

3

)j−1

+ ... +
2

3
<

(

2

3

)j

N +
2
3

1 − 2
3

=

(

2

3

)j

N + 2arijmoÔ
 megèjou
 k + j bit. Efìson to �jroisma twn N arijm¸n èqei mège-jo
 to polÔ k + log N bit, to sunolikì �jroisma mei¸netai se �jroisma
(

2
3

)log3/2 N
N + 2 = 3 arijm¸n èpeita apì log3/2 N b mata. Suneq�zonta
gia èna akìma b ma, èqoume ìti to sunolikì �jroisma mei¸netai se �jroisma2 arijm¸n megèjou
 k + logN bit èpeita apì log3/2 N + 1 b mata.



2.4. ASK�HSEIS 25Gia thn olokl rwsh th
 prìsjesh
, qrhsimopoioÔme ton algìrijmo di�-dosh
 kratoumènou gia 2 log (k + log N) + 1 epiplèon b mata. Sunolik�, hprìsjesh N arijm¸n megèjou
 k bit apaite� 2 log (k + log N)+log3/2 N +2 =
O(log k + log N) b mata.2.4 Ask sei
1. D�netai èna pl re
 duadikì dèntro me N fÔlla, k�je èna apì ta opo�aèqei mn mh megèjou
 O(log N) bit. De�xte pw
 mporoÔme na prosjè-soume duo arijmoÔ
 megèjou
 N log N bit se qrìno O(log N) bhm�twn.Poia e�nai h apodotikìthta tou algor�jmou;2. D¸ste èna algìrijmo upologismoÔ projèmato
 se triadikì dèntro. Pw
genikeÔetai o algìrijmo
 gia d�adik� dèntra;3. Pìso qrìno apaite� h prìsjesh duo arijm¸n megèjou
 N bit se ènadisdi�stato plègma √

N ×
√

N ;4. (prìblhma katanom 
 dedomènwn) D�netai èna duadikì dèntro b�jou

D kai m timè
 v(1), ..., v(m). K�je fÔllo tou dèntrou perièqei e�temia a�thsh r(i) gia thn i�ost  tim , e�te thn tim  v(i) gia k�poio i.Epiplèon, oi ait sei
 r(i) gia thn i�ost  tim  br�skontai sta amèsw
epìmena fÔlla apì autì pou perièqei thn tim  v(i). To prìblhma e�naina katanemhjoÔn oi timè
 v(i) se k�je fÔllo pou perièqei ant�stoiqe
ait sei
 r(i), gia 1 ≤ i ≤ m. Qrhsimopoi¸nta
 algìrijmo upologismoÔprojèmato
, de�xte pw
 lÔnetai to prìblhma se O(N) b mata.5. De�xte pw
 mporoÔn na lujoÔn grammikè
 sqèsei
 anadrom 
 qrhsi-mopoi¸nta
 ton algìrijmo projèmato
. Sugkekrimèna, de�xte pw
 m-poroÔn na upologistoÔn ta z1, ..., zn se O(log N) b mata qrhsimopoi¸n-ta
 èna pl re
 duadikì dèntro N kìmbwn, ìpou

zi = aizi−1 + bizi−2gia 2 ≤ i ≤ N , ìtan ta a2, ..., aN , b2, ..., bN , z0 kai z1 d�nontai sane�sodoi.6. D�netai èna duadikì dèntro b�jou
 D, sto opo�o k�poia apì ta fÔllaperièqoun pakèta. Or�zoume san de�kth enì
 pakètou p ton arijmì twnpakètwn pou br�skontai apojhkeumèna se fÔlla arister� tou fÔlloupou apojhkeÔei to p. D¸ste algìrijmo pou na upolog�zei to de�kthk�je pakètou se 2D + 1 b mata.



26 KEF�ALAIO 2. AK�ERAIA ARIJMHTIK�H7. De�xte pw
 mporoÔme na prosjèsoume N arijmoÔ
 megèjou
 N bit se
O(N) b mata qrhsimopoi¸nta
 èna grammikì plègma me N +log N epex-ergastè
. Upojèste ìti k�je epexergast 
 tou grammikoÔ plègmato
èqei e�sodo.



Kef�laio 3Algìrijmoi Taxinìmhsh
3.1 Genik�Oi algìrijmoi pou proanafèrjhkan gia taxinìmhsh se grammikì plègmaepexergast¸n kai se pl re
 duadikì dèndro apaitoÔn J(N) b mata lèxewn giana taxinom soun N arijmoÔ
 megèjou
 log N bit
 o kajèna
 mia
 kai ta para-p�nw d�ktua èqoun mikrì eÔro
 diqotìmhsh
. Sth sunèqeia ja perigr�youmetrei
 algor�jmou
 gia taxinìmhsh N arijm¸n (upojètoume ìti to √
N e�naidÔnamh tou 2) se didi�stato plègma epexergast¸n diast�sewn √

N ×
√

N :
• Algìrijmo
 taxinìmhsh
 me enallag  �rtiwn � peritt¸n antimetajèsewnse grammikì plègma epexergast¸n (odd – even transposition sort):Taxinome� opoiad pote akolouj�a N arijm¸n se N b mata.
• Aplì
 algìrijmo
 taxinìmhsh
 se √

N(log N + 1) b mata.
• Algìrijmo
 taxinìmhsh
 se 3

√
N +o(N) b mata pou apoteloÔn sqedìnto bèltisto qrìno gia taxinìmhsh se didi�stata plègmata.'Oloi auto� oi algìrijmoi ulopoioÔntai me peperasmèno arijmì apl¸n top-ik¸n leitourgi¸n kai upojètoume ìti oi arijmo� br�skontai arqik� stou
 epex-ergastè
 tou plègmato
 ki eke� paramènoun met� to tèlo
 th
 diadikas�a
taxinìmhsh
.3.2 Ena
 algìrijmo
 taxinìmhsh
 gia to grammikìplègmaGia na pragmatopoi soume taxinìmhsh arijm¸n se mesh prèpei ousiastik�na taxinom soume arijmoÔ
 se st le
 kai grammè
 dhlad  se grammik� plèg-27



28 KEF�ALAIO 3. ALG�ORIJMOI TAXIN�OMHSHSmata meth diafor� ìti de lamb�noume up�oyh to qrìno pou apaite�tai gia e�sodokai èxodo twn arijm¸n sto plègma (ìpw
 prohgoumènw
). Sth sunèqeia peri-gr�foume ènan algìrijmo pou taxinome� N arijmoÔ
 se èna grammikì plègma
N epexergast¸n kai apaite� N b mata lèxewn.Basik  Idèa: Sta peritt� b mata, sugkr�noume ta perieqìmena twn jèsewn
(1, 2) (3, 4) k.o.k. me telikì skopì h mikrìterh tim  na breje� sthn aris-terìterh jèsh tou zeugarioÔ. Sta �rtia b mata k�noume thn �dia diadikas�a giata zeÔgh jèsewn (2, 3) (4, 5) k.o.k. Gi�utì kai o algìrijmo
 anafèretai sanalgìrijmo
 me enallag  twn �rtiwn � peritt¸n antimetajèsewn. Prokeimènouna apode�xoume thn orjìthta tou algor�jmou taxinìmhsh
 me enallag  �rtiwn� peritt¸n antimetajèsewn, lamb�noume up�oyh ma
 èna aplì kai shmantikìl mma: to 0 � 1 L mma.L mma 4. An èna
 algìrijmo
 sÔgkrish
 � taxinìmhsh
, ston opo�o h paroÔsakat�stash den exart�tai apì prohgoÔmene
 katast�sei
, taxinome� k�je sÔno-lo eisìdou pou apotele�tai mìno apì 0 kai 1, tìte taxinome� kai ìla ta sÔnolaeisìdou pou perièqoun auja�rete
 timè
.Apìdeixh. 'Estw ìti up�rqei algìrijmo
 me ta parap�nw qarakthristik�,dhlad 

• h paroÔsa kat�stas  tou den exart�tai apì prohgoÔmene

• taxinome� k�je sÔnolo eisìdou pou apotele�tai mìno apì 0 kai 1o opo�o
 den taxinome� swst� k�poio sÔnolo eisìdou me timè
 x1, x2, ...,

xN . 'Estw ep�sh
:
• π mia di�taxh tètoia ¸ste: xπ(1) ≤ xπ(2) ≤ ... ≤ xπ(N)

• s mia di�taxh tètoia ¸ste h akolouj�a exìdou (apotèlesma) tou algo-r�jmou taxinìmhsh
 na e�nai xσ(1), xσ(2), ... xσ(N).JewroÔme k th mikrìterh tim  gia thn opo�a e�nai: xσ(k) 6= xπ(k) kai afoÔupojèsame ìti o algìrijmo
 k�nei l�jo
 sthn taxinìmhsh th
 akolouj�a
 x1,
x2, ..., xN , pr�gmati up�rqei tètoia tim  k. Tìte, ìmw
, apì ton orismì e�nai
xσ(i) = xπ(i) gia 1 ≤ i ≤ k kai kat� sunèpeia xσ(k) > xπ(k). Epomènw
, japrèpei na up�rqei tim  r, me r > k tètoia ¸ste xs(r) = xπ(k). Or�zoume x∗

i = 0an xi ≤ xπ(k) kai x∗
i = 1 an xi > xπ(k). AntikajistoÔme ta xi me ta x∗

i giak�je i, 1 ≤ i ≤ N kai exet�zoume p¸
 o algìrijmo
 taxinome� thn kainoÔria



3.2. ENAS ALG�ORIJMOSTAXIN�OMHSHSGIA TO GRAMMIK�OPL�EGMA29akolouj�a. An e�nai tìte e�nai kai xi ≥ xj gia k�je i, j kai h diadikas�a e�naih �dia pou efarmìsthke kai gia thn arqik  akolouj�a. 'Ara, to apotèlesmatou algor�jmou gia ti
 timè
 0 � 1 ja e�nai h akolouj�a:
x∗

σ(1), x
∗
σ(2), x

∗
σ(3)..., x

∗
σ(k−1), x

∗
σ(k), ...x

∗
σ(r)... = 0, 0, ..., 0, 1, ..., 0, ...pou e�nai men swst , all� èrqetai se ant�jesh me thn upìjesh ìti o algìri-jmo
 taxinome� swst� opoiad pote akolouj�a apì 0 kai 1. Katal goume,epomènw
, se �topo kai kat� sunèpeia apodeiknÔetai h orjìthta tou 0 � 1l mmato
.Me b�sh to parap�nw aplì all� arket� isqurì l mma aplopoie�tai polÔh apìdeixh tou ìti o algìrijmo
 taxinìmhsh
 me enallag  �rtiwn � peritt¸nantimetajèsewn leitourge� swst� afoÔ arke� na apode�xoume ìti o algìrijmo
taxinome� swst� mia tuqa�a akolouj�a megèjou
 N apì `0' kai `1'. 'Estw,loipìn, ìti eis�goume thn akolouj�a se èna grammikì plègma N epexergast¸n¸ste k�je ìro
 th
 na apotele� e�sodo gia èna epexergast  tou plègmato
kai èstw k o arijmì
 twn `1' th
 akolouj�a
. Autì pou ousiastik� prèpei nade�xoume e�nai ìti o algìrijmo
 taxinìmhsh
 me enallag  �rtiwn � peritt¸nantimetajèsewn metakine� ta k `1' stou
 epexergastè
 N − k + 1, N − k + 2,..., N se N b mata. Onom�zoume ji ton epexergast  pou arqik� perièqei todexiìtero `1'. Tìte:

• an to ji e�nai se �rtia jèsh to dexiìtero `1' den metakine�tai kat� topr¸to b ma tou algor�jmou. Autì sumba�nei giat� to perieqìmeno touepexergast  ji sugkr�netai me to perieqìmeno tou epexergast  ji − 1,kat� to pr¸to b ma tou algor�jmou kai to `1' de mpore� na p�ei pioarister� se kami� per�ptwsh (e�te o epexergast 
 ji − 1 perièqei `0' èite`1'). Kat� to deÔtero b ma, ìmw
, to dexiìtero `1' ja kinhje� pro
 tadexi� me thn pro�pìjesh ìti ji < N .
• an to ji e�nai se peritt  jèsh to dexiìtero `1' ja metakinhje� pro
 tadexi� kat� to pr¸to b ma tou algor�jmou. Kai anex�rthta apì to anto ji e�nai se �rtia   peritt  jèsh, afoÔ to dexiìtero `1' kin jhke pro
ta dexi�, ja suneq�sei na kine�tai pro
 thn �dia kateÔjunsh se ìla taepìmena b mata tou algor�jmou ew
 ìtou ft�sei ston epexergast  N .Exet�zoume, t¸ra, thn k�nhsh tou deÔterou kat� seir� dexiìterou `1' th
akolouj�a
 kai èstw j2 h arqik  jèsh tou sto plègma. Apì th stigm  pou todexiìtero `1' kine�tai pro
 ta dexi� se k�je b ma met� to pr¸to mèqri na ft�seiston teleuta�o epexergast , de mpore� potè na empod�sei to deÔtero dexiìtero`1' na kinhje� pro
 ta dexi� mèqri autì na ft�sei ton N−1 epexergast . Genik�,



30 KEF�ALAIO 3. ALG�ORIJMOI TAXIN�OMHSHSto i�ostì dexiìtero `1' ja kinhje� pro
 ta dexi� sto i + 1 b ma kaj¸
 kai seìla ta epìmena mèqri na ft�sei ston N − i + 1 epexergast  (apodeiknÔetaieÔkola me epagwg  sto i). Opìte, to kat� seir� k dexiìtero `1' (dhlad  toaristerìtero `1') ja metakinhje� pro
 ta dexi� sta b mata k + 1, k + 2, ..., Nektì
 ki an èqei ft�sei sth telik  tou jèsh, dhl. ston epexergast  N −k+1prin to b ma N . 'Ara to kat� seir� k dexiìtero `1' ja ft�sei sthn telik  toujèsh mèqri na sumplhrwjoÔn N b mata. An l�boume upìyin kai to 0�1 L -mma, ìti, dhlad , afoÔ o algìrijmo
 taxinome� swst� opoiad pote akolouj�a
0 � 1, ja leitourge� swst� kai opioad pote akolouj�a apì opoiousd potearijmoÔ
, katal goume sto sumpèrasma ìti o algìrijmo
 enallag 
 �rtiwn �peritt¸n antimetajèsewn taxinome� swst� opoiad pote akolouj�a N arijm¸nse N b mata.3.3 Ena
 algìrijmo
 taxinìmhsh
 sto didi�statoplègmaH idèa tou algor�jmou e�nai h ex 
: oi grammè
 taxinomoÔntai sti
 f�sei
 1,
3, ..., log

√
N + 1 ¸ste o mikrìtero
 arijmì
 na p�ei aristerìtera sti
 perit-tè
 grammè
 kai dexiìtera sti
 �rtie
. Oi st le
 taxinomoÔntai sti
 f�sei
 2,

4, ..., log√N ¸ste o mikrìtero
 arijmì
 na p�ei pro
 ta p�nw. H olokl rwshth
 parap�nw diadikas�a
 èqei san apotèlesma thn emf�nish twn arijm¸n stoplègma boustrofhdìn (snakelike) met� apì 2 log
√

N + 1 = log N + 1 f�sei
.O algìrijmo
 oloklhr¸nei thn taxinìmhsh se log N + 1 f�sei
. Oi upojè-sei
 tou 0�1 ikanopoioÔntai, opìte an de�xoume ìti o algìrijmo
 taxinome�swst� opoiad pote akolouj�a apì 0 kai 1, èqoume exasfal�sei thn orjìthtath
 leitourg�a
 tou. Estw èna plègma pou ta stoiqe�a tou, pou e�nai arqik�apojhkeumèna stou
 epexergastè
 e�nai mìno 0 kai 1. Anafèroume, ed¸, ìtioi grammè
 pou perièqoun kai 0 kai 1 lègontai br¸mike
 (dirty rows). En¸,autè
 pou perièqoun mìno 0   mìno 1 lègontai kajarè
 (clean rows). Tìte,an taxinomhjoÔn oi grammè
 kai met� oi st le
, toul�qisto oi misè
 apì ti
br¸mike
 grammè
 ja katal xoun na e�nai kajarè
. Prokeimènou na exhg -soume to sumpèrasma autì, skeftìmaste me ton akìloujo trìpo.Qwr�zoumeti
 grammè
 se trei
 perioqè
:
• p�nw perioq  ìpou an koun grammè
 pou perièqoun mìno 0,
• k�tw perioq  ìpou an koun grammè
 pou perièqoun mìno 1,
• mesa�a perioq  ìpou up�rqoun br¸mike
 grammè
.



3.3. ENAS ALG�ORIJMOSTAXIN�OMHSHSSTODIDI�ASTATOPL�EGMA31Sth sunèqeia, oi br¸mike
 grammè
 omadopoioÔntai akoloujiak� se zeug�ri-a kai taxinomoÔntai. Tr�a e�nai ta pijan� apotelèsmata:1. to taxinomhmèno zeug�ri gramm¸n na èqei perissìtera 0,
0........01......1

1.....10.........02. to taxinomhmèno zeug�ri gramm¸n na èqei perissìtera 1,
0.....01........1

1.......10......03. to taxinomhmèno zeug�ri gramm¸n na èqei �so arijmì apì 0 kai 1.
0......01......1

1......10......0Sth sunèqeia, taxinomoÔme kat� st le
. Upojètoume, ed¸, ìti kat� topr¸to b ma th
 taxinìmhsh
, sugkr�nontai kai taxinomoÔntai stoiqe�a th
 �dia
st lh
 se k�je zeÔgo
 gramm¸n. Met� th olokl rwsh aut 
 th
 diadikas�a
,ta zeÔgh gramm¸n emfan�zontai w
 ex 
:
0.................0

1....10...01....1diadoqik� zeÔgh br¸mikwn gramm¸n pou perièqoun perissìtera 0

0....01...10....0

1.................1diadoqik� zeÔgh br¸mikwn gramm¸n pou perièqoun perissìtera 1

0............0

1............1diadoqik� zeÔgh br¸mikwn gramm¸n pou perièqoun ton �dio arijmì 0 kai 1Met�, ìle
 oi grammè
 pou perièqoun mìno 0 metakinoÔntai pro
 ta p�n-w kai ìle
 oi grammè
 pou perièqoun mìno 1 metakinoÔntai pro
 ta k�tw.Suneq�zoume, omoiotrìpw
, mèqri na taxinomhjoÔn ìle
 oi st le
, dhlad  na



32 KEF�ALAIO 3. ALG�ORIJMOI TAXIN�OMHSHSup�rqei mìno mia br¸mikh gramm . Se k�je f�sh (taxinìmhsh kat� grammè
kai st le
), toul�qisto mia apì ti
 grammè
 k�je zeÔgou
 g�netai kajar ,opìte h mesa�a perioq  twn br¸mikwn gramm¸n mei¸netai, toul�qisto, stomisì met� apì 2 log
√

N = log N f�sei
, ìloi oi arijmo� ektì
 apì mia gramm èqoun taxinomhje�. Mìli
 taxinomhjoÔn kai ta stoiqe�a aut 
 th
 gramm 
,o algìrijmo
 termat�zei. Ta parap�nw isqÔoun anex�rthta apì th mèjodopou uiojete�tai giati
 epimèrou
 taxinom sei
, afoÔ h ous�a tou algor�jmoubr�sketai sto rujmì surr�knwsh
 th
 mesa�a
 periq 
 twn br¸mikwn gramm¸n.An, epomènw
, epileqje� o algìrijmo
 enallag 
 �rtiwn � peeritt¸n jèsewngia ti
 epimèrou
 taxinom sei
 (√N b mata), ja qreiastoÔn √
N(log N + 1)b mata gia na termat�sei o algìrijmo
.Prosoq : Sthn pr�xh, ta b mata mporoÔn na g�noun kai ligìtera, mia
 kaimpore� na mhn e�nai apara�thto na ektelestoÔn ìla.To pèrasma apì f�sh se f�sh 'Ena �llo basikì z thma e�nai to akìlou-jo: `p¸
 katalaba�nei k�je epexergast 
 pìte na stamat sei mia f�sh kai naproqwr sei sthn epìmenh'. Up�rqoun trei
 ekdoqè
:

• Na up�rqei topikì rolìi se k�je epexergast  mìno pou autì ja api-toÔse epiplèon kìsto
 sthn ulopo�hsh kai pio polÔploke
 leitourg�e
an� epexergast .
• Na exomoi¸netai k�je di�dosh me epanaqronismì, na mhden�zetai dhlad k�poio genikì rolìi kai na arq�zei h mètrhsh tou qrìnou apì thn arq .K�ti tètoio, ìmw
, ja epèfere per�pou dipl�sia kajustèrhsh.
• Na up�rqoun dÔo eid¸n akm¸n (ticks) rologioÔ pou ja kajor�zoun thleitourg�a k�je epexergast : èna gia kanonik  leitourg�a kai èna giana shmatodote� allag  f�sh
. Aut  h ekdoq  e�nai eukolìterh sth-n ulopo�hsh an kai den e�nai h plèon kat�llhlh gia d�ktua stajer¸nsundèsewn.3.4 Ena
 kalÔtero
 algìrijmo
Gia meg�le
 timè
 tou N , dhlad  ìtan èqoume na taxinom soume polloÔ
arijmoÔ
, o prohgoÔmeno
 algìrijmo
 e�nai exairetik� argì
, akìma kai an up-oste� belti¸sei
. Sth sunèqeia, parat�jetai èna
 pio polÔploko
 algìrijmo
o opo�o
 apaite� mìno 3

√
N − o(N) b mata pou e�nai kai o bèltisto
 qrìno
gia taxinìmhsh se didi�stato plègma. O algìrijmo
 taxinome� N arijmoÔ
boustrofhdìn w
 ex 
:



3.4. ENAS KAL�UTEROS ALG�ORIJMOS 33F�sh 1: Q¸rise to plègma se N1/4 blocks megèjou
 N3/8×N3/8 kai tautì-qrona taxinìmhse k�je block boustrofhdìn.F�sh 2: Ektèlese mia di�taxh twn sthl¸n ètsi ¸ste N3/8 st le
 se k�je
block na katanemhjoÔn omoiìmorfa an�mesa sti
 N1/8 st le
 apì blocks.F�sh 3: Taxinìmhse ta blocks boustrofhdìn.F�sh 4: Taxinìmhse ti
 st le
 grammik�.F�sh 5: Taxinìmhse ta blocks 1 kai 2, 3 kai 4, k.o.k. k�je st lh
 apì
blocks boustrofhdìn.F�sh 6: Taxinìmhse ta blocks 2 kai 3, 4 kai 5, k.o.k. k�je st lh
 apì
blocks boustrofhdìn.F�sh 7: Taxinìmhse grammik� ti
 grammè
 akolouj¸nta
 thn kateÔjunshtou sunolikoÔ sq mato
 (snake).F�sh 8: Ektèlese 2 N3/8 b mata tou algor�jmou enallag 
 �rtiwn perit-t¸n jèsewn sto sunolikì sq ma (snake) megèjou
 N . Oi f�sei
 1, 3, 5 kai
6 mporoÔn na ektelestoÔn me qr sh tou algor�jmou pou anafèrjhke sthnprohgoÔmenh par�grafo se to polÔ O(N3/8 log N) b mata. Oi f�sei
 4 kai
7 mporoÔn na ektelestoÔn me ton algìrijmo enallag 
 �rtiwn � peritt¸n an-timetajèsewn se 2

√
N b mata. H f�sh 2 mpore� na ekteleste� me di�fore
mejìdou
 se ìqi parap�nw apì √

N + O(N3/8) b mata. H f�sh 8 mpore�na ekteleste� me ton algìrijmo enallag 
 �rtiwn � peritt¸n antimetajèsewnse mìno 2N3/8 b mata. Epomènw
, o sunolikì
 qrìno
 pou apaite�tai gia natrèxei o algìrijmo
 e�nai 3
√

N + O(N3/8 log N) = 3
√

N − o(N) b mata. Oqrìno
 autì
 jewre�tai bèltisto
 afoÔ gia logikè
 timè
 tou N mpore� nameiwje� el�qista. Parathr¸nta
 ìti se k�je paroÔsa kat�stash tou algo-r�jmou den exart�tai apì ti
 prohgoÔmene
, mporoÔme na qrhsimoi soume to 0� 1 L mma gia na apode�xoume thn orjìtht� tou. Etsi, jewroÔme ìti èqoumena taxinom soume mia akolouj�a apì 0 kai 1, megèjou
 N . Akolouj¸nta
 tab mata pou proanafèrjhkan, èqoume:Met� th F�sh 1: To polÔ mia seir� se k�je block e�nai br¸mikh.



34 KEF�ALAIO 3. ALG�ORIJMOI TAXIN�OMHSHSMet� th F�sh 2: Se k�je gramm  apì blocks, o arijmì
 twn 1 se èna
block mpore� na diafèrei to polÔ kat� N1/8 apì ton arijmì twn 1 se k�je�llo block th
 gramm 
.Met� th F�sh 3: To polÔ dÔo grammè
 se k�je gramm  apì blocks e�naibr¸mike
.Met� th F�sh 4: Up�rqoun to polÔ N1/8 br¸mike
 grammè
 se ka�jest lh apì blocks.Met� ti
 F�sei
 5, 6: TaxinomoÔntai boustrofhdìn oi st le
 apì blocks(k�je m�a) kai mènei mia br¸mikh gramm  se k�je st lh apì blocks. Me b�shto sumpèrasma th
 F�sh
 2, katal goume sto ìti: o arijmì
 twn 1 se dÔost le
 apì blocks diafèrei to polÔ kat� N1/4 met� th F�sh 2. Oi F�sei
 3� 6 kaj¸
 kai autè
 pou akoloujoÔn de metab�loun to pl jo
 twn 1 se k�jest lh apì blocks. Ara, met� apì th F�sh 6 up�rqoun to polÔ dÔo br¸mike
grammè
 sunolik�. An met� th F�sh 6 up�rqei mìno mia br¸mikh gramm , sthF�sh 7 termat�zei o algìrijmo
. An up�rqoun dÔo br¸mike
 grammè
 tìte hpio p�nw apì autè
 perièqei to polÔ N3/8 1 kai ìla ta upìloipa stoiqe�a th
e�nai 0. En¸ h pio k�tw perièqei to polÔ N3/8 0 kai ìla ta upìloipa stoiqe�ath
 e�nai 1. Opìte h taxinìmhsh oloklhr¸netai met� ti
 F�sei
 7 kai 8. Ara,h tuqa�a akolouj�a apì 0 kai 1 taxinome�tai swst� apì ton algìrijmo kai meb�sh to 0 � 1 L mma, k�je akolouj�a arijm¸n ja taxinomhje� swst�.3.5 K�tw fr�gmata gia algor�jmou
 taxinìmhsh
Ena profanè
 k�tw fr�gma ston el�qisto qrìno pou qrei�zetai èna
 al-gìrijmo
 taxinìmhsh
 se disdi�stato plègma √N×

√
N e�nai 2√N−2 b mata.Sthn par�grafo aut  ja de�xoume ìti up�rqei qeirìtero k�tw fr�gma sthnapìdosh twn algor�jmwn taxinìmhsh
 ìtan h telik  epijumht  di�taxh e�naiboustrofhdìn.Je¸rhma 5. O el�qisto
 qrìno
 pou apaite� opoiosd pote algìrijmo
 tax-inìmhsh
 se disdi�stato plègma diast�sewn √

N ×
√

N gia na diat�xei Nstoiqe�a se boustrofhdìn seir� e�nai toul�qiston 3
√

N − o(
√

N) b mata.Apìdeixh. 'Estw 2
√

N �gnwste
 timè
 apojhkeumène
 sto p�nw aristerì
2N1/4 × 2N1/4 tr�gwno tou plègmato
. Oi arijmo� 1, ..., N − 2

√
N e�naiapojhkeumènoi sto upìloipo plègma. Estw x o arijmì
 pou krat� o epexer-gast 
 (

√
N×

√
N) sto b ma 2

√
N−2N1/4−3. Parathr ste ìti h tim  aut 



3.6. ASK�HSEIS 35den exart�tai apì ti
 timè
 pou up�rqoun arqik� sto p�nw arister� tr�gwno.Estw C(m,x) h swst  st lh gia to x ìtan m apì tou
 �gnwstou
 arijmoÔ
sto tr�gwno èqoun thn tim  0 kai oi upìloipoi thn tim  N . Kaj¸
 to m ku-ma�netai metaxÔ tou 0 kai tou 2
√

N , to C(m,x) kuma�netai apì to 1 w
 to √
N .Opìte, to C(m,x) pa�rnei k�je pijan  tim  (1 w
 √N) toul�qiston 2 forè
.Epilègoume m′ ètsi ¸ste C(m′, x) = 1, jètonta
 m′ arijmoÔ
 tou trig¸nousthn tim  0 kai ti
 upìloipe
 sthn tim  N . Gia na oloklhrwje� o algìrijmo
,to x pou br�sketai ston epexergast  (

√
N ×

√
N) prèpei na metaferje� sek�poion epexergast  th
 pr¸th
 st lh
. Dhl. apaitoÔntai epiplèon √

N − 1b mata, opìte sunolik� èqoume
3
√

N − 2N1/4 − 4 = 3
√

N − o(
√

N)b mata.To k�tw fr�gma isqÔei gia k�je telik  di�taxh sthn opo�a allag  se
2
√

N eisìdou
 mpore� na prokalèsei allagè
 se √
N st le
   seirè
 sthntelik  jèsh enì
 stoiqe�ou pou apojhkeÔetai ston epexergast  (

√
N ×

√
N).Bèbaia, up�rqoun telikè
 diat�xei
 gia ti
 opo�e
 to k�tw fr�gma den isqÔei.3.6 Ask sei
1. An k�je kìmbo
 mpore� na krat� 4 stoiqe�a, de�xte pw
 mporoÔme nalÔsoume 4 probl mata taxinìmhsh
 N stoiqe�wn se 3

√

(N) + o(N) b -mata se èna plègma √
N ×

√
N . (Upojèste ìti k�je sÔndesh mpore� naqrhsimopoie�tai se k�je b ma.)2. De�xte ìti o parak�tw anadromikì
 algìrijmo
 taxinome� N arijmoÔ
 se

O(
√

N) b mata se èna plègma√N×
√

N . Arqik� taxinìmhse anadromik�ta tetarthmìria boustrofhdìn. Sth sunèqeia, taxinìmhse ti
 seirè
 seènall�x' seir� kai ti
 st le
 apì p�nw pro
 ta k�tw. Tèlo
, ektèlese
4
√

N b mata ìdd�even transposition sort' se ìlh thn grammik  di�taxh(snake).3. D¸ste ènan algìrijmo gia taxinìmhsh N stoiqe�wn pou ektele�tai se
O(d) se disdi�stato plègma an k�je stoiqe�o arqik� e�nai apojhkeumènose apìstash to polÔ d apì ton telikì proorismì tou.4. De�xte pw
 mporoÔn na taxinomhjoÔn N arijmo� se √

8N b mata seplègma √
2N ×

√

N/2.
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Kef�laio 4Algìrijmoi Dromolìghsh
4.1 To prìblhmaEna prìblhma dromolìghsh
 pakètwn or�zetai apì M pakèta, kajènaapì ta opo�a èqei èna kìmbo proorismoÔ pi. Arqik�, ta pakèta e�nai au-ja�reta apojhkeumèna stou
 N kìmbou
 tou diktÔou. To prìblhma e�nai nadromologhjoÔn ta pakèta stou
 proorismoÔ
 tou
 qrhsimopoi¸nta
 topikìèlegqo se k�je epexergast  kai ìso to dunatìn ligìtera b mata. Sun jw
,upojètoume ìti k�je epexergast 
 krat� arqik� èna pakèto kai ìti oi prooris-mo� twn pakètwn e�nai diaforetiko� (pi 6= pj gia 1 ≤ j ≤ M). Autì toprìblhma onom�zetai 1�1 prìblhma dromolìghsh
   prìblhma dromolìghsh
metajèsewn. Sth genik  morf  èna m�n prìblhma dromolìghsh
 apaite� k�jeepexergast 
 na èqei arqik� to polÔ m pakèta kai na e�nai poorismì
 to polÔ
n pakètwn.4.2 Aplhstoi algìrijmoiOrismì
 6. Ena
 algìrijmo
 dromolìghsh
 se èna d�ktuo epexergast¸nonom�zetai �plhsto
 an odhge� k�je pakèto apì ton arqikì kìmbo ston kìmboproorismoÔ mèsw tou el�qistou monopatioÔ metaxÔ twn duo kìmbwn.O �plhsto
 algìrijmo
 dromolìghsh
 sto grammikì plègma e�nai bèltisto
tìso w
 pro
 to qrìno ektèlesh
 ìso kai w
 pro
 to mègisto mègejo
 twnour¸n. Ta pakèta kinoÔntai pro
 thn epijumht  kateÔjunsh mèqri na fj�-soun ston kìmbo proorismì. ParathroÔme ìti ta pakèta den sugkroÔontaimetaxÔ tou
 kai h dromolìghsh oloklhr¸netai to polÔ se N − 1 b mata,ìpou N to mègejo
 tou grammikoÔ plègmato
. Ena shmantikì prìblhma me37



38 KEF�ALAIO 4. ALG�ORIJMOI DROMOL�OGHSHStou
 �plhstou
 algor�jmou
 ìtan efarmìzontai se pio polÔploka d�ktua epex-ergast¸n emfan�zetai ìtan duo h perissìtera pakèta jèloun tautìqrona naqrhsimopoi soun thn �dia akm  pro
 thn �dia kateÔjunsh. H lÔsh d�netai seaut  thn per�ptwsh apì prwtìkolla lÔsh
 antagwnismoÔ (contention resolu-
tion protocols). To sen�rio pou ma
 endiafèrei se aut  thn par�grafo e�naito ex 
:

• oi ourè
 mpore� na megal¸soun auja�reta kai
• proteraiìthta d�netai sto pakèto pou prìkeitai na taxidèyei makrÔtera(farthest–first contention resolution protocol).Sth sunèqeia parousi�zoume to basikì �plhsto algìrijmo sto disdi�s-tato plègma.F�sh 1. Dromolìghsh sti
 grammè
 qrhsimopoi¸nta
 ton �plhsto algìri-jmo sto grammikì plègma. Kost�zei √N − 1 b mata.F�sh 2. Dromolìghsh sti
 st le
 qrhsimopoi¸nta
 p�li ton �plhsto al-gìrijmo sto grammikì plègma. Kost�zei �lla √

N − 1 b mata. Prin mpoÔmesthn an�lush th
 apìdosh
 tou algor�jmou, ja k�noume k�poie
 shmantikè
parathr sei
. K�poia pakèta mpore� na èqoun mpei  dh sth deÔterh f�shprin oloklhrwje� h pr¸th f�sh apì ìla ta pakèta. K�ti tètoio to agnooÔmesthn an�lush pou akolouje�. Ep�sh
, shmei¸ste ìti qrhsimopoi¸nta
 l�-jo
 prwtìkollo lÔsh
 antagwnismoÔ, o sunolikì
 arijmì
 bhm�twn mpore�na auxhje�.L mma 7. Jewr ste grammikì plègma me N epexergastè
 sto opo�o k�jekìmbo
 èqei auja�reto arijmì pakètwn k�je èna apì ta opo�a kateujÔnetai sediaforetikì kìmbo. An se k�je kìmbo, d�netai proteraiìthta sto pakèto pouprìkeitai na taxidèyei makrÔtera, tìte o �plhsto
 algìrijmo
 apaite� N − 1b mata.Apìdeixh. Qwr�
 bl�bh th
 genikìthta
, epikentr¸noume thn prosoq  ma
 stapakèta pou kinoÔntai pro
 ta dexi�. Ja de�xoume ìti gia k�je i, k�je pakètopou kateujÔnetai se k�poion apì tou
 i dexiìterou
 kìmbou
 fj�nei stonproorismì tou se N − 1 b mata.Estw i. JewroÔme ta pakèta pou kateujÔnontai stou
 i dexiìterou
kìmbou
. Ta pakèta aut� ta onom�zoume pakèta proteraiìthta
 kai èqounthn idiìthta ìti den kajusteroÔntai apì ta upìloipa. Jewr ste to dexiìteropakèto proteraiìthta
. Den ja kajusterhje� apì kanèna �llo pakèto kai ja



4.3. APODOTIKO�I NTETERMINISTIKO�I ALG�ORIJMOI 39ft�sei ston proorismì tou se N − i b mata. Jewr ste to deÔtero dexiìteropakèto proteraiìthta
. Ektì
 apì to pr¸to b ma, den kajustere�tai �llo kaifj�nei ston proorismì tou se N − i + 1 b mata. Suneq�zonta
 to epiqe�rhma,èqoume ìti to i�ostì dexiìtero pakèto proteraiìthta
, met� to b ma i−1 (anup�rqei) den kajestere�tai �llo kai ja fj�sei stou
 i dexiìterou
 kìmbou
se N − 1 b mata.Sundu�zonta
 to apotèlesma gia thn dromolìghsh sto grammikì plègmakai to l mma 2, èqoume ìti ìla ta pakèta dromologoÔntai se 2
√

N −2 b mata.Autì
 o qrìno
 e�nai bèltisto
 mia
 kai k�poio pakèto mpore� na qreiaste� nataxidèyei ìlh th di�metro tou diktÔou gia na fj�sei ston kìmbo proorismoÔ.To meionèkthma tou algor�jmou e�nai ìti apaitoÔntai ourè
 meg�lou megèjou
se k�je epexergast  gia thn proswrin  apoj keush twn pakètwn ìpw
 fa�ne-tai apì to parak�tw l mma.L mma 8. To mègisto mègejo
 th
 our�
 enì
 kìmbou e�nai toul�qiston
O(

√
N).Apìdeixh. 'Estw ìti ta pakèta pou e�nai arqik� apojhkeumèna stou
 kìmbou


(1, 2), ...,
(

1,
√

N
3

) kai (2, 1), ...,
(

2, 2
√

N
3 − 1

) kateujÔnontai stou
 kìmbou

(

3,
√

N
3

)

, ...,
(√

N,
√

N
3

). Sto b ma √
N
3 − 1, ìla aut� ta √

N − 2 pakètaèqoun fj�sei ston epexergast  (

2,
√

N
3

) kai mìno √
N
3 − 1 èqoun per�sei.Opìte to mègejo
 th
 our�
 ston epexergast  (

2,
√

N
3

) e�nai 2
√

N
3 − 1.4.3 Apodotiko� nteterministiko� algìrijmoiSthn par�grafo aut , exet�zoume algor�jmou
 pou apaitoÔn ourè
 mikroÔ(stajeroÔ) megèjou
.F�sh 1. TaxinomoÔme ta pakèta kat� st le
 w
 pro
 th st lh proorismoÔtwn pakètwn. H diadikas�a aut  kost�zei 4

√
N + o(

√
N) b mata: 3

√
N +

o(
√

N) gia na taxinom soume se seir� boustrofhdìn kai √N − 1 epiplèonb mata gia na p�roume taxinìmhsh kat� st le
. An arqik� èqoume akrib¸
 Npakèta, tìte o algìrijmo
 termat�zei. Alli¸
 suneq�zei sti
 epìmene
 f�sei
.F�sh 2. Stèlnoume ta pakèta sth swst  st lh qrhsimopoi¸nta
 ton �plh-sto algìrijmo sto grammikì plègma. H diadikas�a aut  kost�zei �lla √
N−1b mata.



40 KEF�ALAIO 4. ALG�ORIJMOI DROMOL�OGHSHSF�sh 3. Stèlnoume ta pakèta sth swst  gramm  qrhsimopoi¸nta
 p�liton �plhsto algìrijmo gia √
N − 1 epiplèon b mata. Sunolik� o algìrijmo
apaite� 6√N+o(

√
N) b mata. Ja exhg soume giat� den dhmiourgoÔntai ourè
.Sth f�sh 1 (taxinìmhsh), ta pakèta diat�ssontai ètsi ¸ste to polÔ ènapakèto se k�je seir� na èqei san telikì proorismì mia sugkekrimènh st lh.Opìte, met� th f�sh 2, ja up�rqei to polÔ èna pakèto se k�je kìmbo. Autìuponnoe� ìti den up�rqei antagwnismì
 gia ti
 grammè
 sth f�sh 3. To t�mhmagia th me�wsh tou megèjou
 twn our¸n e�nai 300% ap¸leia se taqÔthta. Sthsunèqeia, parousi�zoume ènan algìrijmo me kalÔterh sumperifor�.F�sh 1. Qwr�zoume to plègma se q2 upoplègmata megèjou
 √

N
q ×

√
N
q kaidiat�ssoume ta pakèta se k�je upoplègma kat� st le
 w
 pro
 th st lhproorismoÔ. Qrhsimopoi¸nta
 ton algìrijmo taxinìmhsh
, h f�sh 1 apaite�

4
√

N
q + o

(√
N
q

) b mata.F�sh 2. QrhsimopoioÔme ton �plhsto algìrijmo, dhl. 2
√

N − 2 epiplèonb mata. Gia na apant soume sto er¸thma poio e�nai to mègisto mègejo
 twnour¸n, parathroÔme ìti e�nai to polÔ o mègisto
 arijmì
 pakètwn se k�jegramm  sto tèlo
 th
 pr¸th
 f�sh
 pou kateujÔnontai sthn �dia st lh. Estwèna
 kìmbo
 (i, j) kai B1, B2, ..., Bq ta q upoplègmata pou perièqoun th seir�
i. An to Bk perièqei rk pakèta pou kateujÔnontai sthn i�ost  st lh, tìte topolÔ ⌈rk

q√
N
⌉ ≤ 1+(rk −1) q√

N
pakèta br�skontai sth gramm  i met� to tèlo
th
 f�sh
 1. Epeid  rk ≤

√
N , o arijmì
 twn pakètwn pou kateujÔnontaisth st lh j kai e�nai sth gramm  i met� thn pr¸th f�sh, e�nai to polÔ

q
∑

k=1

(

1 + (rk − 1)
q√
N

)

≤ q − q2

√
N

+
q√
N

q
∑

k=1

rk < 2qopìte to mègisto mègejo
 our�
 e�nai to polÔ 2q − 1.4.4 Mia diaforetik  lÔshSthn par�grafo aut , parousi�zoume ènan off–line algìrijmo dromolìghsh-
. Oi off–line algìrijmoi e�nai qr simoi ìtan to prìblhma dromolìghsh
 e�naignwstì apì thn arq  (k�ti pou sun jw
 den isqÔei sthn pr�xh).F�sh 1. Enall�soume ta pakèta k�je st lh
 ètsi ¸ste se k�je gramm ,to polÔ èna pakèto na èqei proorismì k�poia st lh.



4.5. ASK�HSEIS 41F�sh 2. Stèlnoume ta pakèta sth swst  st lh.F�sh 3. Stèlnoume ta pakèta sth swst  gramm . Oi duo teleuta�e
 f�sei
oloklhr¸nontai se √N − 1 b mata h k�je mia, qrhsimopoi¸nta
 ton �plhstoalgìrijmo sto grammikì plègma. Sth sunèqeia, Ja de�xoume ìti h pr¸th f�shmpore� na oloklhrwje� se √
N − 1 b mata, katal gonta
 se sunolikì qrìno

3
√

N − 3 bhm�twn gia ton algìrijmo. Arqik� diatup¸noume qwr�
 apìdeixhèna shmantikì je¸rhma th
 jewr�a
 gr�fwn, to je¸rhma tou Hall.Je¸rhma 9. Ena
 dimer 
 gr�fo
 èqei èna pl re
 ta�riasma an kai mìno angia k�je sÔnolo koruf¸n S ⊆ U , isqÔei |N(S)| ≥ |S|, ìpou N(S) ⊆ V hgeitoni� tou S.Sumpèrasma 10. K�je r�kanonikì
 dimer 
 gr�fo
 èqei èna pl re
 ta�ri-asma.Sumpèrasma 11. Estw G èna
 r�kanonikì
 dimer 
 gr�fo
. E�nai dunatìna arijm soume k�je akm  me ènan akèraio apì to di�sthma [1, r] ètsi ¸steakmè
 geitonikè
 ston �dio kìmbo na arijmoÔntai me diaforetikì akèraio.Upojèste ìti èqoume èna 1�1 prìblhma dromolìghsh
 se èna disdi�statoplègma diast�sewn r×s. Or�zw ton dimer  gr�fo G = (U, V,E) me 2s korufè

U = {u1, ..., us} kai V = {v1, ..., vs} kai rs akmè
. Gia k�je pakèto pk mearqik  st lh ik kai st lh proorismoÔ jk, o G perièqei mia akm  ek = (uik , vjk

).Apì to sumpèrasma 11, efìson o G e�nai dimer 
 kai r�kanonikì
, mporoÔme nad¸soume se k�je akm  arijmoÔ
 apì to di�sthma [1, r] ètsi ¸ste duo akmè
pou moir�zontai ton �dio kìmbo na mhn èqoun ton �dio arijmì. Sth f�sh 1,k�je pakèto p stèlnetai sthn seir� lp ìpou lp o arijmì
 th
 ant�stoiqh
akm 
 tou dimeroÔ
 gr�fou. ParathroÔme ìti ta pakèta pou xekinoÔn apìthn i�ost  st lh, ja staloÔn se diaforetikè
 seirè
 sto tèlo
 th
 pr¸th
f�sh
. Ep�sh
, ta pakèta pou kateujÔnontai sthn j�ost  st lh, ja staloÔnse diaforetikè
 seirè
.4.5 Ask sei
1. De�xte pw
 mpore� na dromologhje� opoiod pote zeÔgo
 metajèsewn se
N b mata se grammikì plègma me N epexergastè
. Ep�sh
, de�xte pw
mporoÔn na dromologhjoÔn k metajèsei
 se ⌈k

2⌉N b mata se grammikìplègma me N epexergastè
. Upìdeixh: Qrhsimopoi ste ton algìrijmotaxinìmhsh
 sto grammikì plègma.



42 KEF�ALAIO 4. ALG�ORIJMOI DROMOL�OGHSHS2. De�xte ìti o basikì
 algìrijmo
 mpore� na apait sei perissìtera apì
2
√

N b mata an qrhsimopoihje� l�jo
 prwtìkollo lÔsh
 antagwnismoÔ,all� potè megalÔtero apì O(
√

N) an to mègejo
 twn our¸n mpore� namegal¸sei aperiìrista.3. De�xte ìti to mègisto mègejo
 our�
 tou basikoÔ �plhstou algor�jmoue�nai 2
√

N
3 .4. De�xte ìti o basikì
 �plhsto
 algìrijmo
 ektele�tai se to polÔ 2⌈

√
N
2 ⌉b mata se diasdi�stato d�ktuo toru
 √N ×

√
N . Shmei¸noume ìti, stod�ktuo toru
, k�je pakèto akolouje� to el�qisto monop�ti pr¸ta pro
th swst  st lh kai èpeita pro
 th swst  gramm .5. Sqedi�ste èna nteterministikì algìrijmo me stajerì mègejo
 our¸n,pou dromologe� k�je pakèto se O(d) b mata se disdi�stato plègma,ìpou d h mègisth apìstash pou prèpei na taxidèyei èna pakèto.6. An se k�je kìmbo enì
 diktÔou epexergast¸n, to polÔ k pakèta èqounautìn to kìmbo san arq    proorismì, tìte to prìblhma mpore� na dias-paste� se k 1�1 probl mata dromolìghsh
. Upìdeixh: Qrhsimopoi steto je¸rhma tou Hall.7. De�xte ìti an to polÔ k pakèta arq�zoun   proor�zontai se k�je kìmboenì
 plègmato
 diast�sewn √N×

√
N , tìte to prìblhma dromolìghsh
mpore� na luje� se 3⌈k

4⌉
√

N b mata.8. De�xte pw
 mpore� na luje� èna prìblhma dromolìghsh
 metajèsewn seplègma diast�sewn √N ×
√

N/2 se 2
√

N −3 b mata me ourè
 megèjou
1. Qrhsimopoi ste to apotèlesma autì gia na lÔsete to �dio prìblhmase plègma diast�sewn √
N ×

√
N se 2.5

√
N b mata qrhsimopoi¸nta
ourè
 megèjou
 2.9. De�xte ìti an k�je kìmbo
 èqei arqik� èna pakèto kai an to polÔ mpakèta èqoun ton �dio proorismì, tìte o basikì
 �plhsto
 algìrijmo
mpore� na apait sei O(min{N,m

√
N}) b mata.10. De�xte ìti opoiosd pote algìrijmo
 dromolìghsh
 mpore� na apait sei

Ω(m
√

N) b mata gia èna m�1 prìblhma dromolìghsh
 N pakètwn seplègma diast�sewn √
N ×

√
N .11. Sqedi�ste algìrijmo pou qrhsimopoie� ourè
 stajeroÔ megèjou
 giath lÔsh tou m�1 probl mato
 dromolìghsh
 N pakètwn se plègmadiast�sewn √

N ×
√

N .



Kef�laio 5To montèlo PRAM5.1 Par�llhlh
 Mhqan 
 Tuqa�a
 Prospèlash
To montèlo Par�llhlh
 Mhqan 
 Tuqa�a
 Prospèlash
 (Parallel Ran-
dom Access Machine - PRAM) e�nai s�goura to pio dhmofilè
 montèlo enì
par�llhlou upologist . Par� to thn Ôpraxh arket¸n diaforetik¸n tÔpwn
PRAM montèlwn, to basikì tou
 qarakthristikì e�nai to ìti apoteloÔntaiapì polloÔ
 anex�rthtou
 epexergastè
 pou diamoir�zontai mia koin  mn mh.H m�a koin  diamoirazìmenh mn mh twn PRAM e�nai to qarakthristikì pou ou-siastik� ti
 diaforopoie� se polÔ meg�lo bajmì apì ti
 par�llhle
 mhqanè
pou akoloujoÔn to montèlo twn diktÔwn stajer¸n sundèsewn (Fixed Connec-
tion Network Model) ìpou - ìpw
 kai se par�llhlou
 upologistè
 meg�lh
kl�maka
 - h mn mh e�nai katanemhmènh se di�fore
 topojes�e
 pou diasundèon-tai metaxÔ tou
 mèsw tou diktÔou.Sto sq ma 5.1parousi�zetai th basik  arqitektonik  mia
 PRAM. Up�r-qoun N epexeragastè
 P0, P1, P2 · · ·PN pou qrhsimopoioÔn san apojhkeutikìq¸ro mia diamoirazìmenh mn mh. 'Oloi oi epexergastè
 mporoÔn na diab�sounapì th mn mh   na gr�youn s' aut  tautìqrona. Ep�sh
, oi epexergastè
mporoÔn na pragmatopoi soun poik�le
 arijmhtikè
 kai logikè
 leitourg�e
par�llhla.Sto PRAM montèlo, h basik  upìjesh, ìson afor� sthn apìdosh twnalgor�jmwn, e�nai to gegonì
 ìti o qrìno
 ektèlesh
 mpore� na jewrhje� santon arijmì twn prospel�sewn tou algor�jmou sthn par�llhlh mn mh. Aut  hparadoq  apotele� mia gen�keush tou kanonikoÔ PRAM montèlou, sto opo�oo arijmì
 twn prospel�sewn sth mn mh e�nai èna kalì mètro tou qrìnouektèlesh
. Epiplèon, aut  h upìjesh srhsimopoie�tai genikìtera sth melèthpar�llhlwn algor�jmwn, par� to gegonì
 ìti oi par�llhloi upologistè
 de43
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Sq ma 5.1: PRAM me diamoirazìmenh mn mh (α) kai d�ktuo stajer¸n sundè-sewn me katanemhmènh mn mh (b). Sto montèlo PRAM, k�je epexergast 
mpore� se k�je b ma na prospel�sei k�je jèsh th
 diamoirazìmenh
 mn mh
.Sto pio realistikì montèlo tou diktÔou stajer¸n sundèsewn, up�rqoun ka-juster sei
 pou sqet�zontai me ti
 apomakrusmène
 prospel�sei
 sth mn mhkai up�rqoun ìria ston arijmì twn prospel�sewn sth mn mh pou mporoÔn napragmatopoihjoÔn se k�je block mn mh
 se k�je b ma.



5.2. MONT�ELA PRAM KAI DIAMOIRAZ�OMENH MN�HMH 45mporoÔn na prospel�soun par�llhla th mn mh se monadia�o qrìno afoÔ oqrìno
 pou apaite�tai gia prospèlash sth mn mh aux�netai an�loga me tonarijmì twn epexergast¸n s' èna par�llhlo upologist .Parolaut�, gia par�llhlou
 algìrijmou
 pou pragmatopoioÔn prospel�-sei
 se dedomèna me tuqa�o trìpo, h upìjesh leitourgi¸n mn mh
 stajeroÔqrìnou mpore� na tekmhriwje�. Oi pragmatikè
 par�llhle
 mhqanè
 diajètountupik� èna d�ktuo epikoinwn�a
 pou mpore� na uposthr�xei mia morf  kajo-lik 
 mn mh
. H prospèlash dedomènwn mèsw tou diktÔou e�nai mia sqetik�arg  leitourg�a se sÔgkrish me �lle
 leitourg�e
 (p.q. arijmhtikè
 pr�x-ei
). Epomènw
, h mètrhsh twn prospel�sewn sthn par�llhlh mn mh apì duopar�llhlou
 algor�jmou
 parèqei me arket  akr�beia ekt�mhsh th
 apìdos 
tou
. O basikì
 trìpo
 me ton opo�o oi pragmatikè
 mhqanè
 den petuqa�-noun to monadia�o qrìno prospèlash
 th
 PRAM e�nai ìti k�poie
 teqnikè
prospèlash
 e�nai grhgorìtere
 apì �lle
.O qrìno
 ektèlesh
 enì
 par�llhlou algìrijmou exart�tai apì ton ar-ijmì twn epexergast¸n pou ekteloÔn ton algìrijmo kaj¸
 ep�sh
 kai apìto mègejo
 tou probl mato
 pou kale�tai na epilÔsei o algìrijmo
. Kat�sunèpeia, sth genik  per�ptwsh prèpei na lamb�nontai up' ìyh oi metr sei
 kaitou qrìnou kai twn epexergast¸n kat� thn an�lush tou PRAM algìrijmou.Autì èrqetai se ant�jesh me thn an�lush akoloujiak¸n algor�jmwn kat� thnopo�a d�netai èmfash sto qrìno. Tupik� up�rqei sqèsh antist�jmish
 an�me-sa ston arijmì twn epexergast¸n pou qrhsimopoioÔntai apì ènan algìrijmokai sto qrìno ektèles 
 tou.5.2 Montèla PRAM kai diamoirazìmenh mn mhMia PRAM me N epexergastè
, P1, P2, · · · , PN , diajètei mia koin  di-amoirazìmenh mn mh kai k�je epexergast 
 diajètei to dikì tou topikì èlegqokai th dik  tou topik  mn mh. H diamoirazìmenh mn mh apotele�tai apì Mperioqè
 me �dio mègejo
, k�je m�a apì ti
 opo�e
 èqei dik  th
 anex�rththdieÔjunsh. Se k�je b ma tou upologismìÔ mia
 PRAM, k�je epexergast 
mpore� na prospel�sei - dhlad , mpore� na diab�sei   na gr�yei - opoiad poteauja�reth jèsh th
 diamoirazìmenh
 mn mh
 kai na eketlèsei k�poion upolo-gismì me b�sh ton topikì tou èlegqo kai thn topik  tou mn mh.Se mia PRAM apokleistik 
 an�gnwsh
 kai eggraf 
 (exclusive-read
exclusive-write - EREW PRAM), oi prospel�sei
 sth mn mh pou mporoÔn napragmatopoi soun oi N epexergastè
 e�nai periorismène
 ètsi ¸ste to polÔèna
 epexergast 
 na mpore� na diab�sei   na gr�yei se opoiad pote jèsh th
koin 
 diamoirazìmenh
 mn mh
 se k�je qronikì b ma. Se mia PRAM tautì-
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 an�gnwsh
 kai apokleistik 
 eggraf 
 (concurrent-read exclusive-
write - CREW PRAM), pollo� epexergastè
 mporoÔn na diab�zoun tautì-qrona apì thn �dia jèsh th
 koin 
 diamoirazìmenh
 mn mh
, all� mìno è-na
 epexergast 
 mpore� na gr�yei se k�poia jèsh se k�je qronikì b ma.Se mia PRAM tautìqronh
 eggraf 
 (concurrent-write - CR PRAM), pol-lo� epexergastè
 mporoÔn na gr�youn se mia sugkekrimènh jèsh th
 koin -
 diamoirazìmenh
 mn mh
 tautìqrona, all� prèpei na up�rqei k�poia mèjo-do
 gia na diaqeir�zetai me auja�reto trìpo th
 sugkroÔsei
. Gia th di-aqe�rish twn sugkroÔsewn kat� thn tautìqronh eggraf , èqei anaptuqje� miaseir� sqetik¸n prwtokìllwn. Sto asjenè
 CR PRAM montèlo, epitrèpontaitautìqrone
 eggrafè
 mìnon an ìloi oi epexergastè
 epijumoÔn na gr�youn
0 sth sugkekrimènh jèsh th
 diamoirazìmenh
 mn mh
. Sto koinì CR PRAMmontèlo, epitrèpontai tautìqrone
 eggrafè
 mìnon an ìloi oi epexergastè
gr�foun thn �dia tim  sth sugkekrimènh jèsh th
 diamoirazìmenh
 mn mh
.Sto auja�reto CR PRAM montèlo, mia sÔgkroush kat� th di�rkeia prosp�-jeia
 tautìqronh
 eggraf 
 epilÔetai me auja�reth epilog  mia
 apì ti
 timè
pou prìkeitai na eggrafoÔn sth sugkekrimènh jèsh th
 diamoirazìmenh
 m-n mh
. Sto CR PRAM montèlo pou uiojete� proteraiìthte
, sthn per�ptwshsÔgkroush
 o epexergast 
 pou gr�fei telik� thn tim  tou sth sugkekrimèn-h jèsh th
 diamoirazìmenh
 mn mh
 e�nai autì
 me to mikrìtero de�kth tax-inìmhsh
. Tèlo
, sto sunduastikì montèlo CR PRAM, oi timè
 pou oi epex-ergastè
 prospajoÔn na gr�youn sth sugkekrimènh jèsh th
 diamoirazìmenh
mn mh
 sundu�zontai me qr sh mia
 susqetistik 
 kai metabatik 
 pr�xh
.Kat�ntistoiq�a me ta parap�nw, èna
 algìrijmo
 tautìqronh
 an�gnwsh
(concurrent read) e�nai èna
 PRAM algìrijmo
 kat� thn ektèlesh tou opo�oupollo� epexergastè
 mporoÔn na diab�soun apì thn �dia jèsh th
 koin 
 m-n mh
 thn �dia qronik  stigm . 'Ena
 algìrijmo
 apokleistik 
 an�gnwhsh
(exclusive read) e�nai èna
 PRAM algìrijmo
 pou den epitrèpei se dÔo epex-ergastè
 na diab�soun tautìqrona apì thn �dia jèsh th
 mn mh
. H �diadiaforopo�hsh pragmatopoie�tai kai gia thn eggraf  dedomènwn sth mn mhopìte prokÔptoun ant�stoiqa PRAM algìrijmoi concurrent write - CW kai
exclusive write - EW. Suqn� qrhsimopoioÔmena akrwnÔmia gia tou
 parap�nwtÔpou
 algor�jmwn e�nai ta EREW kai CRCW. Mia PRAM pou uposthr�zeimìno EREW algor�jmou
 kale�tai EREW PRAM kai mia pou uposthr�zei
CRCW algor�jmou
 kale�tai CRCW PRAM. Mia CRCW PRAM mpore�fusik� na ektele� EREW algor�jmou
 all� mia EREW PRAM den d�nei thdunatìthta tautìqronh
 prospèlash
 th
 mn mh
 pou apaitoÔn oi CRCW al-gìrijmoi.'Oson afor� stou
 dÔo �llou
 tÔpou
 algor�jmwn (CREW, ERCW)perissìterh èmfash èqei doje� ston CREW. 'Omw
, praktik�, h upost rix-



5.2. MONT�ELA PRAM KAI DIAMOIRAZ�OMENH MN�HMH 47h tautìqronwn eggraf¸n den e�nai duskolìterh apì thn upost rixh tautì-qronwn anagn¸sewn. Genik�, algìrijmoi pou uposthr�zoun tautìqrone
 e�teeggrafè
 e�te anagn¸sei
 jewroÔntai CRCW. 'Otan pollo� epexergastè
pragmatopoioÔn tautìqrone
 eggrafè
 sthn �dia jèsh mn mh
 s' ènan CRCWalgìrijmo to apotèlesma den e�nai ex' orismoÔ pl rw
 orismèno. Sun jw
,uiojete�tai h qr sh tou common (koinoÔ) CRCW montèlou, ìpou ìtan pollo�epexergastè
 gr�foun sthn �dia jèsh th
 mn mh
 prèpei ìloi na gr�foun thn�dia tim . Sth bibliograf�a anafèrontai arketo� diaforetiko� tÔpoi PRAMmhqan¸n pou qeir�zontai to prìblhma me diaforetikè
 paradoqè
: - tuqaiìth-ta: mia tuqa�a tim  apì ìse
 gr�fontai telik� apojhkeÔetai, - proteraiìthta:apojhkeÔetai h tim  thn opo�a ègraye o epehergast 
 me th mikrìterh seir�, -sunduasmì
: apojhkeÔetai k�poi
 sugkekrimèno
 sunduasmì
 twn tim¸n pougr�fthkan apì k�je epexergast . Autì
 o sunduasmì
 e�nai sun jw
 miasun�rthsh ìpw
 �jroisma (�jroise ìle
 ti
 timè
 pou apoj keuse
)   max(eÔresh mègistwn tim¸n - apoj keuse th mègisth tim  apì ìse
 gr�fthkan).Oi PRAM apoteloÔn èna polÔ kalì afhrhmèno montèlo gia th melèthtou parallhlismoÔ. Den up�rqoun kal¸dia/sundèsei
 kai kat� sunèpeia dent�jetai jèma gia to p¸
 ta swst� dedomèna ja e�nai sto swstì shme�o thswst  qronik  stigm . Me l�ga lìgia, to montèlo PRAM parak�mptei ìle
ti
 leptomèreie
 sqetik� me thn ulopo�hsh enì
 par�llhlou algor�jmou se miapar�llhlh mhqan  pou pollè
 forè
 prokaloÔn sÔgqush kai kat� sunèpeiaapotele� èna idanikì montèlo gia par�llhlo programmatismì.'Omw
, aut� ta qarakthristik� pou k�noun to montèlo PRAM elkustikìapì programmatistik  �poyh, to kajistoÔn dÔsqrhsto apì kataskeuastik pleur�. Sugkekrimèna, mia koin  diamoirazìmenh mn mh apotele� mia afa�reshpou dÔskola ulopoie�tai me ulikì. Gia par�deigma, to ulikì (hardware) pouapaite�tai thn ulopo�hsh mia
 EREW PRAM e�nai sqetik� aplì kai kat�sunèpeia gr goro mia
 kai den up�rqei an�gkh qeirismoÔ sugkrouìmenwn anag-n¸sewn kai eggraf¸n apì kai pro
 th mn mh. Mia CREW PRAM apaite�poluplokìtero ulikì (hardware) prokeimènou h upìjesh monadia�ou qrìnouna odhg sei se axiìpiste
 metr sei
 th
 apìdosh
, all� parèqei èna pro-grammatstikì montèlo arket� isqurìtero apì ì,ti mia EREW PRAM. Togegonì
 autì èqei sa sunèpeia meg�lh
 kl�maka
 PRAM na ulopoioÔntai sthnpr�xh me qr sh diktÔwn stajer¸n sundèsewn (ìpw
 e�nai gia par�deigma tad�ktua petaloÔda
) kai exoimo�wsh
 mèsw aut¸n twn montèlwn PRAM. Hkoin  diamoirazìmenh mn mh katanèmetai se isoemegèjh block stou
 kìmbou
tou diktÔou stajer¸n sundèsewn kai gia na prospel�sei èna
 epexergast 
k�poia jèsh th
 mn mh
 prèpei na aposte�lei mèsw tou diktÔou èna pakètoston epexergast  pou diajètei th sugkekrimènh jèsh mn mh
. Tìte, sthnper�ptwsh an�gnwsh
, epistrèfetai mèsw tou diktÔou ston epexergast  pou



48 KEF�ALAIO 5. TO MONT�ELO PRAMpragmatopo�hse to a�thma an�gnwsh
 èna pakèto pou perièqei ta dedomèna.H dromolìghsh tou pakètou epitugq�netai me qr sh gnwst¸n algor�jmwndromolìghsh
.Jewr¸nta
 ìti oi M mon�de
 mia
 koin 
 diamoirazìmenh
 mn mh
 e�naikatanemhmène
 se N epexergastè
 tou diktÔou, an M ≫ N , h periektikìth-ta th
 mn mh
 mpore� na apotelèsei shmantikì prìblhma akìma kai sthnper�ptwsh mìno apokleistik¸n anagn¸sewn kai eggraf¸n. Gia par�deigma,an M ≥ N2, tìte kajèna
 apì tou
 N epexergastè
 mpore� na epijume� naprospel�sei mia diaforetik  jèsh mn mh
 sto �dio block. Tètoiou e�dou
 prob-l mata mporoÔn na epilujoÔn mèsw pragmatopo�hsh
 sunduasm¸n oi opo�oiìmw
 mporoÔn na e�nai apodotiko� mìnon an o qrìno
 pou apaite�tai gia thmet�dosh enì
 meg�lou pakètou pou prokÔptei apì sunduasmì de sqet�zetaime to mègejì
 tou. Ant�jeta, an to mègejo
 tou pakètou èqei ousi¸dh shmas�-a (ìpw
 sumba�nei sun jw
)   an den epitrèpetai sunduasmì
, ja prèpei naakoloujhje� �llh enallaktik  prosèggish.5.3 Sugqronismì
 kai 'Elegqo
Oi algìrijmoi prokeimènou na douleÔoun swst� prèpei na èqoun se meg�lobajmì sugqronismì. Ep�sh
, oi epexergastè
 prèpei suqn� na aniqneÔounse algìrijmou
 sunj ke
 termatismoÔ epan�lhyh
 pou exart¸ntai apì thnkat�stash ìlwn twn epexergast¸n.Pollo� pragmatiko� par�llhloi epexergastè
 sundèontai ¸ste na dhmiour-goÔn èna d�ktuo elègqou pou sumb�lei sto sugqronismì kai sthn an�qneushsunjhk¸n termatismoÔ. To d�ktuo elègqou mpore� na aniqneÔei sunj ke
 ter-matismoÔ tìso gr gora ìso èna d�ktuo dromolìghsh
 mpore� na ulopoi seianaforè
 sth mn mh (global memory).JewroÔme ìti up�rqei ex' arq 
 sugqronismì
 metaxÔ twn epexergast¸n,dhlad  oi epexergastè
 ekteloÔn ti
 �die
 entolè
 thn �dia qronik  stigm  kaikanèna
 den prohge�tai   èpetai k�poiou �llou.Gia thn an�qneush tou termatismoÔ par�llhlwn brìgqwn pou exart¸n-tai apì thn kat�stash ìlwn twn epexergast¸n, upojètoume ìti to d�ktuoelègqou mpore� na elègxei mia tètoia sunj kh se stajerì qrìno. Sth bib-liograf�a, k�poia EREW PRAM montèla den uiojetoÔn aut  thn upìjeshkai o qrìno
 (logarijmikì
) pou apaite�tai gia ton èlegqo twn sunjhk¸nanakÔklwsh
 prèpei na sumperilhfje� sto sunolikì qrìno ektèlesh
. Oi
CRCW PRAM de qrei�zontai d�ktuo elègqou gia ton èlegqo termatismoÔmia
 kai mporoÔn na aniqneÔsoun ton termatismì par�llhlwn anakukl¸sewnse stajerì qrìno mèsw twn tautìqronwn eggraf¸n.
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 algìrijmo
 A trèqei se PRAM me p epexergastè
 seqrìno t, tìte gia k�je p′ < p up�rqei algìrijmo
 A′ gia to �dio prìblhma poutrèqei se PRAM me p′ epexergastè
 kai apaite� qrìno O(pt/p′).Apìdeixh. 'Estw mia ar�jmhsh twn qronik¸n bhm�twn tou A, 1, 2, · · · , t. Oalgìrijmo
 A′ exomoi¸nei thn ektèlesh k�je qronikoÔ b mato
 i, me 1 ≤ i ≤ tse qrìno O([p/p′]). AfoÔ up�rqoun t b mata, h sunolik  exomo�wsh stoiq�zei
O([p/p′]t) = O(pt/p′) afoÔ p′ < p.To èrgo W pou ektele�tai apì ton algìrijmo A e�nai pt en¸ autì pou ek-tele�tai apì ton A′ e�nai (pt/p′)p′ = pt. Kat� sunèpeia, h exomo�wsh douleÔeiapotelesmatik� kai epomènw
 an o algìrijmo
 A e�nai ��kalì
 �� tìte kai oalgìrijmo
 A′ e�nai ��kalì
 ��.


